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Resumen

El presente Trabajo Fin de Mdster supone el Ultimo paso hacia la consecucion del titulo
de Master Universitario en Profesorado de Educacidon Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacidn Profesional y Ensefanza de Idiomas. En él, se ha disefiado una
unidad diddactica de trigonometria para la asignatura “Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas” de 42 de la ESO, de acuerdo con el curriculo escolar establecido
por las disposiciones oficiales vigentes. Previo a la elaboracion de esta unidad, se han
realizado sendos andlisis de dos libros de texto que han supuesto una primera
aproximacion a los conocimientos cientificos sobre trigonometria a enseiiar en el aula;
también, se ha desarrollado un tema de oposiciones con el fin de profundizar en el
“saber sabio” matematico de la trigonometria, y, por ultimo, se han analizado
investigaciones de otros autores en busca de aspectos a tener en cuenta en la didactica
de la trigonometria en el aula. Este trabajo previo ha permitido elaborar una unidad
didactica de trigonometria que permita a los estudiantes conseguir desarrollar las
competencias y capacidades requeridas en este dmbito y etapa educativa.

PALABRAS CLAVE: Trigonometria, Matematicas, Unidad Diddactica, Educacién
Secundaria Obligatoria, Trabajo Fin de Master

Abstract

This Master’s Thesis has been the last step towards obtaining the title of the Master’s
Degree: Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas. A didactic unit of
trigonometry has been designed for the subject “Matemdticas orientadas a las
ensefilanzas académicas” in the 4th grade of ESO, in accordance with the school
curriculum established by the official regulations. Prior to the elaboration of this unit,
two textbooks were analyzed, providing a first approximation of the scientific
knowledge of trigonometry to be taught in the classroom; a chapter was also dedicated
to deepening the mathematical knowledge of trigonometry, and lastly, research by
other authors was also analyzed in search of a better understanding of the didactics of
trigonometry in the classroom. This preliminary work has made it possible to draw up a
teaching unit on trigonometry that will allow students to develop the skills and abilities
required in this field and this stage of education.

KEYWORDS: Trigonometry, Mathematics, Didactic Unit, Compulsory Secondary
Education, Master’s Thesis
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1. Introduccion

El Mdaster Universitario en Profesorado de Educacidn Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas culmina con la elaboracion
y la defensa por parte del estudiante de un Trabajo Fin de Mdster. Este trabajo debe
poner de manifiesto las ensefianzas y aprendizajes recibidos durante el transcurso del
curso académico, y también demostrar el nivel de adquisicion de las competencias
asociadas a la titulacion.

Este Trabajo Fin de Master (en adelante, TFM) pertenece a la especialidad de
Matematicas, y se basa concretamente en la asignatura “Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas” de 42 de la ESO. El tema sobre el que se desarrollan las
fundamentaciones curricular, epistemolégica y didactica, y también la correspondiente
unidad didactica, es el de trigonometria.

El presente TFM se estructura en torno a dos grandes bloques claramente diferenciados:

A) Fundamentacién epistemoldgica. En este epigrafe se desarrolla un tema que se
encuentra entre los temas recogidos en los procedimientos de ingreso,
adquisicion de nueva especialidad y movilidad para determinadas especialidades
de los Cuerpos de Maestros, Profesores de Ensefianza Secundaria y Profesores

Ill

de Escuelas Oficiales de Idiomas. El “saber sabio” matematico que se presenta
aqui debe ser mas tarde transformado y adaptado para poder ser ensefiado al

alumnado en lo que se conoce como proceso de transposicion didactica.

B) Proyeccién didactica del tema para una etapa, ciclo y nivel determinado
mediante el disefio de una unidad didactica, que incluye los elementos
curriculares necesarios para el desarrollo de la misma en el aula. Con esta unidad
didactica se pretende facilitar el aprendizaje de la trigonometria por parte del
alumnado a través de actividades y metodologias que favorezcan la comprensién
de los contenidos del tema, y siempre con el fin de adquirir las competencias
correspondientes.

Ademads de estos dos grandes bloques, también se incluyen otros dos epigrafes, que no
dejan de ser menos importantes y sin los cuales el conjunto del trabajo no tendria
sentido. Deben ser trabajados antes del disefio de la unidad didactica y deben verse
reflejados y contribuir de alguna manera al desarrollo de la misma:

e Fundamentacidn curricular. Andlisis del curriculo escolar vigente, tanto a nivel
nacional como en el ambito de la Comunidad Autdnoma de Andalucia y andlisis
y comparacion de dos libros de texto de la asignatura de dos grandes editoriales.
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En este segundo analisis de los libros de texto, se observara en qué medida los
libros de texto se ajustan al contenido establecido por el curriculo oficial, la
forma en que estos contenidos son desarrollados, los tipos de actividades que se
proponen y los posibles errores o fendmenos didacticos que podrian derivarse
de la forma en que se presentan los contenidos.

e Fundamentacién didactica. Aqui se abordardn varios trabajos de investigacién
de distintos autores relacionados con dificultades, errores y fendmenos
didacticos que el alumnado pueda presentar cuando se trabajan conceptos y
contenidos de la unidad didactica de trigonometria.

Las conclusiones extraidas tras la elaboracién de las fundamentaciones curricular y
didactica serviran de punto de partida en el disefio de la unidad didactica.
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2. Objetivos

Los objetivos y competencias generales que los estudiantes deben adquirir con la
realizacion del TFM vienen recogidos en la Guia Docente en la pagina web del master de
la Universidad de Jaén. Estos, junto con otros mas particulares que también se persiguen
con este trabajo, son citados a continuacion:

e Conocer lalegislacidn educativa vigente, tanto a nivel nacional como autonémico

e Obtener una primera aproximacion al saber matematico a enseiar en el aula a
través del analisis critico de libros de texto de la asignatura “Matematicas
orientadas a las ensefianzas académicas” de 42 de la ESO

e Conocer las competencias clave que los estudiantes deben trabajar de modo
transversal a lo largo de todo el curriculo escolar

e Profundizar en el saber matematico de la trigonometria

e Buscar y analizar trabajos de otros autores que hayan realizado investigaciones
sobre la didactica de la trigonometria en busca de dificultades y/o fendmenos
didacticos en el proceso ensenanza-aprendizaje

e Confeccionar una unidad didactica adecuada en base a las fundamentaciones
curricular, epistemoldgica y didactica previamente establecidas

e Saber transformar el curriculo escolar de la materia “Matematicas orientadas a
las ensefianzas académicas” de 42 de la ESO en un programa de actividades y
trabajo adecuado a las necesidades de los estudiantes, combinando
metodologias tradicional e innovadora

e Integrar la formacidon en comunicacién audiovisual y multimedia en el proceso
de ensefianza-aprendizaje

e Adquirir el conocimiento, las destrezas y actitudes necesarias para el uso y
aprovechamiento de las TICs en la funcidon docente

o Detectar y analizar situaciones y dificultades que afectan a estudiantes con
diferentes capacidades y ritmos de aprendizaje y saber intervenir mediante una
adecuada atencién a la diversidad

e Fomentar un clima que facilite el aprendizaje y ponga en valor las aportaciones
de los estudiantes a través del trabajo colaborativo

En definitiva, y como objetivo general, se persigue que el estudiante del Master sea
capaz de desarrollar la competencia profesional del profesorado para planificar su
actuacién diddactica en el aula a través del disefio propio de una unidad didactica,
intentando siempre evitar un punto de vista simplista.
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3. Fundamentacion curricular

En este epigrafe se realiza, por una parte, el analisis de las disposiciones curriculares
vigentes tanto a nivel nacional como autondmico, y por otra, el andlisis de dos libros de
texto. Ambos andlisis se centran en la asignatura “Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas” de 42 de la ESO, ya que este es el curso al que la unidad
didactica disefiada esta dirigida. Concretamente, se centra en el tema de trigonometria,
gue es introducido por primera vez en la trayectoria académica del alumnado.

Dentro del andlisis del curriculo escolar, también se dedica un apartado a las
competencias clave, consideradas por las orientaciones de la Unién Europea como
condicién indispensable para lograr que los individuos alcancen un pleno desarrollo
personal, social y profesional que se ajuste a las demandas de un mundo globalizado y
haga posible el desarrollo econdmico, vinculado al conocimiento (Ministerio de
Educacién y Formacién Profesional).

Para el analisis de los libros de texto, se han seleccionado dos libros de 42 de la ESO de
dos editoriales diferentes. Este analisis tiene gran importancia, pues supone la primera
aproximacion a los conocimientos cientificos “a ensefiar”, a partir de la que avanzar

III

hacia la fundamentacién epistemoldgica (el “saber sabio” matematico) y también hacia
la fundamentacién didactica (sobre la ensefianza y/o aprendizaje del conocimiento
matemadtico). Ademds de la estructura que presenta la unidad o unidades de
trigonometria en cada uno de los libros, se analizaran también con detalle los siguientes

aspectos de los dos libros de texto:

e Si los autores se han ajustado al contenido de las disposiciones curriculares
vigentes.

e Qué definicion (geométrica o analitica) ofrece cada libro al estudiante para
presentar el concepto de razén trigonométrica.

e Qué importancia da cada libro a las aplicaciones de la trigonometria en la vida
real.

e Sijlos libros de texto proponen actividades a realizar siguiendo una metodologia
tradicional (transmisiva, el docente explica y el alumno realiza ejercicios de
manera mecanica) o si combina ejercicios a realizar individualmente y
actividades para trabajar en grupo, fomentando asi el trabajo colaborativo.

e Si ofrecen contenidos en la web para trabajar la trigonometria a través de
herramientas TIC como GeoGebra.
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3.1. Analisis del curriculo

La Ley Organica 3/2020, de 29 de diciembre, por la que se modifica la Ley Organica
2/2006, de 3 de mayo, de Educacién, entré en vigor el dia 19 de enero de 2021, 20 dias
después de su publicacién en el Boletin Oficial del Estado. Todos los aspectos que regula
y establece esta nueva Ley Educativa (LOMLOE), sin embargo, no han sido aplicados de
manera inmediata. El Ministerio de Educacion y Formacién Profesional del Gobierno de
Espafia ha establecido un calendario de implantacién de la nueva Ley que abarca un
total de cuatro cursos educativos consecutivos:

1) Para el curso 2020-21 se han aplicado ya modificaciones relativas a:
a) La participacidon y competencias de Consejo Escolar, Claustro y director o
directora
b) La autonomia de los centros docentes
c) La seleccidén del director o directora en los centros publicos
d) La admisién de alumnos

2) Alinicio del curso 2021-22 se implantaran las modificaciones relativas a:
a) Evaluaciény condiciones de promocion de las diferentes etapas educativas
b) Condiciones de titulacion de Educacidon Secundaria Obligatoria, ciclos
formativos de grado basico y Bachillerato
c) Latitulacién de las enseianzas profesionales de Musica y Danza
d) Las condiciones de acceso a las diferentes ensefianzas

3) En los cursos 2022-23 y 2023-24, se modificardn el curriculo, organizacién vy
objetivos de las ensefianzas:
a) 2022-23: Cursos impares de Educacién Primaria, ESO, Bachillerato y Ciclo
Formativo de Grado Basico
b) 2023-24: Cursos pares de Educacidon Primaria, ESO, Bachillerato y Ciclo
Formativo de Grado Basico

Como el curriculo, los objetivos de las ensefianzas y la evaluacién propuestos por esta
nueva Ley de Educacion no han sido modificados aun en el presente curso académico
2020-21, en este trabajo se hara referencia a la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre,
para la Mejora de la Calidad Educativa, que modificaba el articulo 6 de la Ley Organica
2/2006, de 3 de mayo, de Educacion, para definir el curriculo como la regulacion de los
elementos que determinan los procesos de ensefianza y aprendizaje para cada una de

las ensefianzas.
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3.1.1. Real Decreto 1105/2014

En primer lugar, se hace referencia al Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por
el que se establece el curriculo bdsico de la Educaciéon Secundaria Obligatoria y de
Bachillerato. En el anexo | de dicho Real Decreto se encuentran los contenidos, criterios
de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables para cada una de las materias del
bloque de asignaturas troncales de ESO y Bachillerato.

La asignatura “Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” de 42 de la ESO se

encuentra dividida en los siguientes 5 bloques:

e Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas
e Bloque 2. NUmeros y algebra

e Bloque 3. Geometria

e Bloque 4. Funciones

e Bloque 5. Estadistica y probabilidad

El tema de trigonometria se encuadra dentro del bloque 3 de geometria, por lo que
serdn los contenidos, criterios de evaluacidon y estandares de aprendizaje evaluables de
este bloque los que se traten principalmente en este TFM. También se mostraran los
contenidos y criterios del bloque 1 por ser un bloque transversal que se supone debe
ser trabajado siempre de manera simultanea con el resto de bloques, constituyendo el

hilo conductor de la asignatura.

En las tablas 1 y 2 se muestran los contenidos, criterios de evaluacién y estandares de
aprendizaje evaluables de los bloques 1 y 3, respectivamente.
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Tabla 1

Bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matemdticas, Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas, 42 de la ESO

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

- Planificacién del proceso de
resolucion de problemas.

- Estrategias y procedimientos
puestos en practica: uso del
lenguaje apropiado: (grafico,
numeérico, algebraico, etc.),
reformulacion del problema,
resolver subproblemas,
recuento exhaustivo, empezar
por casos particulares
sencillos, buscar
regularidades y leyes, etc.

- Reflexidén sobre los
resultados: revisién de las
operaciones utilizadas,
asignacion de unidades a los
resultados, comprobacién e
interpretacion de las
soluciones en el contexto de
la situacidn, busqueda de
otras formas de resolucion,
etc.

-Planteamiento de
investigaciones matematicas
escolares en contextos
numéricos, geométricos,
funcionales, estadisticos y
probabilisticos.

- Practica de los procesos de
matematizacion y
modelizacidn, en contextos de

1. Expresar verbalmente, de forma
razonada el proceso seguido en la
resolucién de un problema.

2. Utilizar procesos de
razonamiento y estrategias de
resolucion de problemas, realizando
los calculos necesarios y
comprobando las soluciones
obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones
de cambio, para encontrar patrones,
regularidades y leyes matematicas,
en contextos numéricos,
geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

4. Profundizar en problemas
resueltos planteando pequefias
variaciones en los datos, otras
preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes
sobre el proceso, resultados y
conclusiones obtenidas en los
procesos de investigacion.

6. Desarrollar procesos de
matematizacién en contextos de la
realidad cotidiana (numéricos,
geométricos, funcionales,
estadisticos o probabilisticos) a partir
de la identificacion de problemas en
situaciones problematicas de la
realidad.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucién de
un problema, con el rigor y la precisidon adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones entre los
datos, contexto del problema).

2.2. Valora la informacién de un enunciado y la relaciona con el nimero de soluciones
del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados de los problemas a
resolver, valorando su utilidad y eficacia.

2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en la resolucion de
problemas reflexionando sobre el proceso de resolucion de problemas. Identifica
patrones, regularidades y leyes matematicas en situaciones de cambio, en contextos
numeéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos Utiliza las leyes
matematicas encontradas para realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos: revisando el proceso de resolucion
y los pasos e ideas importantes, analizando la coherencia de la solucién o buscando otras
formas de resolucion.

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los datos,
proponiendo nuevas preguntas, resolviendo otros problemas parecidos, planteando
casos particulares o mas generales de interés, estableciendo conexiones entre el
problema vy la realidad.

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas de las conclusiones obtenidas
utilizando distintos lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistico-probabilistico.

6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de contener
problemas de interés.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo matematico,
identificando el problema o problemas matematicos que subyacen en él y los
conocimientos matematicos necesarios.

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos sencillos que permitan la
resolucion de un problema o problemas dentro del campo de las matematicas.

6.4. Interpreta la solucién matematica del problema en el contexto de la realidad.




la realidad y en contextos
matematicos.

- Confianza en las propias
capacidades para desarrollar
actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades
propias del trabajo cientifico.
- Utilizacién de medios
tecnoldgicos en el proceso de
aprendizaje para:

a). la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

b). la elaboracion y creacion
de representaciones graficas
de datos numéricos,
funcionales o estadisticos.

c). facilitar la comprension
de propiedades geométricas o
funcionales y la realizacién de
calculos de tipo numérico,
algebraico o estadistico.

d). el disefio de
simulaciones y la elaboracion
de predicciones sobre
situaciones matematicas
diversas.

e). la elaboracion de
informes y documentos sobre
los procesos llevados a cabo y
los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir,
en entornos apropiados, la
informacién y las ideas
matematicas.

7. Valorar la modelizaciéon
matematica como un recurso para
resolver problemas de la realidad
cotidiana.

8. Desarrollar y cultivar las
actitudes personales inherentes al
quehacer matematico.

9. Superar bloqueos e
inseguridades ante la resolucion de
situaciones desconocidas.

10. Reflexionar sobre las
decisiones tomadas, aprendiendo de
ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las herramientas
tecnoldgicas adecuadas, realizando
calculos numéricos, algebraicos o
estadisticos, haciendo
representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas o
analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayuden a la
comprensién de conceptos
matematicos.

12. Utilizar las tecnologias de la
informacion y la comunicacion en el
proceso de aprendizaje, buscando,
analizando y seleccionando
informacion relevante en Internet o
en otras fuentes, elaborando
documentos propios, haciendo
exposiciones y argumentaciones de
los mismos.

6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto real, para valorar la adecuacion
y las limitaciones de los modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él y sus resultados.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas: esfuerzo,
perseverancia, flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.

8.2. Se plantea la resolucidn de retos y problemas con la precision, esmero e interés
adecuados al nivel educativo y a la dificultad de la situacion.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la actitud adecuada para cada
caso.

8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion, junto con hébitos de plantear/se
preguntas y buscar respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos como en
la resolucién de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de problemas, de investigacion y
de matematizacién o de modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y su
conveniencia por su sencillez y utilidad.

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando
la potencia y sencillez de las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras similares.
11.1. Selecciona herramientas tecnoldgicas adecuadas y las utiliza para la realizacion
de calculos numéricos, algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los mismos

impide o no aconseja hacerlos manualmente.

11.2. Utiliza medios tecnoldgicos para hacer representaciones graficas de funciones
con expresiones algebraicas complejas y extraer informacién cualitativa y cuantitativa
sobre ellas.

11.3. Diseia representaciones graficas para explicar el proceso seguido en la solucién
de problemas, mediante la utilizacion de medios tecnoldgicos.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas tecnolégicas
interactivas para mostrar, analizar y comprender propiedades geométricas.

12.1. Elabora documentos digitales propios como resultado del proceso de busqueda,
analisis y seleccidn de informacion relevante, con la herramienta tecnoldgica adecuada y
los comparte para su discusion o difusion.

12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la exposicién oral de los contenidos
trabajados en el aula.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para estructurar y mejorar su
proceso de aprendizaje recogiendo la informacién de las actividades, analizando puntos
fuertes y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas de mejora.
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Tabla 2

Bloque 3: Geometria, Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas, 42 de la ESO

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Bloq

ue 3. Geometria

- Medidas de angulos en el
sistema sexagesimal y en
radianes.

- Razones trigonométricas.
Relaciones entre ellas.
Relaciones métricas en los
triangulos.

- Aplicacién de los
conocimientos geométricos a la
resolucion de problemas
métricos en el mundo fisico:
medida de longitudes, areas y
volumenes.

- Iniciacion a la geometria
analitica en el plano:
Coordenadas. Vectores.
Ecuaciones de la recta.
Paralelismo, perpendicularidad.
- Semejanza. Figuras
semejantes. Razon entre
longitudes, areas y volimenes
de cuerpos semejantes.

- Aplicaciones informaticas de
geometria dinamica que facilite
la comprension de conceptos y
propiedades geométricas.

1. Utilizar las unidades
angulares del sistema métrico
sexagesimal e internacional y
las relaciones y razones de la
trigonometria elemental para
resolver problemas
trigonométricos en contextos
reales.

2. Calcular magnitudes
efectuando medidas directas e
indirectas a partir de
situaciones reales, empleando
los instrumentos, técnicas o
formulas mas adecuadas y
aplicando las unidades de
medida.

3. Conocer vy utilizar los
conceptos y procedimientos
basicos de la geometria
analitica plana para
representar, describir y analizar
formas y configuraciones
geométricas sencillas.

1.1. Utiliza conceptos y relaciones de la trigonometria basica para resolver
problemas empleando medios tecnoldgicos, si fuera preciso, para realizar los
calculos.

2.1. Utiliza las herramientas tecnoldgicas, estrategias y formulas apropiadas
para calcular dangulos, longitudes, dreas y volumenes de cuerpos y figuras
geométricas.

2.2. Resuelve triangulos utilizando las razones trigonométricas y sus
relaciones.

2.3. Utiliza las férmulas para calcular areas y volimenes de triangulos,
cuadrilateros, circulos, paralelepipedos, piramides, cilindros, conos y esferas y
las aplica para resolver problemas geométricos, asignando las unidades
apropiadas.

3.1. Establece correspondencias analiticas entre las coordenadas de puntos y
vectores.

3.2. Calcula la distancia entre dos puntos y el médulo de un vector.

3.3. Conoce el significado de pendiente de una recta y diferentes formas de
calcularla.

3.4. Calcula la ecuacién de una recta de varias formas, en funcién de los
datos conocidos.

3.5. Reconoce distintas expresiones de la ecuacién de una recta y las utiliza
en el estudio analitico de las condiciones de incidencia, paralelismo y
perpendicularidad.

3.6. Utiliza recursos tecnoldgicos interactivos para crear figuras geométricas
y observar sus propiedades y caracteristicas.




3.1.2. Competencias clave

En el articulo 6 de la Ley Orgdanica 8/2013, de 9 de diciembre y en el articulo 2.1 del Real
Decreto 1105/2014, de 24 de diciembre aparecen las competencias o capacidades para
aplicar de forma integrada los contenidos propios de cada ensefianza y etapa educativa,
con el fin de lograr la realizacion adecuada de actividades y la resolucion eficaz de

problemas complejos.

DeSeCo (Definicién y Seleccién de Competencias, OCDE, 2003) define competencia
como “la capacidad de responder a demandas complejas para llevar a cabo tareas
diversas de forma adecuada”. La competencia supone una “combinacion de habilidades
practicas, conocimientos, motivacion, valores éticos, actitudes, emociones y otros
componentes sociales y de comportamiento que se movilizan conjuntamente para
lograr una accion eficaz”.

Asi pues, el conocimiento competencial integra un conocimiento de base conceptual:
conceptos, principios, teorias, datos y hechos (conocimiento declarativo-saber decir);
un conocimiento relativo a las destrezas, referidas tanto a la accidn fisica observable
como a la accién mental (conocimiento procedimental-saber hacer); y un tercer
componente que tiene una gran influencia social y cultural, y que implica un conjunto
de actitudes y valores (saber ser) (Garcia).

En el articulo 2.2 del Real Decreto 1105/2014, de 24 de diciembre y en el articulo de la
Orden ECD/65/2015 (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte), de 29 de enero, se
establecen que las competencias clave del curriculo son las siguientes:

e CMCT: Competencia matematica y competencia basica en ciencia y tecnologia
e CAA: Competencia de aprender a aprender

e CD: Competencia digital

e (CSC: Competencias sociales y civicas

e SIEP: Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor

e CCL: Competencia en comunicacidn linglistica



de las sociedades g las
organizaciones sindicales y

nocimiento de las oportunis
islenles para las aclividad
personales, profesionales
y comerdiales

Capacidad de andlisis,
planificacion, organizacion
§ gestion
Capacidad de adaplacién al
cambio y resolucion de
problemas

ber comunicar, presenlar,
representar y negociar
Hacer evaluacion y
aulo-evaluacion

ficduar de forma crealiva
¢ imaginaliva

Tener autoconocimiento
y auloeslima

Tener inlciativa, interés,
proactividad e innovacion,
lanlo en la vida privada y
social come en la profesional

Figura 1. Competencias consideradas clave en el aprendizaje por la Union Europea

En el anexo | de la Orden ECD/65/2015, de 29 de enero, se hace una descripcion de las
competencias clave del Sistema Educativo Espafiol. A continuacién, se muestra la
descripcién para la competencia matemadtica y competencias basicas en ciencia y
tecnologia:

“La competencia matemdtica es la habilidad para desarrollar y aplicar el razonamiento
matemdtico con el fin de resolver diversos problemas en situaciones cotidianas.
Basdndose en un buen dominio del cdlculo, el énfasis se situa en el proceso y la actividad,
aunque también en los conocimientos. La competencia matemdtica entrafia -en distintos
grados- la capacidad y la voluntad de utilizar modos matemdticos de pensamiento
(pensamiento ldgico y espacial) y representacion (formulas, modelos, construcciones,
grdficos y diagramas)”.

Para el adecuado desarrollo de la competencia matemadtica, resulta necesario abordar
cuatro dreas, relativas a los nimeros y el algebra, la geometria, las funciones y la
estadistica, interrelacionadas de formas diversas:

e La cantidad: esta nocion incorpora la cuantificaciéon de los atributos de los
objetos, las relaciones, las situaciones y las entidades del mundo, interpretando
distintas representaciones de todas ellas y juzgando interpretaciones vy
argumentos. Participar en la cuantificaciéon del mundo supone comprender las
mediciones, los calculos, las magnitudes, las unidades, los indicadores, el tamafo
relativo y las tendencias y patrones numéricos.

e El| espacio y la forma: incluyen una amplia gama de fendmenos que se
encuentran en nuestro mundo visual y fisico: patrones, propiedades de los
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objetos, posiciones, direcciones y representaciones de ellos; descodificacion y
codificacion de informacion visual, asi como navegacion e interaccidén dinamica
con formas reales, o con representaciones. La competencia matemadtica en este
sentido incluye una serie de actividades como la comprensidn de la perspectiva,
la elaboracién y lectura de mapas, la transformacién de las formas con y sin
tecnologia, la interpretacién de vistas de escenas tridimensionales desde
distintas perspectivas y la construccion de representaciones de formas.

El cambio y las relaciones: el mundo despliega multitud de relaciones temporales
y permanentes entre los objetos y las circunstancias, donde los cambios se
producen dentro de sistemas de objetos interrelacionados. Tener mas
conocimientos sobre el cambio y las relaciones supone comprenderlos tipos
fundamentales de cambio y cuando tienen lugar, con el fin de utilizar modelos
matemadticos adecuados para describirlos y predecirlos.

La incertidumbre y los datos: son un fendmeno central del andlisis matematico
presente en distintos momentos del proceso de resolucién de problemas en el
que resulta clave la presentacidon e interpretacion de datos. Esta categoria
incluye el reconocimiento del lugar de la variacion en los procesos, la posesion
de un sentido de cuantificacién de esa variacién, la admisién de incertidumbre y
error en las mediciones y los conocimientos sobre el azar. Asimismo, comprende
la elaboracién, interpretacién y valoracidon de las conclusiones extraidas en
situaciones donde la incertidumbre y los datos son fundamentales.

Los descriptores mas importantes para el desarrollo de la competencia matematica son:

Conocer y utilizar los elementos matematicos bdasicos: operaciones, magnitudes,
porcentajes, proporciones, formas geométricas, criterios de mediciéon y
codificacion numérica

Expresarse con propiedad en el lenguaje matematico

Resolver problemas seleccionando los datos y las estrategias apropiadas
Reconocer la importancia de la ciencia en nuestra vida cotidiana

Organizar la informacién usando procedimientos matematicos

Manejar los conocimientos sobre ciencia y tecnologia para solucionar
problemas, comprender lo que ocurre a nuestro alrededor y responder a
preguntas.

Comprender e interpretar la informacién presentada en formato grafico

Aplicar métodos de andlisis rigurosos para mejorar la comprensién de la realidad
circundante en distintos ambitos (biolégico, geoldgico, fisico, quimico,
tecnoldgico, geografico...)

Conocer las caracteristicas de los angulos como herramienta para resolver
problemas geométricos
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e Saber aplicar el concepto de simetria para la resolucion de problemas

e Reconocer distintos tipos de angulos en la naturaleza

e Conocer y distinguir los distintos tipos de figuras planas y espaciales

e Reconocer las distintas figuras geométricas en el plano o en el espacio en
elementos del mundo natural

e Saber describir correctamente una figura plana o espacial

e Dominar los métodos para calcular dreas y perimetros de figuras planas como
medio para resolver problemas geométricos

e Utilizar los conocimientos sobre areas y perimetros para describir distintos
fendmenos de la naturaleza

e Saber resumir conjuntos de datos en tablas y gréaficas, y poder interpretarlos.

e Conocer los conceptos estadisticos para poder resolver problemas

e Utilizar la informacion proporcionada por tablas y gréficas, o por datos
estadisticos, para describir elementos de la realidad.

3.1.3. Orden de 14 de julio de 2016 de la Comunidad Auténoma de Andalucia

Para completar este apartado, se hace también ahora referencia a la Orden de 14 de
julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacién
Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia, se regulan
determinados aspectos de la atencién a la diversidad y se establece la ordenacion de la
evaluacién del proceso de aprendizaje del alumnado. Y también, se relacionan los
criterios de evaluacién de cada uno de los cinco bloques con una o varias de las siete
competencias clave establecidas por la Unién Europea:
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Tabla 3

Competencias clave asociadas a los criterios de evaluacion del bloque 1

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas
Criterio de evaluacién Competencias

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la CCL, CMCT
resolucion de un problema

2. Usar procesos de razonamiento y estrategias de resolucién de problemas, | CMCT, CAA
realizando los calculos necesarios y comprobando las soluciones
obtenidas

3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones, CCL, CMCT, CAA
regularidades y leyes matematicas, en contextos numéricos, geométricos,
funcionales, estadisticos y probabilisticos, valorando su utilidad para
hacer predicciones

4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequefias variaciones en | CMCT, CAA
los datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborary presentar informes sobre el proceso, resultados y conclusiones | CCL, CMCT,
obtenidas en los procesos de investigacion. CAA, SIEP

6. Desarrollar procesos de matematizacidn en contextos de la realidad CMCT, CAA,
cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y CSC, SIEP
probabilisticos) a partir de la identificacidon de problemas en situaciones
problematicas de la realidad

7. Valorar la modelizacién matemadtica como un recurso para resolver CMCT, CAA
problemas de la realidad cotidiana evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer CMCT
matematico

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de situaciones CMCT, CAA,
desconocidas SIEP

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello para CMCT, CAA,
situaciones similares futuras. SIEP

11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma autéonoma, CMCT, CD, CAA
realizando célculos numéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo
representaciones graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico situaciones diversas que
ayuden a la comprension de conceptos matematicos o a la resolucion de
problemas

12. Utilizar las tecnologias de la informacién y la comunicaciéon de modo CCL, CMCT, CD,
habitual en el proceso de aprendizaje, buscando, analizando y CAA
seleccionando informacidn relevante en internet o en otras fuentes,
elaborando documentos propios, haciendo exposiciones y
argumentaciones de los mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar la interaccion
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Tabla 4

Competencias clave asociadas a los criterios de evaluacion del bloque 3

Bloque 3. Geometria
Criterio de evaluacién Competencias
1. Utilizar las unidades angulares del sistema métrico sexagesimal y las CMCT, CAA
relaciones y razones de la trigonometria elemental para resolver
problemas trigonométricos en contextos reales
2. Calcular magnitudes efectuando medidas directas e indirectas a partir de | CMCT, CAA
situaciones reales, empleando los instrumentos, técnicas o formulas mas
adecuadas y aplicando las unidades de medida
3. Conocery utilizar los conceptos y procedimientos basicos de la geometria | CCL, CMCT, CD,
analitica plana para representar, describir y analizar formas y CAA
configuraciones geométricas sencillas

La Orden de 14 de julio de 2016 establece también que la ensefianza de las
“Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas” en la Educacién Secundaria
Obligatoria en Andalucia contribuird a desarrollar en los alumnos determinadas
capacidades, que pueden ser evaluadas a través de la consecucidon de una serie de
objetivos. Estos objetivos del drea de matematicas pueden encontrarse en el Anexo | del

presente trabajo.

3.2. Analisis de libros de texto

En este segundo apartado, se van a llevar a cabo andlisis de dos libros de texto de

editoriales distintas.

Para la eleccién de las editoriales, se ha hecho referencia al estudio realizado por
Moreno (2020) sobre los libros utilizados por cada centro publico y concertado de la
provincia de Jaén. La informacidn sobre libros de texto usados en cada centro publico y
concertado en Andalucia puede consultarse en la siguiente pagina web:

https://www.juntadeandalucia.es/educacion/portals/web/becas-y-ayudas/gratuidad-

de-libros/consulta-seleccion-de-libros-de-texto
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M Anaya

HSM

M Santillana

M Eldelvives

B Oxford University Press
M Gualdiel - Grupo Edebé

Vicen Vives

Brufio

Editex

Figura 2. Editoriales elegidas por cada uno de los centros publicos y concertados de la provincia de Jaén
(Moreno, 2020)

Se puede comprobar en el grafico anterior que los libros de las editoriales Anaya y SM
fueron los mas usados durante el curso académico 2019/2020 en la provincia de Jaén.
Serdn, por lo tanto, los dos libros escogidos para analizar en este TFM.

ESO 4

MATEMATICAS

ORIENTADAS A LAS ENSENANZAS

ACADEMICAS

1. Calars Ji
1. Gt

AMNAYA

Figura 3. Libros de texto de la asignatura “Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas” de 49
de la ESO de las editoriales Anaya y SM Savia Digital

3.2.1. Libro de texto de la editorial Anaya

En este libro de texto, todo el contenido relacionado con trigonometria se encuentra
englobado en la unidad 7. La estructura que sigue esta unidad es la siguiente:

1. Breve introduccién y evolucidn histdrica de la trigonometria
2. Desarrollo de los contenidos de la unidad
2.1.  Desarrollo de los contenidos
Los contenidos son presentados a los estudiantes siguiendo una estructura
en la que predomina el método deductivo: primero se presentan los
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conceptos tedricos generales para después poner en prdctica con ejercicios

concretos lo aprendido.

2.2.
2.3.

Ejercicios “Piensa y practica”

3. Seccién de “Ejercicios y problemas resueltos”

Ejercicios para practicar con recursos web y con GeoGebra

4. Seccion de “Ejercicios y problemas propuestos” de distintos grados de dificultad
5. Taller de Matematicas con una seccion de “Autoevaluacién”

Localza en
Ia grifica s

Piensa y practica

wiono @

Razonestrigonométricas de 30°, 45° y 60°

Los tridngulos rectingulos cuyos dngulos agudos son 457, 30° o 60° aparccen con
mucha frecuencia, por lo que resultan especialmente interesantes en geomerria.
Vamos a hallar las razones trigonométricas de estos dngulos.

B RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 45°

La hiporenusa de osee tridngulo rectingulo isésceles cuyos catetos miden 1 es:

b o AT
45"
T

Por tanto:

sendstu-L

1gdse=1

W RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 30° ¥ DE 60°

Calculamos la altura de este tridngulo equilitero de lado 1:

A aefr- (1) 1352

Por tanto:
a1 . A3 PRSI U7 2 T
3= =G g
e 3 ool oo V32
w60 = 6=t g6 Ee

3. Tenicndo en cuenta que g 45° = 1, deduce el valor
de sen 45" y de cor45° mediante las relaciones fun-

damentales.

4. Teniendo en cuenta que sen 30° = 1/2, halla el valor
de c0s30° yde sg30° mediance las relaciones fun-

damentales.

5. Calcula el seno y la tangente de un dngulo cuyo cose-

novale 0,8

6. Halla el seno y l coseno de un dngulo cuya angente

vale 0,7.

7. Copia en t cuaderno y complera Ia siguiente tabla de
razones trigonomérricas:

094 45
0,82 | 312

En las operaciones donde aparczcan fracciones o ra-
dicales, trabaja con ellos; no wrilices su expresion de-
cimal.

5 ACMERIED) {3 Obuencién de s raones

gonomérricas de 30", 45" y 60,
147

Utilizacion de la calculadora en trigonometria

Las calculadoras cientificas nos dan d <l valor del scno, del coseno ¢

Weclas
Para el cillulo y el manejo de las razo-
nes rigonométricas, hasta ahora solo
hemos wilizado las operacions aric-
méticas de la caleuladora: (5) = (%
En cste apartado vamos 2 aprender 2
manejar las teclas especificamente ti-
‘gonoméseicas.

B ANOTAR UN ANGULO. TECLA

e

0999\’

Atencion

En algunas calculadoras antiguas, las
teclas de las razones wrigonoméricas
¥ sus inversas se pulsan después del
nimero correspondiente.

Para hallar sen 47

T

® CALCULO DE UNA RAZON TRIGONOMETRICA. TECLAS (-

dela tangence de cualquier dngulo. También nos dicen cul cs l dngulo del qug
conocemos el valor de una de sus razones trigonoméricas.

Veamos, paso a paso, c6mo se recurre a la calculadora para trabajar en tigono]
metrfa.
W SELECCION DEL MODO DEG (GRADOS SEXAGESIMALES)

Las calculadoras manejan tres unidades de medida de dngulos:

* Grados sexagesimales (DEG). Son los que utilizamos normalmente.

* Grados centesimales (Gra). Un dngulo recro tiene 100 grados centesimales|

Nunca usaremos esta unidad de medida.
* Radianes (rap). Esta unidad de medida de dngulos estd relacionada con el es|

tudio funcional de las razones trigonométricas (funciones trigonométricas)
En este curso utilizaremos, casi siempre, los grados sexagesimales. Por antol
selecciona en k calculadora el modo DEG, a partir de la tecla 89 0 (7, segi
ol modclo de calculadora.

Para escribir ¢l dngulo 38° 25" 36", se procede asf

38592507360 (36.92666661 I 38°25°36

Scanota ol dngulo en forma decimal e expresa el ingulo cn forma scxagesima

En las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA sc procede del mismo modd
(el ingulo sale directamente en forma sexagesimal):

TR y‘39"25'35“
R =\ ssesraen)

Pasa calcular sen (47° 25'), se procede asi:
#4769257) (A1.9166666
Es decir, sen 47° 25" = 0,736

:

Andlogamente, sc procede con coseno, ), y tangente, (.

7% Obeén las siguientes razones «

escribe en tu cuaderno los resultados redondeando a

rigonométricas y 9 g22° dysen 15°25' 43"

las milésimas. €} cos 59° 27" ) g 86° 52'
a) sen 86° b) cos 59° g)sen 10° 30" (atencién, 10° 0" 30")
48

Figura 4. Pdgina de contenidos de la unidad y ejercicios propuestos "Piensa y practica" del libro de texto
de Anaya (Colera et al., 2016)
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Aplica lo aprendido

23, | Halla: B
a) La longitud AC.

b) El 4rea del tridn-
gulo ABC.

23 cm Eh N \35\ cm

sz | e
PPy o 34?—'*6
24. at] El lado de un rombo mide 8 cm y el 4ngulo menor

es de 38°. ;Cudnto miden las diagonales del rombo?

25, e Halla el 4rea de un paralelogramo cuyos lados
miden 16 cm y 24 cm y forman un dngulo de 40°.

26. e En una carretera de montafia, una senal indica
una altitud de 785 m. Tres kilémetros m4s adelante,
la altitud es de 1065 m. Halla la pendiente media de
la carretera y el 4ngulo que forma con la horizontal.

27. ei] 2) En el tridngulo ABC, rectdngulo en A, calcu-

35.a Un avién P vuela entre dos ciudades 4 y B
que distan entre sf 50 km. Desde el avién se miden
S —m— :
los 4ngulos PAB =20° y PBA = 30°. ;A quéaltura
esté el avion?

36. =1 En lo alto de un edificio en construccion hay una
grtia de 4 m. Desde un punto del suelo se ve el punto
mds alto de la graa bajo un dngulo de 45° con respec-
to a la horizontal y el punto mis alto del edificio bajo
un 4ngulo de 40° con la horizontal. Calcula la altura
del edificio.

7. a'| Para calcular la altura del edificio, PQ, hemos
medido los 4ngulos que indica la figura. Sabemos que
hay un funicular parairde S a @, cuya longitud es
de 250 m. Halla PQ.

la BH y 4H.
A
v
: 2
7em/ | {C’Iz
G=— B

25 ———»

b) Halla las razones trigonométricas del dngulo Ben
el tridngulo ABC y en el tridngulo ABH y com-
prueba que coinciden.

Figura 5. Ejercicios y problemas propuestos al final de la unidad del libro de texto de Anaya (Colera et al.,
2016)

Especial interés reviste para el desarrollo de este TFM la manera en que el concepto de
trigonometria es presentado por primera vez al alumnado de la asignatura. Para
comenzar, no se hace referencia a las medidas de dngulos en el sistema sexagesimal y
en radianes como marca el contenido del RD 1105/2014. En la unidad, se comienza
directamente haciendo alusién a la trigonometria como “una rama de la matematica
que se basa en la semejanza de tridngulos rectangulos”. Y a continuacion, cita: “La razén
entre dos lados de un tridangulo rectdngulo es igual a la razén entre los lados
correspondientes de cualquier otro tridngulo semejante a él”. Mas abajo, ofrece las
definiciones de las razones trigonométricas de seno, coseno y tangente basandose en el

esquema de un tridngulo rectangulo:

Seno, coseno y tangente de un angulo

Sobre un dngulo agudo, 0, como el de la dere- B
q &5 ¢ 4 P
cha, construimos un tridngulo recténgulo, ABC. &
o“"(/ careto
3 OpuesIo
¥ A

Lo X . R A
Observa las siguientes relaciones llamadas razo- 7 \*

nes trigonométricas del dngulo oL

cateto contiguo a ¢ C

ATl l(mgituc.i del catero ‘npur_s'm a o o H(_'
longitud de la hipotenusa AB
longitud del cateto contiguoa @ qc
coseno de O = o - - smic : g cos o= AE
longirud de la hipotenusa AB

longitud del catero opuestoa o BC

= : : o= =

tangeatelc G longitud del cateto contiguo a 0 g AC

Figura 6. Definicidn de razones trigonométricas en el libro de texto de Anaya
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Se puede observar, por tanto, que el libro de Anaya ofrece en un primer momento una
definicién geométrica (como razén entre dos lados de un tridngulo rectangulo) del
concepto de razén trigonométrica, y no una definicién analitica (como coordenadas de
un punto P que se encuentra en el extremo de un dngulo a que parte del centro de una
circunferencia goniométrica).

Es en la pdgina siguiente donde si se dedica un apartado a la definicidn de razon
trigonométrica a partir de un angulo que parte del centro de una circunferencia (aunque
no se hard referencia al término “circunferencia goniométrica” hasta el apartado 6 de la
unidad):

Una plantilla.para medir razones trigonométricas

Sobre papel milimetrado se traza un cuadrante de circunferencia de radio 10 cm,
que tomamos como unidad.

Los dngulos se sittian con un lado sobre el eje X. La hipo-
tenusa del tridngulo rectdngulo OCS mide 1, por tanto:
SC 3C

1

sen 34° = — sen 34°=SC

T cos 34° = OlC — cos34°= 0C

Medimos SC y OC sobre el papel milimetrado y obte-
~0,5 nhemos:
sen 34° = 0,56 cos 34° = 0,83

Puesto que oU =1, la tangente se mide también direc-
tamente:

w34=UL . UT _GT _o,68

G i
Observa que, a partir de un cierto dngulo, la tangente ya no
se puede medir directamente porque se sale de la plantilla.

. 0,5 ¢ v

Figura 7. Definicion de razén trigonométrica a partir de un dngulo que parte del centro de una
circunferencia en el libro de texto de Anaya

En el apartado de “Fundamentacién didactica” del presente trabajo, se profundizara
mas en estas distintas aproximaciones con las que puede entenderse el concepto de
razén trigonométrica, y como precisamente esta diversidad de definiciones para un

mismo concepto puede ser raiz de concepciones erréneas en los estudiantes.

En cuanto a posibles aplicaciones de la trigonometria, el libro muestra, tanto al principio
de la unidad como al final, situaciones en la vida real en las que esta rama de las
matematicas puede ser muy Util, a través de problemas que estan resueltos y explicados
paso por paso:
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3. Altura del arbol y anchura del rio

Quieres conocer el ancho de un

rio y la altura de un drbol que

estd en la ovilla opuesta. Para

ello, te siriias frente al drbol y

mides el dngulo que forma con

la horizontal la visual a la par-

te alta del drbol (41°). Te alejas > - i

del drbol, en direccién perpen- 1 41° = ylx - y=x-0,87

dicular a la orilla, andando 123 = lx+25)] = y=(x+25). 0)42} — 0,87x=0,42x+25-042 —

25 m. Vuelves a medir el dngu-

los Ahora son 23°. — 0,45x=10,5 = x=23,3; y=23,3-0,87 = 20,3
Solucién: El ancho del rio es 23,3 m, y la altura del 4rbol, 20,3 m.

Repite el problema con estos datos: 1.2 medicién, 50°% camina
10 m; 2.2 medicién, 25°.

Hacemos una repre-
sentacién.

Llamamos x al ancho
del rio ¢ y a la altura
del 4rbol.

Figura 8. Problemas resueltos que muestran aplicaciones de la trigonometria en el libro de Anaya

En lo relativo a los ejercicios propuestos para los estudiantes, se puede concluir que
presenta gran variedad de actividades y problemas relacionados con los contenidos que
presenta, de diversa naturaleza y dificultad, y también recursos en la web para realizar
ejercicios con GeoGebra, pero también es cierto que no existen actividades que
fomenten el trabajo colaborativo, siendo todas de caracter individual, y que se adaptan

a una metodologia de ensefianza transmisiva tradicional.

-2 En la web | {: } Resuelve el problema “El satélite”.

Figura 9. Recursos web para aplicar conocimientos de trigonometria con GeoGebra en el libro de Anaya

3.2.2. Libro de texto de la editorial SM Savia Digital

Este libro de texto, a diferencia del libro de la editorial Anaya, presenta los contenidos
de trigonometria en dos unidades diferentes: Unidad 5 “Semejanza y trigonometria” y
unidad 6 “Aplicaciones de la trigonometria”. Independientemente de esto, la estructura

que sigue el libro de texto para cada unidad es la siguiente:

1. Introduccién
A diferencia de la introduccién con aspectos de la evolucion que ha sufrido la
trigonometria a lo largo de la historia del libro de Anaya, en esta introduccién se
presenta el indice del tema y algunas anécdotas relacionadas con trigonometria.
2. Desarrollo de los contenidos de la unidad
2.1. Desarrollo de los contenidos
Al igual que en el libro de Anaya, la forma en que se estructuran los
contenidos es claramente deductiva: transcurre de lo general a lo mas
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especifico. Empieza presentando conceptos y definiciones para que mas

tarde los estudiantes apliquen esos conocimientos generales en problemas

concretos.
2.2. Actividades

2.3.  Ejercicios para practicar con recursos web y con GeoGebra

3. Seccién “Organiza tus ideas”. Pagina con resumen de los conceptos clave de la

unidad.
Seccién “Actividades clave”
5. Ejercicios y problemas para practicar
Seccién “Ponte a prueba” con autoevaluacion

Relaciones entre las razones de ciertos angulos
« Angulos suplementarios: ey 180° — g

520(180° - a) = senrx

€0s(180° - ) =-cosar

12180° - g = $2M080°—) _ senae

o3(180°-@) " —cosar . EC

« Angulos que se diferencian en 180° o y 180° + o
sen{180° + a) =—sena
€05(180° + o) =—cosq

18(180° 5 @)= sen(180°¢n)= —sena _
$ ) 0s(180°+q)  —cosm 5%

« Angulos complementarios: oy 90° —
[ sen(30° -a)=cosa
c03(90° - ) = senax

/ tn§ n]
{ - D 13(90° — ) = sen(®0°-a) cosa

-———=coy
\ { 0s(90°—a) " seng O EC

* Angulos que suman 360 a y 360° - o
vl sen(360° - &) = sen(- o) = —sence
0s(360" - u) = cos(-a) = cosa

15(360° - )= 22060°-0) _-sena
&l a) s(60°-0)  cosa | EC

@ Con calculadora -

Para calcular:

« elsene de un dngulo:

* elcoseno de un énguly:

[ c0s |951]407] =] 0.6628

* latangentz dz un dnguio:

@ wrne GeaGebra
P
¢ Entraen smSaviadgitl com
iy calcula las razones trizarometricas
: de cvalquier dngulo,

FTen'en cuenta)

i Recuerda qua us dngulo mayar de
360° se expresa como un Snguic menor

i de 360" més un ndmero de vuellas
completas.
40007 = 11- 360"+ 40" =

! =40%+ 1] vuellas

i

@ smSaviadigicl.com
1
i PRACTICA Relaciona 1as razones
i deangulos difzrentas,

2:. Oefine en radianes los cuatro cuadrantes cel plano,
L

23 }En qué cuadranies se puede encontrar cada uno de los si-

alasiszaa >0 d) Bsicosec§>0
e)3sisecd<0

DAsicoph <0

b)ysicosy<0
cesige<0

24.Calcula |3 secante, cosecante y cotangente de los angelos
@ 300 y 60,

Nfitxpresa 105 sigulentes angulos como |3 suma de un aimero
G’de vuelias completas mas un dngule menor d2 360, >

a) 400° c| 23507 &e31s° : gulos.

: l’.\ﬁwmr-uuuun)

26.Calcula las razones Irigonometricas de los siguientes dngulas:
N guientes ingulos? a)san225°

3)5en225%= san (1807 + A5) = —5en 45° = — £l

b)ces780° - ccs{2 - 360° + 60°) = o3 607 = %

15 (-210% = -1g210° = -1g30* - __‘?

-Calculz las razones (rigonomerricas de los siguieates 4n-

b) 540° <A 2850° 1)6000° 2)sen 1007

b)cos 7807 ¢)tg(-210%)
2

b)cos(-330°) ¢)eg(-4807)

103

Figura 10. Pdgina de contenidos de la unidad y ejercicios "Piensa y practica" del libro de texto de SM

Savia Digital (Alcaide et al., 2016)
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Se puede apreciar que las estructuras de ambos libros son muy similares, con una
primera parte de introduccidn, una segunda parte en la que se desarrollan todos los
contenidos del tema, y una ultima parte que incluye ejercicios resueltos, propuestos y
seccion de autoevaluacion. Aunque el libro de SM incluye, ademas, una seccidén resumen
gue contiene las ideas clave de la unidad que puede ser muy util para los estudiantes.

69. JEn qué cuadrantes se puede encontrar cada uno de los si-

(B guientes angulos?
a)asicosa>0
b)ysitgy<0

c)psisenf>0
d) & sicosec6<0

70.Sin calcular su valor, indica el signo de las siguientes razo-
(& nes trigonométricas.

PROBLEMAS PARA RESOLVER

48. Desde un lugar situado cerca de una montada se observa su
(B cumbre con un dngulo de elevacién de 45°. Si se retraceden
1061 m, el angulo es de 30°. Calcula 13 altura d2 la montana.

49. Se quiere calcular la distancia que separa las cimas de das
& montaas. Para ello, se fijan dos puntos Py Q distantes entre
si 50 my los angules que aparecen en la figura.

g)tg320°

d) cosec 256°

a)cos123° =
b)sen750° e)colg568° h)cos130° =73
¢)1g2000° f) sec580° f)sen1221°

71.Expresa las razones trigonométricas de 70°, 16_0‘. 200° y
@ 340° en funcitn de las de 20°.

72.Sin ayuda de la calculadora, indica los valores de las siguien-
@ tes razones trigonométricas.

a)sen 120° ) cos 225° i)tg330° «Cusles la distancia entre Las dos cimas?
b)sen(-60°) f) cos(-150°) ) 1g150° )

50. Calcula la distancia PQ sabi :
¢)sen510° g) cos 450° k) tg 420° d Rusblendn que

d)sen(-660°) h) cos(-390°) 1)1g(~405°) AB=16m «,=84030" @ =36 @,=40030" @ =760

73.Con ayuda de la figura, indica las relaciones que se dan entre
D las razones trigonométricas de los éngulo\s ay90°+a.

-
.

Vgoyw

E

Figura 11. Ejercicios y problemas propuestos al final de la unidad del libro de texto de SM Savia Digital
(Alcaide et al., 2016)

Sin embargo, al contrario que en el libro de Anaya, esta unidad comienza introduciendo
al estudiante las medidas de dangulos en el sistema sexagesimal y en radianes tal y como
marca el curriculo escolar vigente. Tras esto, ofrece una definicién geométrica de razén
trigonométrica muy similar a la que ofrece el libro de Anaya:

Las razones trigonométricas de un 4n

definen como: gulo agudo a en un tridngulo rectdngulo se

cateto opuesto '
G e e RS 1 hipotenusa
sen : h'polenu“ 0seca = = po Lo
¢y Senx  cateto opuesto
0t = cateto contiguo sec\"a 1 hipotenusa R
3 hipotenusa x ey
P i A tmq cateto contiguo

\
.

1 | catetocontiguo

— R — e, (7

tgva cateto opueslo

sena _ cateto opuesto ). ..,':-\~
cosa  cateto contiguo ey

tga=

Figura 12. Definicion de razones trigonométricas en el libro de texto de SM Savia Digital
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En el apartado siguiente, se ofrece también la definicién analitica de razén
trigonométrica, y se hace referencia también por primera vez a la circunferencia
goniométrica:

= » : :
yede utillzar 1d circunferencia sod‘:‘:n'?eésl o Centy,
20 X 1 Pasy represca ‘“S‘ : s[sleppk\no queda dividido en coatro s 3
; - ; i pided. :
ki, B cuadrante orighnyreies desde el semieje £ positive ¥ Ml o r::\g::ult::‘::r:':: Ia; R
/ i angulg_s 5 n‘:‘czltnLeI sentido de [as agujas del relojs §3tivgg.
/ del ralaj Stse my
15 / 0=360"  Cads dngulo @ determind Ul punta Alx. 1)

. ; idngulo
X Elradioy las ceordenadas del punto forman un tdng
\ de:
= rectdngulo don .y
i [ 4 —— A —

X _ —
[’O’ cuadianie sena= %:y cosa= T'x 18 cost X

Figura 13. Definicion analitica de razén trigonométrica en el libro de SM Savia Digital

En cuanto a las aplicaciones, el libro de texto dedica una unidad entera independiente a
las mismas, por lo que se puede concluir que da mucha importancia a la utilidad de la
trigonometria en situaciones de la vida real:

5. Calcula el area y el volumen del cuerpo geométrico:

6. La Luna tiene una superficie de 38000000 km? y se encuen-
tra a 380000 km de la Tierra. ;Qué angulo ocupa en el cielo?

Figura 14. Problemas propuestos que demuestran posibles aplicaciones de la trigonometria en el libro de
SM Savia Digital

Al igual que el libro de Anaya, presenta gran variedad de actividades y problemas
relacionados con los contenidos que presenta, de diversa naturaleza y dificultad, y
también recursos en la web para realizar ejercicios con GeoGebra. Pero en este libro
tampoco existen actividades que fomenten el trabajo colaborativo, siendo todas de
caracter individual, y que se adaptan a una metodologia de ensefianza transmisiva
tradicional.
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@ wrne GeoGebra

% Entra en smSaviadigilal com

y resuelve cualquler tipo de tridngule,

@ surnc GeoGebra

Entra en smSaviadigitol.com
y talcula dreas de figuras geomélricas.

Figura 15. Recursos web para aplicar conocimientos de trigonometria con GeoGebra en el libro de SM

Savia Digital

3.2.3. Comparacion de contenidos entre libros de texto y curriculo

En este ultimo apartado de andlisis de libros de texto, se pasa a comparar el indice de

contenidos de ambos libros con el contenido del curriculo escolar establecido por el RD

1105/2014. La siguiente tabla muestra el indice de contenidos de los dos libros de texto

analizados:

Tabla 5

indice de contenidos de trigonometria de los libros de texto de las editoriales Anaya y SM Savia Digital

Editorial Anaya

Editorial SM Savia Digital

Tema 7. Trigonometria

1. Razones trigonométricas de un angulo
agudo

2. Relaciones trigonométricas
fundamentales

3. Utilizacién de la calculadora en
trigonometria

4. Resolucion de triangulos rectangulos
5. Resolucién de triangulos oblicuangulos
6. Razones trigonométricas de 0° a 360°
7. Angulos de medidas cualesquiera.
Razones trigonométricas.

8. Funciones trigonométricas. El radian

. Tema 6.
Tema 5. Semejanzay ..
) , Aplicaciones de la
trigonometria. . ,
trigonometria
1. Figuras semejantes. Teorema | 1. Resolucién de
de Tales. triangulos
2. Criterios de semejanza de rectangulos
triangulos. Consecuencias. 2. Teoremas del
3. Medida de angulos. seno y del coseno
Aplicacién de la semejanza 3. Resolucién de
4. Razones trigonométricas de triangulos
un angulo agudo cualesquiera
5. Razones trigonométricas de 4. Aplicaciones de
un angulo cualquiera la trigonometria:
6. Identidades trigonométricas Longitudes, areas y
7. Ecuaciones trigonométricas volumenes

A simple vista, la Unica diferencia entre ambos es que el libro de la editorial Anaya

engloba todo el contenido de trigonometria en una Unica unidad, mientras que el de SM

abarca dos unidades: semejanza y trigonometria en el tema 5 y aplicaciones de la

trigonometria en el 6. Ahora, en la siguiente tabla, se realiza un examen mas profundo

de los contenidos punto por punto y se compara con el contenido del curriculo dictado

por el RD 1105/2014.
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Tabla 6

Comparacion entre contenidos de los libros de texto y contenidos del curriculo escolar

RD 1105/2014

Editorial Anaya

Editorial SM Savia Digital

Contenidos
“Matematicas
orientadas a las
ensefianzas
académicas” 42 ESO,
Bloque 3

Tema 7.
Trigonometria

Tema 5.
Semejanzay
trigonometria.

Tema 6.
Aplicaciones de
la trigonometria

- Medidas de angulos en el
sistema sexagesimal y en
radianes.

8. Funciones
trigonométricas. El radian
Falta definicion de grado
sexagesimal y conversion
entre grados
sexagesimales y radianes

3. Medida de
angulos. Aplicacion
de la semejanza

- Razones trigonométricas.
Relaciones entre ellas.
Relaciones métricas en los
triangulos.

1. Razones
trigonométricas de un
angulo agudo

2. Relaciones
trigonométricas
fundamentales

4. Resolucién de triangulos
rectangulos

5. Resolucién de triangulos
oblicuangulos

6. Razones
trigonométricas de 0° a
360°

7. Angulos de medidas
cualesquiera. Razones
trigonométricas.

4. Razones
trigonométricas de
un angulo agudo
5. Razones
trigonométricas de
un angulo
cualquiera

6. Identidades
trigonométricas

7. Ecuaciones
trigonométricas

1. Resolucion de
triangulos
rectangulos

2. Teoremas del
seno y del coseno
3. Resolucién de
triangulos
cualesquiera

- Aplicacion de los
conocimientos
geométricos a la
resolucion de problemas
métricos en el mundo
fisico: medida de

Falta este contenido

4. Aplicaciones de
la trigonometria:
Longitudes, areas y

que facilite la
comprensién de
conceptos y propiedades
geométricas.

complementarias con
Geogebra que se
encuentran a lo largo del
tema

complementarias
con Geogebra que
se encuentran a lo
largo del tema

X . volumenes
longitudes, areas y

volimenes.

- Aplicaciones informaticas

de geometria dinamica Actividades Actividades Actividades

complementarias
con Geogebra que
se encuentran a lo
largo del tema
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Tras este analisis, se descubre que el libro de texto de la editorial SM Savia Digital cubre
por completo el indice de contenidos relacionados con trigonometria que exige el RD
1105/2014, y que el libro de Anaya no incluye ni la definicién de grados sexagesimales
ni aplicaciones de la trigonometria en el cdlculo de longitudes, dreas y volimenes. Por
lo tanto, se puede concluir que el libro de la editorial SM reproduce con mayor fidelidad
el indice de contenidos del curriculo escolar que el de la editorial Anaya.

Todos los aspectos analizados a raiz de los libros de texto (fidelidad al indice contenidos
del RD 1105/2014, estructura, definicidon de razén trigonométrica, tipos de actividades
propuestas y aplicaciones de la trigonometria) seran tenidos en cuenta tanto en la
fundamentacion epistemoldgica del tema como en el disefio de la unidad didactica del
presente trabajo.
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4. Fundamentacion epistemoldgica: Desarrollo de un tema de
oposicion

Ill

Con el fin de profundizar ahora en el “saber sabio” matematico de la trigonometria, se
expone ahora el desarrollo del siguiente tema, que se encuentra entre los temas
recogidos en el temario en los procedimientos de ingreso, adquisiciéon de nueva
especialidad y movilidad para determinadas especialidades de los Cuerpos de Maestros,
Profesores de Ensefanza Secundaria y Profesores de Escuelas Oficiales de Idiomas,
recogidos en la Orden de 9 de septiembre de 1993 (BOE 226 de 21 de septiembre de
1993). En concreto, se desarrollard el tema 38: Trigonometria plana. Resolucion de

triangulos. Aplicaciones.
El tema presenta la siguiente estructura:

Introduccion histoérica

Angulos en una circunferencia. Unidades

Razones trigonométricas de un angulo

Relaciones entre distintas razones trigonométricas. Identidades pitagéricas
Resolucién de tridngulos. Teorema del seno y teorema del coseno
Teorema de las tangentes. Férmulas de Briggs

Férmulas de adicion

O N U A WNPRE

Aplicaciones de la trigonometria

4.1. Introduccion histdrica

La trigonometria (palabra de origen griego, trigonon es tridngulo, y metron, medida) es
la rama de las matematicas que estudia las relaciones entre los tres dngulos y los tres
lados de un tridngulo.

La trigonometria ha sido una herramienta fundamental desde hace milenios para
realizar medidas indirectas. El estudio de esta rama de las matematicas es importante
por sus aplicaciones, que van desde la ingenieria, la navegacién y las ciencias, en general,
hasta artes como la musica y la arquitectura (Oteyza et al., 2008). De hecho, el desarrollo
de la trigonometria ha ido ligado desde tiempos remotos al de la astronomia, ya que los
navegantes necesitaban orientarse durante sus largas travesias por el mar tomando

como referencia la posicidn relativa de las estrellas.

En la antigua Grecia, dos grandes astronomos ya empezaron a sentar las bases de lo que
hoy en dia se conoce como trigonometria (Colera et al., 2016):
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e Hiparco de Nicea (190-120 a. C.), considerado el “padre de la astronomia”,
consolido el sistema sexagesimal para la medida de angulos. Teniendo en cuenta
gue la esencia de la trigonometria es sustituir medidas angulares por medidas
lineales (ver figura 16), elaboré unas tablas en las que asociaba la medida de cada

angulo con la longitud de la cuerda correspondiente.

Figura 16. Aproximacion de un arco por su tangente

e Ptolomeo de Alejandria (85-165) amplid y mejord la obra de Hiparco y escribié
un enorme tratado de astronomia de trece libros, al que se acabd llamando el

Almagesto (el mds grande).

Figura 17. Edicion del siglo Xlll del "Almagesto" de Ptolomeo que se conserva en la Biblioteca Nacional de
Madrid

Posteriormente, los indios, durante los siglos IV y V, desarrollaron una trigonometria con
un enfoque distinto al de los griegos: asociaron a cada angulo la longitud de la
semicuerda del angulo doble (lo que posteriormente se llamaria seno del dangulo, figura
18), consiguiendo asi trabajar con tridngulos rectangulos, mas faciles de manejar.
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Figura 18. Semicuerda del dngulo doble asociado al dngulo o por los indios

También los arabes, ya en los siglos IX y X, se inspiraron en el Almagesto de Ptolomeo,
pero usaron las tablas de los senos de los indios, las ampliaron con otras medidas y las
mejoraron. Su trigonometria, bien fundamentada y muy practica, empezé a extenderse
por Europa a partir del siglo XI. Desde ese momento, la trigonometria siguid su evolucién
hasta convertirse en lo que hoy se reconoce como una rama de las matematicas
fundamental.

4.2. Angulos en una circunferencia. Unidades.

Dada una circunferencia ¢ con centro O como la de la figura 19, se llama angulo central
a en ¢ a cualquier dngulo cuyo vértice sea el centro de la circunferencia (Academia
Deimos, 2003):

Figura 19. Angulo central o

La longitud del arco correspondiente a un dngulo central es proporcional a la amplitud
de dicho arco y al radio de la circunferencia. En consecuencia, si se trata de medir un
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angulo central, se puede hacer en funcion de la longitud del arco, manteniendo fijo el
radio de la circunferencia.

En cuanto a las unidades, se consideran las siguientes unidades de medida de angulos:

a) Se llama grado sexagesimal (°) a la medida de un angulo central cuyo arco
correspondiente mide la 360-ava parte de la longitud de la circunferencia. La
sexagésima parte de un grado sexagesimal recibe el nombre de minuto
sexagesimal (‘), y la sexagésima parte de un minuto sexagesimal se denomina
segundo sexagesimal (“).

b) Se llama grado centesimal (g) a la medida de un angulo central cuyo arco
correspondiente mide la 400-ava parte de la longitud de la circunferencia. La
centésima parte de un grado centesimal recibe el nombre de minuto centesimal
(m), y la centésima parte de un minuto centesimal se llama segundo centesimal
(s).

c) Sellama radian (rad) a la medida de un dngulo cuyo arco correspondiente mide
la longitud del radio (ver figura 20).

Figura 20. Angulo a de 1 rad

Un angulo central correspondiente a la circunferencia completa tiene 360 grados
sexagesimales, 400 grados centesimales y 2m radianes. Por lo tanto:

360° = 400g = 2w rad

Si se despeja cada una de las unidades en funcién de las otras se obtienen las
equivalencias entre las distintas unidades:

400
~ 3609
2T

1° = %rad = 0,017453293 rad

1° =1g 11m 11,11s

1g =% _ 5y
9= %200
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4.3.

21
1g = mrad = 0,015707963 rad

360
1rad = ——°=57°17"44,81"
2T

400
lrad = Eg = 63g 66m 19,77s

Razones trigonométricas de un angulo

Sea a un angulo agudo con origen en el punto O de una circunferencia de radio unidad

como la de la figura 21 (Sullivan, 2006). Se considera P (x,y) el extremo de dicho

angulo. Con el angulo agudo a se forma un triangulo rectdangulo OAP, con hipotenusa

de longitud OP = 1y catetos de longitud OA y PA respectivamente.

P(x,y)

Figura 21. Razones trigonométricas de un dngulo o

Entonces, se llaman razones trigonométricas del angulo a a los siguientes valores:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

. 0A . .
Se llama coseno de «a (cos a) al cociente =50 lo que es lo mismo, a la abscisa x
del punto P.
. 7 _
Se llama seno de a (sen «a) al cociente =5 0 lo que es lo mismo a la ordenada y
del punto P.

Sicosa # 0, se llama tangente de « (tg a) al cociente entre el seno y el coseno
(tga=——)

Sisen a # 0, se llama cotangente de « (cotg a) al cociente entre el coseno y el
cosa

o))

sena

sen a

cosa

seno (cotg a =

Sisen a # 0, se llama cosecante de a al inverso de sen a (cosec a =

sen a)
—)

cosa

Sicosa # 0, se llama secante de a al inverso de cos a (seca =
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Notese que estas razones dependen Unicamente del valor del angulo a y no del triangulo
formado. Cualesquiera dos tridngulos rectangulos formados usando el angulo a seran
semejantes; por lo tanto, las razones correspondientes seran iguales (Sullivan, 2006).

Dado que las razones trigonométricas de un angulo se definen, una vez fijado el origen,
en funcion del extremo, si dos angulos tienen el mismo extremo (es decir, si su diferencia
es un multiplo entero de 2mrad) tendran las mismas razones trigonométricas
(Academia Deimos, 2003). Como consecuencia, solamente bastara estudiar las razones
trigonométricas de los angulos comprendidos entre Oy 2m rad.

4.3.1. Razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes

Dado un angulo «, los signos de sus razones trigonométricas son los siguientes:

a) Siae (0, g) todas las razones trigonométricas son positivas.
b) Siae (g ) Unicamente son positivas el seno y la cosecante.
c) Siae (n 7") Unicamente son positivas la tangente y la cotangente.

, ) Unicamente son positivas el coseno y la secante.

Se van a obtener las razones trigonométricas en el primer cuadrante. En la figura 22, se
observa que los triangulos OAB, OPH y OST son semejantes:

A B

Figura 22. Razones trigonométricas en el primer cuadrante

e De lasemejanza de OPH y OST se deduce:
OP OH PH
0S OT ST
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Si se considera que la circunferencia de la figura 7 es de radio unidad, OP = OT =1,
entonces PH = sen a y OH = cos a. Si se sustituyen estas igualdades en la expresién

obtenida anteriormente, se tiene:
cosa sena

1
0s 1 ST

A partir de dicha igualdad, se pueden obtener las expresiones paratg a y sec a:

sena  __

tga = =S8T
cosa

1 _

seca = =0S
cosa

e Y ahora, se procede de manera analoga con la semejanza de los triangulos OPH

y OAB. A partir de ésta se deduce que:
PH_OH 0P
0OA AB OB

Como OA = OP = 1, 0H = cosa y PH = sen a, se tiene la igualdad:

sena cosa 1
1 4B OB

Y a partir esta igualdad, se obtienen las expresiones para cosec a y cotg a:

1 _
cosec a@ = =0
sena
cosa __
= AB

COtg a = Sen o

Este mismo procedimiento que se ha seguido para obtener las razones del primer

cuadrante se podria repetir para los tres restantes.

4.4. Relaciones entre distintas razones trigonométricas. Identidades
pitagoricas

Una vez definidas estas relaciones trigonométricas bdsicas, se puede intentar establecer
a su vez otras relaciones entre ellas. Tdmese ahora el tridngulo rectangulo de la figura

23 (Sullivan, 2006):
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Q P

Figura 23. Tridngulo rectdngulo PQR
Si se aplica el teorema de Pitagoras se tiene que:

RP? + PQ? = RQ?
Y dividiendo toda la ecuacién por RQ? resulta:

— 2 2
RP P
— | + =Q =1 - sen’a+cosla=1
RQ RQ

Y si ahora se divide la ecuacidon sen?a + cos?a = 1 entre cos?a se obtiene:

sen’a cos’a 1 5 5
= - tga+1 =sec*a

+ =
cos’a  cos’a cos’a
Si por ultimo, se divide la igualdad sen?a + cos?a = 1 entre sen?a, se tiene:

sen’a cos’a 1

—t———=— -  cotg’a+1 = cosec’a
sen?a = sen?a sen?a

Estas tres ultimas identidades obtenidas reciben el nombre de identidades pitagéricas
(Sullivan, 2006).

A continuacidn, se van a obtener identidades trigonométricas de angulos en ciertos
casos particulares.

4.4.1. Identidades trigonométricas que relacionan angulos complementarios

Si se toma, por ejemplo, un triangulo rectangulo igual que el de la figura 24 y se calculan
las razones trigonométricas del otro angulo no recto del triangulo, se pueden relacionar
con las del angulo a (Oteyza et al., 2008). Como el otro angulo es (90° — ) grados, se
denominard angulo complementario por ser la suma de ambos igual a 90°:
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90 —«a

Figura 24. Angulo complementario de a

Del tridngulo de la figura anterior se pueden deducir las siguientes expresiones:

PQ RP
sen(90 — a) = = = cosa cos(90 — @) = = = sena
RQ RQ
PQ cosa
tg(90 — a) = P sena cotga

4.4.2. Razones trigonométricas de angulos obtusos

Si de igual manera se forman triangulos tomando puntos en una circunferencia de radio
T, pero que no se encuentren esta vez en el primer cuadrante:

5

Figura 25. Razones trigonométricas de dngulos obtusos
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Las razones del angulo que forma ahora la hipotenusa con respecto a la parte positiva
del eje OX vienen dadas por:

y X y
sena = = cosa = — tga ==
r r x

Como los segmentos x e y se encuentran en el segundo cuadrante, se afirma por
definicidn que el seno es positivo, el coseno es negativo y la tangente es negativa.

Ademas, se puede comprobar que:

x*+y*=r* - G)Z + (%)2 =1 - sen’a+cosla=1

4.4.3. Identidades trigonométricas que relacionan angulos suplementarios

Dados dos angulos a y 3, se dice que son suplementarios si @ + = 180°:

e

=

Figura 26. Razones trigonométricas de dngulos suplementarios

De la figura anterior, son facilmente deducibles las siguientes expresiones para razones
de dos angulos suplementarios a y :

senf = sen(180 — a) = sena
cosf = cos(180 — @) = —cosa

_senfl sen(180 — a) B
~ cosf cos(180 —a)

tgp
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4.4.4. Identidades trigonométricas que relacionan angulos que difieren en 90°

Dados dos dngulos a y B como los de la figura 27, se dice que son angulos que difieren
90°si S =90° + a:

Figura 27. Razones trigonométricas de dngulos que difieren 90°

A partir de la figura anterior, se pueden deducir las siguientes expresiones:
senf = sen(90 + a) = cosa
cosf = cos(90 + a) = —sena

tgB =tg(90 + a) = —cotga

4.4.5. Identidades trigonométricas que relacionan angulos opuestos

Dados dos angulos a y 8 como los de la figura 28, se dice que son dangulos opuestos si
se verifica que f = —a:

Figura 28. Razones trigonométricas de dngulos opuestos
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Tomando la figura anterior, se pueden verificar las siguientes expresiones para las
razones trigonométricas de dos angulos opuestos a y f3:

senf = sen(—a) = —sena
cosPB = cos(—a) = cosa

tgh = tg(—a) = —tga

4.4.6. Razones trigonométricas de angulos fundamentales

Los angulos de 0°, 30° (grad),45° (%rad) y 60° (grad) se consideran especiales

porque se presentan muy a menudo en el estudio de trigonometria y su uso en calculo
(Zill & Dewar, 2012). Por tanto, es conveniente aprender los valores exactos del senoy

el coseno de cada uno de estos dangulos.

Resultan triviales las razones trigonométricas del angulo 0°:
cos0° =1 sen0° =0 tg0° =20

Para las razones de 30° y 60°, se toma el siguiente tridngulo equilatero:

30°

60°

l/2 I

Figura 29. Razones trigonométricas de dngulos de 30°y 60°

Aplicando teorema de Pitdgoras se obtiene:

2 2 2
h2+(é> =012 - h2=lz—l—=1 - h=



Por lo tanto, para un angulo de 30°:

l/2 1
sen30°P=—==- - sen30°=-—
l 2
h 3l/2 3
c0s30° =—-= \/——/ = £ - ¢0s30° =
l l 2
sen30° 1/2 1 V3 V3
tg30° = / —=— - tg30°=—
cos30°  +/3/2 3 3 3

Y para un angulo de 60°:

3
sen60° = sen(90 — 30) = cos30 = > - sen60° = >

c0s60° = c0s(90 — 30) = sen30 = 5 -  €0s60° = 2

sen60° +/3/2
tg60° = = =3 tg60° =3
g cos60° 1/2 - 9 V3

Ahora, para obtener los valores de las razones trigonométricas de un angulo de 45°, se

toma un cuadrado de lado [ como el siguiente:

Figura 30. Razones trigonométricas de un dngulo de 45°

Se aplica de nuevo el teorema de Pitagoras:

d2=12+12=212 > d=+2I
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Teniendo en cuenta esta relacion, se obtienen las razones trigonométricas para angulo
de 45°:

450 l l 1 V2 45 V2
d V21 V2 2 2
l l 1 V2 V2
c0s45° =—=—=—=— > c0s45° = —
d V21 V2 2 2
sen45° 2/2
tg45° = = / =1 - tg450 —

 cos45°  \2/2

4.5. Resolucion de tridngulos. Teorema del seno y teorema del coseno

Las aplicaciones de la trigonometria de tridngulos rectdngulos en campos como
topografia y navegacion implican resolver tridngulos rectangulos. La expresion “resolver
un tridngulo” quiere decir que se desea determinar la longitud de cada lado y la medida
de cada angulo del triangulo (Zill & Dewar, 2012). Se puede resolver cualquier triangulo
rectangulo si se conocen dos lados o un dngulo agudo y un lado. A continuacién, se
analizan los distintos casos:

4.5.1. Resolucion de tridngulos rectangulos

Conocido un lado y un dngulo agudo del tridngulo

Dado el siguiente tridngulo rectangulo:

Figura 31. Tridngulo rectdngulo ABC
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a) Sise conoce la hipotenusa a y un angulo agudo (B, por ejemplo), se tiene:
C=90°-B

Y por lo tanto el valor de los otros dos lados desconocidos es:
senB = - b =asenB

cosB =

Q|laQ |

- ¢ =acosB

b) Sise conoce el valor de uno de los catetos, el b por ejemplo, y también el dngulo
agudo B, se tiene de igual manera que:

C=90°—-B

Y el valor de los otros dos lados es:

b b
senb = a - - senB
b b
tgB = P = tg_B

Conocidos dos lados

a) Conocida la hipotenusa a y el cateto b por ejemplo, se tiene:

b
senB=—-— - B =arcsen—
a a

Ademas:
C =90°—-B A =90°

Y por ultimo, el lado ¢ puede obtenerse aplicando el teorema de Pitagoras:

c =+a?— b2

b) Conocidos los dos catetos b y c, estos serian los valores de la hipotenusa a y los
tres angulos:

a =+/b?+ c?
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b b
A =90° C=90°-B th=E—> B=arctgz

4.5.2. Resolucion de tridangulos oblicuangulos

Expresidon trigonométrica de la altura h

Para el triangulo oblicuangulo de la siguiente figura:

C

=

o e e

Figura 32. Altura de un triangulo oblicuéngulo

Se obtiene la altura h de la siguiente manera:

senB=— - h=a-senB
a

Y para este otro triangulo oblicuangulo:

Figura 33. Altura de un triangulo oblicudngulo (11)
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Se tiene que la altura h es:

sen Al = - h=b-send

b
4.5.3. Teorema del seno

Haciendo uso de las expresiones que se han obtenido para las alturas de los tridngulos
oblicudngulos, h = a-senB y h = b - senA, si se igualan ambas se tiene:

senA senB

a - b
Y si se procede de manera analoga con la altura que parte del vértice A, se tendria que
esta igualdad se puede ampliar a:

a-senB =b-send -

senA_senB_senC a b c

a b ¢ senA=senB=senC

En lo que se conoce como teorema del seno (Oteyza et al., 2008).

Resolucion por teorema del seno

a) Conocidos dos angulos A y B y el lado a, se tiene que C =180 — A — B,

resultando:
a C senC
senA senC sen A
a b sen B
= - b=a
senA senB sen A

b) Conocidos los lados a y b y el angulo A opuesto a a, se opera de la siguiente
manera:

a b
senA senB

b
- sen B = E send - B = arcsen (E + sen A)

En este punto, existen dos posibilidades:

e 0<B<90°
e 90°< B <180°

sen A

. . b .
Pero siempre debe ocurrir que <1,oloqueeslomismo,quebsenA <a
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1) SibsendA=a - senB=1 - B=90°
2) SibsenA<a - senB<1 entonces
i) Si A < 90°, puede haber dos soluciones o una, dependiendo de sia < b o no

ii) Si A > 90° solamente hay una solucién

4.5.4. Teorema del coseno

Si se toman los tridngulos oblicuangulos de las figuras 32 y 33 respectivamente, y se
aplica a cada uno de ellos el Teorema de Pitdgoras generalizado, se tiene que:

con signo menos si A < 90°
a? =b%*+c*+2bn { con signomas si A > 90°
n=0si4A=90°

Siendo n la proyeccién de AB sobre la recta AC, se tiene que:

n
CosA = z parala figura de la izquierda

n
cosA = —cos(180 — A) = -~ Dpara la figura de la derecha

Sin=ccosA - a? = b%® 4 c? —2bccos A

Sin=—ccosA - a? = b%+ c? + 2bc (—ccosA) = b? + ¢? — 2bccos A

Es decir, que para ambos casos:
a’? = b? + ¢* — 2bccos A
Y analogamente:
b%? = a® + c?> — 2accos B c* = a? + b?> — 2ab cos C

Obteniendo asi las tres identidades del teorema del coseno que se cumplen para
cualquier triangulo ABC (Oteyza et al., 2008).

Resolucion por teorema del coseno

a) Conocidos dosladosay by el dngulo C

Como c? = a? 4 b? — 2ab cos C, entonces ¢ = Va? + b2 — 2ab cos C
Y usando el teorema del seno se calculan los dngulos Ay B
b) Conocidos los tres lados

Se despeja el coseno para cada angulo:
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A_b2+cz—a2 B_a2+cz—b2 C_a2+b2—cz
cos A = T cosB = P cosC = 5%

Y se obtienen asi los angulos A, B y C del tridngulo.

4.5.5. Radio de la circunferencia circunscrita

Supongamos un tridngulo cualquiera ABC como el de la figura 34 al que se le traza su
circunferencia circunscrita (Gémez, 2015). Si a continuacién se traza otro triangulo
rectangulo BCD (inscrito en la misma circunferencia) cuya hipotenusa sea 2r y de lado
BC comun para ambos tridngulos, se obtiene:

Figura 34. Radio de la circunferencia circunscrita

Se puede apreciar que el angulo D y el angulo A de los triangulos BCD y ABC
respectivamente, son iguales por tener el mismo arco, y ademas, el dngulo M en el punto
C es un angulo recto por ser DB el didmetro de la circunferencia. Por lo tanto, se tiene
que:

a 2r a
senD  sen 90 - senD ~2r
Y también:
a
sen A = >
Por tanto:
a b c

senA senB senC
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4.6. Teorema de las tangentes. Formula de Briggs

4.6.1. Teorema de las tangentes

Si se toma la expresidn obtenida previamente para el teorema de los senos (Oteyza et
al., 2008):

a b _
senA senB

Donde k es una constante, entonces:
a=ksenA y b=ksenB
Por lo que:

a—b k(senA—senB)
a+b k(senA+senB)

Y usando las identidades de razones trigonométricas de suma y diferencia que se veran
en el apartado 4.8.6.:

A+B A-B  A-B
a+tb , A+B__ A—B A+B

Obteniendo asi el teorema de las tangentes:

a—b_tg+
+b +
a tg >

RN N
| [

4.6.2. Resolucion de tridngulos

Conocidos los lados a y b y el angulo C de un tridngulo, se tiene:

A-B_a-b A+B
2 a+b 972

tg
Si g = 90° — #, entonces:

C A+B A+B
cotg 5= cotg (90—7)

Asi:

A—B_a—b , C
2 a+b Y73

tg
. A-B . A+B o C
De donde se obtiene — que junto con - = 90° — 2 se resuelve y se calculan Ay B.
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Y para calcular c:

A—B

(a+b) sen%

- = A—B
COS 2

a+b cos—
c C
Sen-z

4.6.3. Formulas de Briggs

. . . . . A
Las férmulas de Briggs permiten calcular las razones trigonométricas de > Para obtener

dichas férmulas, se hace uso del semiperimetro del triangulo, al que se denomina p
(Academia Deimos, 2003):

_a+b+c
P="7"

Si se tiene un tridngulo ABC como el de la siguiente figura:

A p—a p—b B
c

Figura 35. Circunferencia inscrita del tridngulo ABC

Entonces el radio de la circunferencia inscrita en él tiene por radio:

~ j(p —a)(p—b)(p —c)
a p

a+b+c
. Entonces:

Donde, como se ha dicho, p =

tgéz p__ |e=b)p=c)
2 p-a p(p—a)

w§:/>: p-—a)p—0)
2 p-b p(p —b)
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tggz p_ |p-a)p—-D)
2 p-c p(p—c)

Obteniendo asi lo que se conocen como férmulas de Briggs.

4.7. Formulas de adicion

4.7.1. Coseno de la suma y diferencia

Si sobre una circunferencia de radio unidad como la de la figura 37 se construyen dos

angulos « = XOA y B = AOB de manera que se cumpla a@ + § = XOB (Zill & Dewar,
2012):

0 B’ D X

Figura 36. Coseno de la suma y diferencia

La proyeccién perpendicular de B sobre el radio OA es el punto C y la proyeccién sobre
el eje 0OX es el punto B’, por lo que:

OB" OB’
cos(a+ﬁ)=ﬁ=T=OB’
oc ocC
COSﬁZO—B:TZOC
BC BC
sen,8=ﬁ=T=BC

Por otro lado, el punto C se proyecta sobre el eje 0X en el punto D y sobre la recta BB’
en el punto E. Esto implica que el angulo EBC es a, por lo tanto:
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EC

senazﬁ - EC =BCsena

_ob 0D =0C
cosa=-o= = =0Ccosa

Y como OB’ = OD — B'D = 0D — EC, resulta:
OB' = 0Ccosa —BC sena =cos(a + ) = cosacosff —sen a sen B
Siendo ésta la expresién del coseno de la suma de los angulos.

De manera andloga, se puede demostrar que el coseno de la diferencia viene
determinado por:

cos(a —f) = cosacosf + sen a sen

4.7.2. Seno de la sumay diferencia

De la misma figura se deduce que sen (¢ + ) = BB' = BE + EB’

BE
Ycomocosa=§ — BE =BCcosa

BC

. BC . .
Siendo sen § = 0= 1= BC, y sustituyendo en la anterior:

BE = sen ff cosa

También en la figura se deduce que EB' = CD

cD
Ycomosena’=a - CD=0C-sena

oc

. oc . .
Siendo cos f§ = E- 1 OC. Sustituyendo en la anterior:

CD =cosfBsena
Luego:
sen (a + B) =senacosfB + cosa sen f§
Andlogamente al caso anterior:
sen (a — B) = sen(a + (—p)) = sen a cos(—p) + cos a sen (—p)
Resultando:

sen (a — ) = senacosf —cosa sen f

4.7.3. Tangente de la suma y diferencia

Las formulas andlogas de tangentes de la suma y diferencia de dngulos son:
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sen acos 3 + cosa sen f§

to(a+ )_Sen(a+,8)_senacosﬁ+cosasen,8_ cosacosf
gla+p ~cos(a+pB) cosacosf—senasenf cosacosf —senasenp
cosacos
Resultando:
tga+tgp
t = -
gla+p) T—tgatgp

Y para la tangente de la diferencia:

senacosfl —cosa senf

tq( )_sen(a—,B)_senacosﬁ—cosasenﬁ_ cosacosf
gla=p ~cos(a—f) cosacosf+senasenfs cosacosf +senasenf
cosacos
Resultando:
tga—tgp
t —_ e e ——
9la=F) l+tgatgp

4.7.4. Férmulas del angulo doble

Se pueden deducir otras férmulas trigonométricas utiles a partir de las férmulas
obtenidas anteriormente de suma y diferencia (Zill & Dewar, 2012). Las férmulas de
angulo doble, por ejemplo, expresan el coseno y el seno de 2a en funcién del coseno y

el seno de a:
sen2a = sen (@ +a) =senacosa +cosasena — senla = 2senacosa

cos 2a = cos (@ + a) = cosacosa + senasena — cos2a = cos’a — sena

tga+tga 2tg a
tg2a=t - _9-TI7 tg2q = 9%
g2a=tgla+a l1-tgatga - g 1-tg?a

4.7.5. Férmulas del angulo mitad
Tomando las expresiones:
sena + cos’a =1
_ 2 2
cos 2a = cos“a — sen“a
Si se suman ambas expresiones miembro a miembro se obtiene:

1+ cos2a

2cos’a=14+cos2a — cos’a= >
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. A .
Por lo tanto, haciendo que a = S se tiene:

A—+ 1+ cosA
cosz—_ >

Y si las expresiones:
sen’a + cos’a =1
cos 2a = cos’a — sen’a

Se restan miembro a miembro:

1 —cos2«a
2sena=1—cos2a — sen‘a= —
Y haciendo de nuevo a = % se obtiene:
A 4 1—cosA
sen— =
2 - 2
Y por ultimo, la tangente del angulo mitad seria:
A n 1—-cosA
. A seny = ) . A + 1—-cosA
_= = e d —_= —_—
97 A 927 % [T+ cosA

cos
2

1+ cosA
N

4.7.6. Transformaciones en productos de sumas y diferencias
Si se consideran las expresiones:
sen (a + ) =senacosfB + cosa sen f§
sen (a — ) = senacosff —cosa sen f3
Y se suman y restan respectivamente ambas expresiones, se obtiene:
sen(a+ ) +sen(a—p) =2senacosf

sen(a+ p) —sen(a —p) =2 cos asenf

Si se hace el siguiente cambio de variable:

a+f=p - 2a=p+gq
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a—p=q - 2=p—q

De donde se deduce a = ? yp = ? y sustituyendo

_ pt+q P—q
senp +senq = 2 sen cos
2 2
_ ptq P—q
senp —senq = 2 cos > sen >

Haciendo lo mismo con el coseno se tiene:
cos(a + B) = cosacosf — sen a sen
sen (@ — B) = cosacosf + sen a sen §
Si se suman y restan ambas expresiones:
cos(a + B) + cos(a — ) = 2cosa cos 8

cos(a + B) —cos(a — B) = —2sena sen B

Y haciendo el mismo cambio a = ? yp = ? y sustituyendo:

_ ptq p—q
cosp + cosq = 2 cos cos
2 2
_ ptq p—q
CosSp —cosq = —2sen S sen—,

4.8. Aplicaciones de la trigonometria

Las aplicaciones de la trigonometria plana son bastantes, aunque su uso en topografia

tiene especial interés (Gomez, 2015). A continuacion, se detallan algunas aplicaciones

practicas.

4.8.1. Calculo del area de un tridngulo

Aqui se obtendran varias fdrmulas para calcular la superficie S de un triangulo en funcién

de los datos de los que se dispongan de partida (Sullivan, 2006). Se llamara al drea del

triangulo S por no confundirla con el vértice A de un tridngulo dado.

Conocidos dos lados vy un angulo

Se toma el triangulo de la figura 37:
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Figura 37. Cdlculo de la superficie de un tridngulo

La superficie del tridngulo es:
S ! h
=—C"
2

Si se sustituye aqui la expresién obtenida para el teorema de los senos h = b sen A =
a sen B resulta:

1
= — . A:— . B
S 2c b sen 2c asen

Permitiendo asi expresar la superficie del tridngulo con dos de sus lados y un angulo
conocidos.

Conocidos tres lados

Si se conocen los tres lados del triangulo, se puede calcular la superficie del mismo
mediante la férmula de Heron:

S=Vp@-Dp-b{p-o)
Donde p es la mitad del perimetro del tridngulo, es decir, p =0,5-(a+ b + ¢)
(Swokowski & Cole, 2009). A continuacidn, se expone la demostracién.

Se toma la formula obtenida anteriormente para calcular la superficie de un tridngulo
sabiendo dos lados y un angulo y se desarrollan las siguientes ecuaciones equivalentes:

S = S bsenA = szczsenza = szcz(l — cos?a)

1 1
= Ebc(l + cosa) -Ebc(l —cos Q)
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Se obtendrd la formula de Herdn al sustituir las expresiones bajo el signo final del radical
por expresiones que contengan solamente a, by c.

Haciendo uso del teorema del coseno se tiene:

b2+c2—a2> 1b <2bc+b2+cz—a2>
_ c

1 1
Ebc (1+cosa) = zbc <1 +

2bc 2bc
_2bc+b*+c*—a® (b+c))—a® (b+c)+a (b+c)—a
B 4 - 4 B 2 2

Se procede de manera analoga para la segunda expresion bajo el signo del radical:

a—b+c a+b-—c
2 2

1
Ebc (1=cosa) =

Si ahora se sustituye por las expresiones bajo el signo del radical, se obtiene:

b+c+a b+c—a a—b+c a+b—c

$= 2 2 2 2
Haciendop = %(a +b +c):
_b+c—a b_a—b+c _a+b—c
p=a=—"" p=b="" pP=Cc=7"

La sustitucidn de estas expresiones en la formula de la superficie del tridngulo S da la
férmula de Herdn planteada al principio (Swokowski & Cole, 2009).

4.8.2. Calculo de la altura de un punto de pie accesible

Si se quiere calcular la altura h de la torre de la siguiente figura, con un teodolito de
altura h', se puede medir la distancia d de separacidon de la vertical del aparato de
medida al pie de latorrey el angulo de inclinacién a, que forma la horizontal del aparato
con la visual dirigida al punto mas alto:
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hf

Figura 38. Cdlculo de la altura h de una torre de pie accesible

Se forma asi un triangulo rectangulo ABC en el que la distancia AC es facilmente
calculable, siendo AC = d - tg a. Asi, la altura de la torre es:
h=d-tga+h

Sila base BA no fuera horizontal, ademas de medir la base y el angulo «, se podria medir
el angulo que forma la horizontal con la visual dirigida a C (al llevar los teodolitos
niveles):

Figura 39. Cdlculo de la altura h con base no horizontal

Se puede asi medir, ademads de BA, los dangulos @ y a'. El angulo ACB serd 90° — «', con
lo que se conoceran tres elementos del triangulo ABC. Para hallar h se usara el teorema
de los senos, teniendo:

h BA BA - sena BA- sena
= e d = -
sena sen (90°—a’) sen (90° — a') cosa’
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4.8.3. Calculo de la altura de un punto de pie inaccesible

Supongamos en la figura 40 que B es el punto mas alto de una montana cuya altura se
quiere medir. Se tiene acceso a los puntos Ay C, con lo que se puede medir la distancia
AC y los angulos a, f y y (notese la tridimensionalidad de la figura siguiente):

B

Figura 40. Cdlculo de la altura h de un punto de pie inaccesible

Con estos datos, se puede resolver el tridngulo ABC y con el dato del lado AB se puede
calcular h en el triangulo ABH. Para ello, primero se calcula el angulo B del tridngulo
ABC como 180° — (f + ) y después se aplica el teorema de los senos, con lo que se

tendra:

c b b-seny
= - cC=—
seny senB sen B

Si se considera ahora el tridngulo ABH:

b-seny-sena

h=c'sena =
sen B

Otro caso que se podria presentar para calcular la altura de un punto de pie inaccesible
es el llamado método de doble observacion, que se da cuando la base se encuentra

alineada con los puntos de observacién, tal y como se aprecia en la siguiente figura:
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Figura 41. Método de doble observacion para calcular la altura h

Aqui se puede medir la distancia AB y los dngulos a y 3. De los tridngulos rectangulos
que se tienen se sabe que:

tga=d - d+x=h-cotga
h+x - d=nh-(cotga—cotg p)
tg,Bz; - x=h-cotgf
De donde:

_ d
"~ cotg a — cotg fB

4.8.4. Calculo de la distancia entre dos puntos, uno de los cuales es inaccesible

Supongamos ahora que se quiere calcular la distancia desde un punto A4 de una orilla de
un rio a otro punto C que se encuentra en la otra orilla a la que no se tiene acceso:

Figura 42. Cdlculo de la distancia entre dos puntos, uno de los cuales es inaccesible
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En el tridngulo de la figura se puede medir la distancia entre Ay B y los angulos a y 3.
Como C = 180° — (a + B), se puede aplicar el teorema de los senos:
b c c-senf
= - .
senff senC sen C

Y asi ya se conoceria la distancia entre Ay B.

4.8.5. Calculo de la distancia entre dos puntos inaccesibles

Si se quiere hallar la distancia entre dos puntos A y B inaccesibles, se elige
arbitrariamente una base b = CD, y desde ella se miden los angulos que forman las

visuales, como se indica en la figura siguiente:

A . x

Figura 43. Cdlculo de la distancia entre dos puntos inaccesibles

Para resolverlo, se estudian dos tridngulos por separado. Por una parte, el ACD en el
gue se puede calcular AC, y por otra, el BCD, con el que se puede calcular CB, y ABC,
con el que, partiendo de los datos anteriores, se puede calcular AB, que es la distancia
buscada. En el tridngulo ACD, como A = 180° — (a + S + y):
b AC b-seny b-seny
- AC = =
sen A sen(a+pf +7vy)

senA seny

En el tridngulo BCD, como B = 180° — (B + y + §), se tiene:

b CB CB b-sen(y+98) b-sen(y+56)
= b = =
senB sen(y+6) sen B sen (B +vy+06)

Y ahora en el tridngulo ABC, con los valores calculados, se tiene:

x =+/AC%2+CB2—2-AC-CB-cosa
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5. Fundamentacion didactica: investigaciones sobre aprendizaje y/o la
ensefanza

En este apartado se van a analizar algunas investigaciones que abordan aspectos
relacionados con el aprendizaje de contenidos relacionados con trigonometria por parte
de los estudiantes, asi como dificultades y posibles fendmenos diddcticos que se puedan
dar en la ensefianza de esta materia.

Se dividira en dos partes claramente diferenciadas:

a) Una primera parte donde se analizan tres estudios que ponen de manifiesto las
dificultades que pueden presentar los alumnos al ser preguntados por conceptos
trigonométricos. Se analiza también que las distintas concepciones o enfoques
(geométrico o analitico) con los que pueden entenderse los conceptos de
trigonometria puede ser la raiz de las dificultades que presenta el alumnado.

b) Una segunda parte donde se citan varias investigaciones que demuestran que el
uso de herramientas TIC (como GeoGebra) pueden ser de gran ayuda a la hora
de comprender el significado del concepto de razén trigonométrica, y también
puede ayudar a los estudiantes a adquirir estos conocimientos por ellos mismos,
a través de la experimentacion y la investigacidon haciendo uso del software.

Las conclusiones que se van a extraer a raiz del analisis de estos trabajos seran tenidas
en cuenta en el disefio de la unidad didactica del presente TFM.

5.1. Distintas concepciones y dificultades en el aprendizaje de las razones
trigonomeétricas

La trigonometria es una parte de las matematicas escolares dificil de entender por los
estudiantes (Martin et al., 2014). Brown (2005) sefiala varios factores involucrados: su
complejidad, la conexién con numerosos tipos de fendmenos, sus interconexiones con
otras disciplinas, las diversas vias de expresar, entender y representar sus nociones
basicas, los modos de aproximacion a la misma, y también nociones como la
circunferencia goniométrica, los tridngulos rectangulos o las funciones trigonométricas.
Por ejemplo, al cambiar del estudio de las razones trigonométricas en el tridngulo
rectangulo al plano cartesiano, se cambia de una definicion geométrica a una definicién
analitica; de analizar los valores de los lados del tridngulo rectangulo a analizar los
valores de las coordenadas del plano y el radio de la circunferencia; de un concepto de
angulo como regidn comprendida entre dos lados del tridangulo a un concepto de angulo
como giro o rotacion; de valores de dngulos agudos o rectos (0° < a < 90°) a angulos
positivos y negativos, al menos en el intervalo —360° < a < 360°. Al estudiarlas en el
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plano cartesiano, las razones trigonométricas no son solamente una relacién o cociente
entre dos lados de un tridangulo rectangulo, sino distancias dirigidas en el plano
cartesiano o coordenadas del punto de interseccidon entre el lado terminal del angulo y
la circunferencia goniométrica. Estos distintos enfoques pueden ser causa de
concepciones erréneas por parte de los estudiantes en la trigonometria. La desconexién
existente entre estas formas contribuye también a la complejidad que pueda presentar
el aprendizaje de la trigonometria.

Otra de las problemdticas de la ensefianza de la trigonometria es el abuso de las
formulas (Fiallo, 2010). Este problema es producto de una ensefianza de la
trigonometria caracterizada por un enfoque a veces puramente algebraico consistente
en la manipulacién de simbolos, operaciones y propiedades abstractas que no ayuda a
los estudiantes a comprender los conceptos y propiedades, a conectar unos y otras, ni a
establecer relaciones entre las diferentes representaciones. Estas dificultades podrian
verse superadas si en el aprendizaje de la trigonometria se concediera mds espacio a un

enfoque mas practico y menos tedrico.

Martin et al. (2014) ya concluyeron en su trabajo que los alumnos de un mismo grupoy
centro docente podian percibir de multiples maneras los conceptos de seno y coseno de
un angulo dado. Varios estudiantes hacian referencia al seno o coseno de un angulo
como una razoén, cociente o divisién. Algunos aludian directamente al valor del angulo
por el que eran preguntados. Y otros hacian referencia a los lados de un tridngulo
rectangulo. Cabe destacar que muy pocos mostraron la conexidn de la trigonometria
con el mundo real a través de alguna aplicacién de la misma. El nUmero de alumnos que
expresaron la idea de que la razén trigonométrica es una técnica con utilidad practica
fue minimo.
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También, el trabajo de Fernandez et al. (2016) pone de manifiesto las diversas
concepciones que tienen los alumnos de lo que representa una razén trigonométrica.
Tras pedir en un cuestionario a los estudiantes que representaran graficamente el seno
y el coseno de un angulo cualquiera a, los autores de dicho trabajo se encontraron con
multitud de respuestas distintas que podian agruparse en tres grandes categorias:

e Representacidon de una razén trigonométrica a partir del angulo interior de un
triangulo:

Figura 47. Produccion de un alumno que expresa grdficamente una razon trigonométrica a partir del
dngulo interior de un triangulo (Ferndndez et al., 2016)

e Representacién de razones trigonométricas como longitudes:

Figura 48. Produccion de un alumno que expresa grdficamente seno y coseno como longitudes en una
circunferencia goniométrica (Ferndndez et al., 2016)

e Representacidn de razones trigonométricas como razones o cocientes:

Figura 49. Produccion de un alumno que expresa grdficamente seno y coseno como cocientes de dos
lados de un triangulo rectdngulo (Ferndndez et al., 2016)

Este trabajo vuelve a poner en evidencia la diversidad de respuestas que proporcionan
los estudiantes cuando son preguntados por el concepto de razdn trigonométrica.
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5.2. Herramientas TIC en el proceso de ensenanza y aprendizaje de
trigonometria

Se hace de nuevo referencia a Fiallo (2010) que disefié una unidad didactica como parte
de su investigacién en la que pretendia que los estudiantes aprendieran conceptos
relacionados con trigonometria a través de Sistemas de Geometria Dindmica (SGD,
como GeoGebra). De esta manera, los alumnos podian explorar y comprender los
conceptos y propiedades de las razones trigonométricas para cualquier angulo entre 0°
y 360°. Los alumnos, sin demasiada intervencién del profesor, son los que descubren
dichos conceptos y propiedades. Esto les motiva a querer saber por qué son verdaderos
y la herramienta TIC les proporciona los elementos necesarios para que encuentren
dichas respuestas. La combinacién de aprendizaje constructivo y herramienta TIC fue de
gran ayuda para el aprendizaje de conceptos y la mejora de las habilidades de
demostracion.

Figura 50. Demostracion de la identidad fundamental de la trigonometria con SGD (Fiallo, 2010)

De esta manera, Fiallo demostré que los SGD en efecto proporcionan herramientas a los
estudiantes para construir y experimentar con objetos y relaciones geométricas. Sobre
la base de su experimentacion, los estudiantes hacen conjeturas que se pueden probar
con las herramientas disponibles. Herramientas TIC como GeoGebra favorecen la
interaccion entre construir y demostrar, entre hacer con el ordenador vy justificar por
medio de argumentos tedricos. El uso de SGD conduce a analizar de manera diferente
los procesos involucrados en una actividad de demostrar, pues proporciona a los
estudiantes posibilidades de acceso a justificaciones tedricas a través de la mediacién

semidtica organizada por el profesor alrededor de dichas herramientas.

Al igual que el trabajo de Fiallo (2010), existen multitud de investigaciones (Feria, 2018;
Jiménez y Jiménez, 2017; Diaz, 2014) que demuestran que el uso de herramientas TIC
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como GeoGebra facilitan a los estudiantes la adquisicion de conceptos de trigonometria

y una correcta relacion entre los mismos.

5.3. Conclusiones

Asi pues, en base al anadlisis de los trabajos de Martin et al. (2014), Fernandez et al.

(2016) y Fiallo (2010), se han obtenido las siguientes conclusiones, interesantes para el

diseio de la unidad didactica de este trabajo:

Por una parte, la diversidad de significados y concepciones que los alumnos
entienden por razon trigonométrica de un dngulo. Plantear desde un primer
momento las definiciones geométrica y analitica de razén trigonométrica, y
hacer ver a los alumnos que en realidad son equivalentes podria quiza ayudarlos
a no tener confusiones al respecto.

Por otra, la escasa conexidon que los estudiantes muestran de la trigonometria
con el mundo real, haciendo ver que es posible que en la ensefianza de la
trigonometria no se haga el énfasis necesario en mostrar las multiples
aplicaciones que esta rama de las matematicas tiene en distintos campos.

Y por ultimo, las evidencias obtenidas en multiples trabajos de investigacidn que
avalan el uso de software de geometria dindmica como GeoGebra a la hora de
favorecer la comprension de la trigonometria y ayudar a mejorar el proceso de
aprendizaje de esta rama que tantas dificultades puede llegar a presentar para

los alumnos.
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6. Proyeccion didactica: Elaboracion de una Unidad Didactica

Tras el andlisis del curriculo escolar y los libros de texto, que han supuesto una primera
aproximacion a los conocimientos cientificos “a enseflar” en el aula, y el andlisis de
ciertas investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, se
desarrolla ahora en este epigrafe la proyeccién didactica del tema. Este conjunto de
transformaciones del conocimiento cientifico (conocimiento desarrollado en el epigrafe
“Fundamentacion epistemoldgica”) en conocimiento de ensefianza es lo que se conoce
como proceso de transposicién didactica, concepto que aparece por primera vez en la
obra de Yves Chevallard (1991) “La transposicion didactica, del saber sabio al saber
ensefiado”. Las fases que constituyen este proceso de transposicion diddctica son las

siguientes:

TRANSPOSICION DIDACTICA

Objetos de
Investigacion

Saber
Cientifico

Saber escolar

Objetos a

- —
ensefar I
Expertos: puesta a .
punto de los

Saber ensenado

Programas

Saber del alumno

Figura 51. Fases de la transposicion diddctica (Garcia)

El desarrollo de esta unidad didactica pretende, por lo tanto, plasmar ese conjunto de
transformaciones que debe sufrir el saber sabio matematico con tal de que pueda ser
ensefiado y facilmente comprendido por los estudiantes.

6.1. Titulo

El titulo de la unidad didactica que se va a desarrollar es “Trigonometria” y forma parte
de la asignatura “Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” de 42 de la ESO.
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6.2. Justificacion

En el centro de las matemadticas en la Enseflanza Secundaria Obligatoria se encuentra
una importante rama de estas, la trigonometria. Maor (1998) indica que han sido tres
los principales cambios que se han producido a lo largo de la historia de la trigonometria:
la tabla de cuerdas de Ptolomeo, la cual transforma la trigonometria en una ciencia
practica; el teorema de Moivre y la féormula de Euler, que combina la trigonometria con
el dlgebra y el analisis; y los teoremas de Fourier, que indicaban que cualquier funciéon
arbitraria de una variable real y = f(x) puede ser representada por una serie
trigonomeétrica.

El estudio de esta rama de las matematicas es muy importante debido a sus aplicaciones,
que van desde la ingenieria, la navegacion y las ciencias, en general, hasta artes como la
musica y la arquitectura (Oteyza et al., 2008).

Por ello, debido a su importancia histérica y a sus aplicaciones, la trigonometria ha
permanecido en el curriculo de matematicas para la ensefianza secundaria desde hace
mas de 50 afios (Martin et al., 2014). Asi, la Mathematics Association of England (1950)
ya afirmaba que la trigonometria proveia a los estudiantes con el conocimiento
necesario para resolver cuestiones matematicas relevantes y les suministraba una
coherente vision de las matematicas, necesaria para la resolucion de multitud de
problemas relacionados con las areas cientifica y técnica.

En nuestro pais, el Real Decreto 1105/2014 establece en el curriculo de 42 de la ESO de
la asignatura “Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” los siguientes
contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje evaluables
correspondientes a la rama matematica de la trigonometria:
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Tabla 7

Contenidos, criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables del RD 1105/2014 relacionados

con trigonometria

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje
evaluables

Bloque 3. Geometria

Medidas de angulos en el
sistema sexagesimal y en
radianes.

Razones trigonométricas.
Relaciones entre ellas.
Relaciones métricas en los
tridangulos.

Aplicaciones informaticas de
geometria dindmica que facilite
la comprension de conceptos y
propiedades geométricas.

1. Utilizar las unidades
angulares del sistema métrico
sexagesimal e internacional y
las relaciones y razones de la
trigonometria elemental para
resolver problemas
trigonométricos en contextos
reales.

2. Calcular magnitudes
efectuando medidas directas e
indirectas a partir de
situaciones reales, empleando
los instrumentos, técnicas o
formulas mas adecuadas y
aplicando las unidades de
medida.

1.1. Utiliza conceptos y
relaciones de la trigonometria
basica para resolver problemas
empleando medios
tecnoldgicos, si fuera preciso,
para realizar los célculos.

2.1. Utiliza las herramientas
tecnoldgicas, estrategias y
formulas apropiadas para
calcular angulos, longitudes,
areas y volimenes de cuerpos y
figuras geométricas.

2.2. Resuelve triangulos
utilizando las razones
trigonométricas y sus
relaciones.

La materia de Matematicas contribuye especialmente al desarrollo de la competencia
matematica (CMCT), reconocida y considerada clave por la Unién Europea, asi como a
la formacidn intelectual del alumnado, lo que le permitira desenvolverse mejor tanto en
el ambito personal como social. La habilidad de formular, plantear, interpretar y resolver
problemas es una de las capacidades esenciales de la actividad matematica, ya que
permite a las personas emplear los procesos cognitivos para abordar y resolver
situaciones interdisciplinares reales, lo que resulta del maximo interés para el desarrollo
de la creatividad y el pensamiento ldgico. En este proceso de resolucion e investigacion
estdn involucradas muchas otras competencias ademas de la matematica, entre otras,
la comunicacién linglistica (CCL), al leer de forma comprensiva los enunciados vy
comunicar los resultados obtenidos; el sentido de iniciativa y emprendimiento (SIEP), al
establecer un plan de trabajo en revisién y modificacién continua en la medida que se
va resolviendo el problema; la competencia digital (CD), al tratar de forma adecuada la
informacidén y, en su caso, servir de apoyo a la resolucién del problema y comprobacién
de la solucidn; o la competencia social y civica (CSC), al implicar una actitud abierta ante
diferentes soluciones.
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6.3. Contextualizacion del centro y del aula
Esta unidad didactica seria impartida en el centro IES San Felipe Neri de Martos, Jaén.

El IES San Felipe Neri esta situado en la zona sur de Martos, en la provincia de Jaén.
Martos es un pueblo que vive principalmente de la agricultura olivarera, aunque
también cuenta con un poligono industrial en el que existe mucha actividad. Apenas hay
familias numerosas, siendo lo mas frecuente las de cuatro miembros. En los ultimos
afios, la zona de influencia del centro ha ido experimentando un importante crecimiento
demografico, urbanistico e industrial. Junto a la zona urbanistica, se encuentra el
mencionado poligono donde estan enclavadas diferentes industrias, siendo la de “Valeo
lluminacién” la mas importante en capacidad de oferta de empleo y la que ha generado
un importante tejido industrial (IES San Felipe Neri).

El IES San Felipe Neri es un centro que ha sufrido una importante reconversién, desde
su creacion como Centro de Formacion Profesional en 1958, hasta la configuracién
actual de ensefianzas, que incluye: 4 lineas de ESO (que pueden oscilar entre 3y 5
dependiendo de la promocidon del alumnado), Bachillerato (Ciencias y Tecnologia,
Ciencias Sociales y Humanidades), 1 unidad de educacion especial especifica, 1 ciclo de
formacién profesional basica, varios ciclos formativos de grado medio, y 1 de grado
superior. La evolucion del centro a lo largo de su historia se ha ido basando en los
cambios de las ensefianzas que ha ofertado.

En lineas generales, el centro cuenta con una gran diversidad de alumnos y de
expectativas de las familias, por lo que el modelo organizativo tiene como fin dar
respuesta a la atencidn a la diversidad que necesita el alumnado. El factor econdmico y
cultural del contexto familiar del alumnado incide de forma manifiesta en aspectos
sociales, pero también en los educativos. La situacidon social econdmica y cultural de las
familias y la composicion social del centro al que asiste el alumnado tienen una clara
incidencia sobre los logros escolares, que a veces puede incluso ser mds importante que
la atribuida al curriculo escolar. El principio de equidad en la educaciéon pretende
precisamente compensar el déficit motivado por las circunstancias sociales y familiares.

En el curso 2017/18, la Agencia Andaluza de Evaluacién Educativa procedio a realizar el
célculo del indice Socioeconédmico y Cultural (ISC) de cada uno de los centros educativos
andaluces, a partir de variables como: nivel formativo y ocupacional de los padres y
madres, el nUmero de personas que conviven en el hogar, el nimero de libros, nimero
de dispositivos de informacion digital y otras variables de caracter econdmico y cultural.
Cada alumno y alumna tiene asignado un ISC. El ISC de un centro es la media de los ISC
de su alumnado. Los ISC de los centros estan comprendidos entre -2.3 y 1.4 Se
distribuyen en 10 tramos, de manera que un mayor indice de ISC supone pertenecer a
un tramo superior. Si se analizan los datos recogidos de la encuesta aplicada al alumnado
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de 12 de la ESO del centro durante el curso 2017/18, el ISC correspondiente al centro es
de -0,12 y se encuentra en el tramo 6.

Los alumnos de este grupo de 42 de la ESO se encuentran ubicados durante todo el curso
académico en la misma aula para evitar desplazamientos continuos por las instalaciones
del centro debido a la situacién extraordinaria provocada por la pandemia desde
mediados de marzo del afo 2020. El grupo tiene 24 estudiantes y el aula goza de una
pizarra blanca, una pizarra digital, un equipo informatico y un proyector. Ademas, en el
centro hay varias salas informaticas. Todo esto se ha tenido en cuenta a la hora de
planificar y elaborar las actividades y elegir las metodologias que se desarrollardn en la
unidad didactica.

6.4. Objetivos

En este apartado, se van a enunciar los objetivos que pretenden alcanzarse mediante la
imparticién de la unidad didactica. Se hablaran de objetivos en tres niveles distintos:

e Objetivos generales de etapa
e Objetivos del drea de matematicas

e Objetivos de la unidad didactica

Tanto los objetivos generales de etapa como los del drea de matematicas pueden
encontrarse en el Anexo | del presente trabajo. Los objetivos especificos a desarrollar
gue se persiguen con el disefio de esta unidad didactica se exponen a continuacién.

6.4.1. Objetivos de la unidad didactica

1) Conocer el origen de la trigonometria y el porqué de su estudio

2) Conocer las diferentes unidades de medidas de angulos y la relacién entre ellas

3) Conocer los conceptos y las relaciones de la trigonometria basica para resolver
problemas presentes en situaciones de la vida real

4) Aprender las relaciones trigonométricas fundamentales

5) Resolver distintos tipos de tridngulos usando las razones trigonométricas y sus
relaciones y también saber resolver otras figuras planas mediante
descomposicion en triangulos rectdngulos y otros poligonos mas simples.

6) Saber calcular, identificar y relacionar razones trigonométricas de angulos que
se encuentren en cualquiera de los cuatro cuadrantes

7) Utilizar adecuadamente la calculadora y otras herramientas informaticas
(GeoGebra) para efectuar calculos trigonométricos

8) Identificar situaciones reales en las que puedan ser utiles los conocimientos de
trigonometria adquiridos
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6.5. Competencias clave

En el epigrafe “fundamentacion curricular” ya se dedicé un apartado a las competencias

clave segun las orientaciones de la Unidn Europea.

En el articulo 2.1 del Real Decreto 1105/2014, de 24 de diciembre aparecen las
competencias o capacidades para aplicar de forma integrada los contenidos propios de

cada ensefianza y etapa educativa, con el fin de lograr la realizacién adecuada de

actividades y la resolucién eficaz de problemas complejos.

Ademas de la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia,

los estudiantes, a través del trabajo que desempefiardn en la unidad didactica,

fortaleceran también las siguientes capacidades:

Competencia en comunicacién lingiistica: Esta serd necesaria para expresar
ideas y formulaciones sobre un problema con un lenguaje matematico
apropiado, y también para establecer saber establecer didlogo y debates en las
actividades de tipo colaborativo.

Competencia digital: Ademds de fomentar las capacidades del alumno con la
calculadora y con GeoGebra, también se desarrollara la capacidad de busqueda
efectiva en la web a través de la realizacién de un webquest sobre aplicaciones
de la trigonometria.

Competencia aprender a aprender: Se hace patente en cada ejercicio, problema
y actividad que el estudiante realiza. Los alumnos descubren por si solos a través
de su propio trabajo cédmo la trigonometria tiene multiples aplicaciones y cémo
les ofrece herramientas Utiles para desarrollar otros conocimientos
matematicos.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor: Los estudiantes aumentaran esta
competencia a través del planteamiento de problemas en los que es posible que
deban plantear varias estrategias erréneas hasta alcanzar la correcta.
Competencias sociales y civicas: Esta competencia es trabajada en mayor grado
en el trabajo colaborativo. Los estudiantes aprenden a formar parte de un equipo
mas amplio, escuchando y valorando las aportaciones de los compafieros,
haciendo criticas siempre constructivas, y también aceptando criticas con el fin
de mejorar y alcanzar el objetivo que todos persiguen como grupo.

6.6. Contenidos

Los contenidos que se van a trabajar en la unidad didactica, que se muestran a

continuacion, pertenecen a los bloques 1y 3 de la asignatura “Matematicas orientadas

a las ensefianzas académicas”:
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Tabla 8

Contenidos de la materia pertenecientes al bloque 1 que desarrolla la Unidad Diddctica

CONTENIDOS

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

1.1. Planificacién del proceso de resolucién de problemas

1.2. Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje apropiado

1.3. Reflexidn sobre los resultados: revision de las operaciones usadas, asignacién de unidades a los
resultados, comprobacion e interpretacion de las soluciones en el contexto de la situaciéon, busqueda
de otras formas de resolucion, etc.

1.5. Practica de los procesos de matematizaciéon y modelizacion, en contextos de la realidad y en
contextos matematicos

1.6. Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y afrontar las
dificultades propias del trabajo cientifico

1.7. Utilizacién de medios tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la organizacién de datos;

c) facilitar la comprensidn de propiedades geométricas y la realizacidn de calculos de tipo numérico;
d) el disefio de simulaciones y la elaboracidn de predicciones sobre situaciones matematicas diversas;
e) la elaboracion de informes y documentos sobre los procesos llevados a cabo y los resultados y
conclusiones obtenidos;

f) comunicar y compartir, en entornos apropiados, la informacidn y las ideas matematicas

Tabla 9

Contenidos de la materia pertenecientes al bloque 3 que desarrolla la Unidad Diddctica

CONTENIDOS

Bloque 3. Geometria

3.1. Medidas de angulos en el sistema sexagesimal y en radianes

3.2. Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en los tridngulos

3.3. Aplicacién de los conocimientos geométricos a la resolucién de problemas métricos en el mundo
fisico: medida de longitudes, areas y volimenes.

3.6. Aplicaciones informaticas de geometria dinamica que facilite la comprension de conceptos y
propiedades geométricas

6.7. Metodologias

La Orden de 14 de julio de 2016 de la Comunidad Auténoma de Andalucia establece una
serie de estrategias metodoldgicas a seguir para cada materia. Asi pues, para la
asignatura “Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” se proponen para
cada bloque metodologias enriquecedoras para el alumno, como, por ejemplo:

e Comprensiodn de los conceptos a través de una perspectiva histérica para poder
contextualizarlos y hacerlos menos abstractos.
e Uso de recursos TIC y de software de geometria dinamica como GeoGebra para
una mejor comprension del contenido
e Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) o Aprendizaje Basado en Investigacidon
(ABI), ideales para la adquisicién y el desarrollo de multiples competencias clave.
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Todas estas metodologias innovadoras, ademds de la metodologia transmisiva, que

resulta imprescindible durante la primera mitad de la unidad para poder transmitir

conceptos, seran usadas durante el desarrollo de la unidad didactica disefiada en este

trabajo.

6.8. Actividades y recursos

6.8.1. Actividades

En el transcurso de la unidad didactica, se plantean actividades de distinta naturaleza

para

los estudiantes. Los ejercicios, problemas vy diversas actividades estan

cuidadosamente elegidas de menor a mayor grado de dificultad para que sean de

maximo provecho para los alumnos y no un obstdculo. Asi pues, la realizacién y correcta

comprensién de todas las actividades permitird que los alumnos comprendan todos los

contenidos y desarrollen todas las competencias exigidas.

Las actividades a trabajar en la unidad son las siguientes:

Ficha de preguntas tras proyeccién de un video relacionado con aplicaciones de
la trigonometria. En la primera sesién, se proyectard este video para despertar
el interés del alumnado por la utilidad y las aplicaciones de la unidad didactica.
Se les entregard una ficha con algunas preguntas relacionadas con el material
audiovisual.

Ejercicios y problemas relacionados con el contenido. Tras la exposicién por
parte del docente de uno o varios conceptos nuevos, se trabajaran ejercicios y
problemas relacionados con los mismos con el fin de fortalecer ese nuevo
conocimiento. Aunque se propondran ejercicios y problemas para trabajar en
casa, se intentara en la medida de lo posible que casi todo este trabajo auténomo
del alumno se lleve a cabo en el aula.

Actividad fuera del aula. Con ayuda de lo aprendido en clase sobre
trigonometria, los alumnos pondran en practica sus conocimientos y descubriran
como se puede medir la altura de un edificio de manera muy sencilla haciendo
tan solo algunas mediciones. Esta actividad fomentara el trabajo colaborativo y
ayudara a valorar los conocimientos matematicos como recurso para resolver
problemas de la realidad cotidiana.

Webquest sobre aplicaciones de la trigonometria. Esta es una estrategia
didactica en la que los alumnos construyen su propio conocimiento a través de
la busqueda de informacion en Internet. La multitud de recursos que existen en
la web incita a los alumnos a investigar, potenciar el pensamiento critico, la
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1)

2)

3)

4)

5)

creatividad y la toma de decisiones, desarrollando asi diferentes capacidades y
competencias.

En la propia pdgina web creada especialmente para este trabajo (el enlace a la
web se puede encontrar en el desarrollo de la sesién 8 del apartado
“Temporalizacion”) se detalla el proceso a seguir, las tareas a realizar, los
recursos web que pueden ser de ayuda y la evaluacién de la actividad, asi como
las conclusiones. Con la realizacién de este webquest, se persiguen multiples
objetivos:

Buscar, analizar vy filtrar la cantidad ingente de informaciéon que se puede
encontrar en Internet y saber elegir solamente aquella que es util.

Aprender la evolucion histérica que ha sufrido la trigonometria a través de
célebres matematicos que hicieron su aportacion a esta rama tan importante de
las matematicas.

Descubrir cémo con cdlculos trigonométricos realmente sencillos se pueden
resolver problemas que a priori pueden parecer muy complejos, como calcular
la longitud de la circunferencia de la Tierra, calcular la distancia entre la Tierra y
una estrella de otro sistema solar o calcular la altura de una pirdmide.
Aprender a saber expresarse adecuadamente en un correcto lenguaje
matemadtico, concretamente en lenguaje trigonométrico.

Fomentar el trabajo colaborativo

6.8.2. Recursos

Los recursos materiales necesarios para el desarrollo de la unidad en el aula del grupoy

en el aula de informatica son los siguientes:

Proyector/pizarra digital y equipo informatico

Pizarra blanca

Libro de texto “Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas 4 ESO de
la editorial Anaya”

Apuntes elaborados por el propio docente para complementar al libro de texto
Fichas de problemas y actividades elaboradas por el docente

Calculadora e instrumentos de medicion: regla, escuadra, cartabdn

Cinta métrica y “clindmetro” casero para la actividad fuera del aula

Ordenadores en el aula de informatica con acceso a Internet

En cuanto a recursos web, se haran uso de los siguientes:

>

Plataforma Google Classroom para la entrega del cuaderno de clase y otras
actividades evaluables
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» Videollamada a través de Google Meet para que los estudiantes que se
encuentren confinados en casa puedan seguir la clase con normalidad

» Software GeoGebra para acompafiar las explicaciones en la pizarra:
https://www.geogebra.org/classic?lang=en

» Pégina web dedicada al webquest: https://mjmg0024.wixsite.com/website

6.9. Atencion a la diversidad

En el aula, los estudiantes tienen motivaciones e intereses distintos; poseen un estilo de
aprendizaje distinto y también conciben mds o menos facilmente los contenidos
dependiendo de si tienen un significado légico para ellos o no. Ademas, cada alumno
presenta capacidades diferentes ante el proceso de aprendizaje, y el deber de los
docentes es el de atender esta diversidad, con tal de que este proceso sea fructifero
para todos los estudiantes.

Desde la primera sesién de la unidad, el docente estara atento al comportamiento de
cada alumno frente a los contenidos que se presentan. En este caso, los estudiantes
nunca han visto conceptos relacionados con trigonometria y a priori pareceria que
realizar una evaluacion inicial no tiene sentido. Pero el docente puede igualmente
comprobar a través de la interaccion con los alumnos durante las sesiones si éstos
poseen una base sdlida de conocimientos geométricos (sobre angulos y tridngulos
principalmente) previos necesarios para afrontar la nueva unidad con éxito.

Tras sondear qué estudiantes presentan mas dificultades y quiénes menos, y cdmo estos
progresan en mayor o menor medida a lo largo del transcurso de la unidad, el docente
tendra preparada una relacidon de ejercicios y problemas ordenados de menor a mayor
dificultad. Esta relacién de problemas no solamente servird como actividad de refuerzo
para los alumnos que presenten mas dificultades en el aprendizaje; también ofrecerd
actividades de ampliacion y permitird a los alumnos que avanzan mds rdpidamente
proseguir y asentar y reforzar tantos conocimientos como les sea posible. De esta
manera, con esta hoja de ejercicios y problemas cada alumno puede seguir su propio
ritmo de aprendizaje.

Ademas, en todas las actividades en las que sea necesario el trabajo colaborativo, los
grupos seran formados por el docente de forma heterogénea. De esta manera, los
alumnos colaborardn entre si, y los que mas dificultades presentan podran beneficiarse
de los compafieros que mas han avanzado.
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6.10. Temporalizacion

La secuenciacidon de los contenidos de “Matemadticas orientadas a las ensefanzas
académicas” de 42 de la ESO, teniendo en cuenta que el tiempo dedicado a la materia
es de cuatro sesiones semanales, se podria distribuir en las siguientes unidades
didacticas a lo largo del curso escolar:

Tabla 10

Temporalizacion de la asignatura “Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas de 42 de la ESO

TRIMESTRE | BLOQUES UNIDAD DIDACTICA SESIONES
01. Numeros reales 9
Numeros y . . . .

. 02. Polinomios y fracciones algebraicas 9

10 algebra
03. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas 12
04. Funciones. Caracteristicas 8

Funciones
05. Funciones elementales 10
06. Semejanza. Aplicaciones 10
20

Geometria 07. Trigonometria 12
08. Geometria analitica 10
09. Estadistica 10
20 Estadistica y 10. Distribuciones bidimensionales 8
probabilidad 11. Combinatoria 11
12. Calculo de probabilidades 10

De esta manera, se planifican 12 sesiones de la materia para el desarrollo de la unidad
didactica de trigonometria. Cabe destacar que en todas las sesiones en las que se
expliquen y desarrollen contenidos el docente hard uso de manera transversal del
software GeoGebra para acompafiar sus explicaciones. El uso de GeoGebra, tal y como
se vio en el apartado “fundamentacion didactica”, ayuda a los estudiantes a visualizar y
comprender mucho mejor los conceptos de trigonometria a ensefar.

A continuacion, se muestra el desarrollo de cada una de las 12 sesiones, incluyendo
contenidos, criterios de evaluacion, objetivos de la unidad y competencias clave
trabajadas.
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Tabla 11

Sesion 1 de la unidad diddctica

SESION 1: INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA

Desarrollo:

En esta primera sesidn, se introduce una rama de las matemadticas que los estudiantes nunca han visto: la trigonometria. Para despertar
su interés por la unidad didactica en la que van a trabajar, se proyecta el siguiente video en el que se explica cémo se puede calcular
distancia de la Tierra a una estrella de la galaxia mas cercana a nuestro Sistema Solar gracias a la trigonometria:
https://www.youtube.com/watch?v=-CEfHngoxYg

Este video despertara el interés del alumnado por la utilidad y las aplicaciones de la unidad diddctica que estdn a punto de empezar a
descubrir.

Antes de la proyeccién del video, se les entrega a los alumnos una ficha con varias preguntas cortas (ver preguntas de la actividad en
Anexo Il) con un doble propdsito: primero, que presten atencidn al video con tal de encontrar las respuestas, y segundo, que las
respuestas que ellos mismos obtienen sean la base para introducir los primeros conceptos basicos de trigonometria: dngulo, tridngulo
rectangulo, razdn trigonométrica. También servird para hacer una especie de evaluacién inicial de los conceptos previos de geometria y
tridngulos que poseen los alumnos.

Tras visualizar el video y dar respuesta a las preguntas, se comienza con el primer concepto de la unidad: definicidon de dngulo central,
medida de angulos en grados sexagesimales y en radianes, y equivalencia entre ambos. Todas las explicaciones son acompafiadas con
representaciones graficas con el software GeoGebra. En este caso, se muestra lo siguiente:

https://www.geogebra.org/m/drdGmQMz

Para finalizar, se realizan los ejercicios 1.1, 1.2 y 1.3 (ver Anexo ll) para practicar la conversién de angulos entre grados sexagesimales y
radianes.

Contenidos: 1.2,1.3,1.6,1.7,3.1, 3.6

Criterios de evaluacioén: CE.1.2, CE.1.7, CE.3.1,

Objetivos delaUD: 1, 2

Competencias clave: CMCT, CAA
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Tabla 12

Sesion 2 de la unidad diddctica

SESION 2: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO. DEFINICION GEOMETRICA

Desarrollo:

En esta segunda sesidn, se repasa rapidamente lo visto en las preguntas al video de la primera (triangulos rectangulos, razén entre dos
lados, angulo central) y se comienza dando la definicion geométrica de razén trigonométrica. Se establecen las definiciones de seno,
coseno y tangente con ayuda del siguiente recurso en GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/yMrbhkWt

Para que los estudiantes verifiquen por si mismos que los valores de las razones trigonométricas dependen del angulo y no de los lados
del tridngulo, se realiza el ejercicio 2.1 (ver Anexo Il) en el que deben medir seno y coseno de varios triangulos que son semejantes (el
concepto de semejanza ya lo conocen porque lo han visto en la unidad anterior).

A continuacioén, se realizan en clase los ejercicios 2.2 y 2.3 (ver Anexo |l) para practicar con el calculo de razones trigonométricas y se
propone como tarea para realizar en casa el ejercicio 2.4, que es de dificultad ligeramente mayor.

Contenidos: 1.2,1.3, 1.6, 3.1, 3.2, 3.6

Criterios de evaluacion: CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 3

Competencias clave: CMCT, CAA
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Tabla 13

Sesion 3 de la unidad diddctica

SESION 3: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA. DEFINICION ANALITICA

Desarrollo:

En esta tercera sesion, se corrige en la pizarra el ejercicio 2.4 propuesto para hacer en casa. A continuacion, se ofrece otra definicion de
razon trigonométrica: la analitica. Se explica el concepto de circunferencia goniométrica. Tras explicar la definicion analitica (en el caso
del seno de un angulo central a, por ejemplo, es la coordenada y de un punto P(x,y) que se encuentra en el otro extremo del angulo
central), se hace ver la equivalencia entre las definiciones geométrica y analitica. En realidad, el centro de la circunferencia 0, el punto
P y el punto donde la vertical que pasa por P corta al eje de abscisas forman un triangulo rectangulo, y las razones seno y coseno
equivalen a las coordenadas y e x, respectivamente, porque en realidad el valor de la hipotenusa es igual a la unidad por tratarse de
una circunferencia goniométrica. Para visualizar esto, se muestra en GeoGebra lo siguiente:

https://www.geogebra.org/m/yapXUAGm

Visto el concepto de dngulo central en una circunferencia, ya se pueden representar razones trigonométricas dado un angulo en
cualquiera de los cuatro cuadrantes, asi como los signos del seno, coseno y tangente en cada cuadrante.

Para practicar, se realizan los ejercicios 3.1y 3.2 (ver Anexo Il).

Contenidos: 1.2,1.6,1.7, 3.2, 3.6

Criterios de evaluacion: CE.3.1

Objetivos: 3, 6

Competencias clave: CMCT, CAA
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Tabla 14

Sesion 4 de la unidad diddctica

SESION 4: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO CUALQUIERA. RAZONES DE 30°, 45° y 60°. RELACIONES ENTRE RAZONES DE
CIERTOS ANGULOS.

Desarrollo:
Se deducen las razones trigonométricas de 30°,45° y 60° y se establecen relaciones entre razones de ciertos pares de angulos

particulares (suplementarios, complementarios, opuestos).
Se propone como tarea realizar los ejercicios 4.1y 4.2. Este ultimo ejercicio tiene mayor dificultad, pero se presenta al alumnado como

reto para que razonen y apliquen lo aprendido durante esta sesion.

Contenidos: 1.2,1.6,1.7, 3.2, 3.6

Criterios de evaluacion: CE.1.2, CE.3.1

Objetivos: 3, 6

Competencias clave: CMCT, CAA
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Tabla 15

Sesion 5 de la unidad diddctica

SESION 5: RELACIONES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

Desarrollo:
Se pide algun voluntario para salir a la pizarra a corregir el ejercicio 3.3 propuesto para casa del dia anterior.
Tras esto, se presentan y demuestran las siguientes relaciones trigonométricas fundamentales:

sena

sen’a + cos?a = 1 y tga=——
Se usa el siguiente recurso de GeoGebra para la identidad trigonométrica fundamental:
https://www.geogebra.org/m/meadudhg
Y también, se explica cdmo usar la calculadora para obtener valores de distintas razones trigonométricas, asi como el modo que debe
usarse dependiendo de si se trabajan con angulos en grados sexagesimales o en radianes.
Para practicar lo aprendido, se realizan los ejercicios 5.1, 5.2 y 5.3.

Contenidos: 1.2,1.6,1.7, 3.2, 3.6

Criterios de evaluacion: CE.1.2, CE.1.8, CE.1.9, CE.3.1

Objetivos: 4, 7

Competencias clave: CMCT, CAA, CD
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Tabla 16

Sesion 6 de la unidad diddctica

SESION 6: RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Desarrollo:

Esta sesidn y las cuatro siguientes se van a centrar en descubrir las aplicaciones de la trigonometria a través de la realizacién de
problemas que podrian darse en la vida real.

Se comienza con resolucidn de triangulos rectdngulos. Haciendo uso de los conceptos que los estudiantes ya conocen, se propone
como tarea a realizar en clase los problemas 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4.

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6, 3.2, 3.3

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 3,5, 7

Competencias clave: CMCT, CAA

Tabla 17

Sesion 7 de la unidad diddctica

SESION 7: APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA. RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA

Desarrollo:
Ahora, se presentan problemas en los que los triangulos a resolver no son rectangulos. Se explica que cualquier triangulo no rectangulo
puede descomponerse a través de su altura en dos triangulos rectangulos donde si se pueden aplicar razones trigonométricas.
Se presentan estrategias de resolucidn para dos casos de tridngulos oblicuangulos:
i) Conocidos dos lados y un angulo
ii) Conocidos un lado y dos angulos
Tras esto, se proponen para hacer en clase los problemas 7.1y 7.2, y para realizar en casa, los problemas 7.3y 7.4.

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,3.2,3.3

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 3,5, 7

Competencias clave: CMCT, CAA
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Tabla 18

Sesion 8 de la unidad diddctica

SESION 8: WEBQUEST SOBRE APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA (1)

Desarrollo:

Esta sesidn y la siguiente se dedican a trabajar en un webquest disefiado por el docente para que los alumnos descubran aplicaciones
de la trigonometria a través a tres matematicos que influyeron enormemente en lo que hoy conocemos como trigonometria y en la
geometria en general: Tales de Mileto, Eratdstenes de Cirene y Aristarco de Samos. El enlace al webquest es el siguiente:
https://mjmg0024.wixsite.com/website

Esta primera sesidn tiene lugar en el aula de informdtica. Todos los alumnos de la clase son divididos en tres grupos, y a cada grupo se
le asigna un problema del webquest a resolver. Como ayuda, se propone como recurso varios sitios web donde pueden encontrar
informacién muy util para resolver el problema planteado. Asi pues, cada uno de los personajes citados anteriormente y sus
aportaciones a la trigonometria pueden ayudar a los alumnos en la resolucién del problema.

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,3.2,3.3

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 1, 3,5, 8

Competencias clave: CCL, CMCT, CAA, CD
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Tabla 19

Sesion 9 de la unidad diddctica

SESION 9: WEBQUEST SOBRE APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA (11)

Desarrollo:

En la segunda sesion dedicada al webquest sobre aplicaciones de la trigonometria, cada grupo explica al resto de sus compafieros en
una breve exposicion qué matematico y contribucion ha ayudado a resolver el problema, qué esquema han planteado para representar
graficamente el mismo y el proceso de resolucién.

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6, 3.2, 3.3

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 1, 3,5, 8

Competencias clave: CCL, CMCT, CAA, CD

Tabla 20

Sesion 10 de la unidad diddctica

SESION 10: APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA. ACTIVIDAD FUERA DEL AULA

Desarrollo:

En esta Ultima sesidn dedicada a aplicaciones de la trigonometria, se plantea una actividad donde los alumnos deben hallar la altura de
un edificio del centro haciendo solamente uso de cinta métrica y un “clinémetro” casero (ver Ejercicios y problemas de la sesién 11 en
el Anexo IlI).

El enunciado de la actividad se encuentra en el Anexo Il. La clase se divide en 4 grupos de 6 alumnos, y cada grupo debe tomar una
serie de medidas para poder acabar calculando la altura de un edificio.

Contenidos:

Criterios de evaluacion:

Objetivos:

Competencias clave: CCL, CMCT, CAA, SIEP
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Tabla 21

Sesion 11 de la unidad diddctica

SESION 11: REPASO DE LA UNIDAD

Desarrollo:

Esta sesidn previa a la prueba escrita de la unidad se emplea para que los alumnos planteen dudas y para realizar un repaso final. Se
revisaran ejercicios y problemas mas dificultosos para los estudiantes, a eleccion de ellos mismos. Resolucion en la pizarra de uno o
varios problemas “de examen” si queda tiempo tras resolver las dudas. Se proponen para resolver los problemas 11.1, 11.2y 11.3.

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,3.1,3.2,3.3,3.6

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 1,2,3,4,5,6,7,8

Competencias clave: CCL, CMCT

Tabla 22

Sesion 12 de la unidad diddctica

SESION 12: PRUEBA ESCRITA

Desarrollo:

En esta Ultima sesidn de la unidad didactica, se realiza la prueba escrita, con ejercicios y problemas muy similares a los que se han
trabajado en clase.

Los ejercicios y problemas de la prueba se pueden consultar también en el Anexo Il

Contenidos: 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,3.1,3.2,3.3,3.6

Criterios de evaluacion: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE.1.7, CE.1.9, CE.1.10, CE.3.1, CE.3.2

Objetivos: 1,2,3,4,5,6,7,8

Competencias clave: CCL, CMCT, CAA, SIEP
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6.11. Evaluacion

6.11.1. Criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje

En el RD 1105/2014 se pueden encontrar las definiciones de criterios de evaluacion y
estandares de aprendizaje:

e Criterios de evaluacion: son el referente especifico para evaluar el aprendizaje
del alumnado. Describen aquello que se quiere valorar y que el alumnado debe
lograr, tanto en conocimientos como en competencias; responden a lo que se
pretende conseguir en cada asignatura.

e Estandares de aprendizaje evaluables: son especificaciones de los criterios de
evaluacidn que permiten definir los resultados de aprendizaje, y que concretan
lo que el estudiante debe saber, comprender y saber hacer en cada materia;
deben ser observables, medibles y evaluables y permitir graduar el rendimiento
o logro alcanzado. Su disefio debe contribuir y facilitar el disefio de pruebas
estandarizadas y comparables.

A continuacidn, se muestran en la siguiente tabla los criterios de evaluacion y los
estandares de aprendizaje a tener en cuenta para la correcta evaluacién de la Unidad
Did4ctica disefiada:



Tabla 23

Criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje del bloque 1 para evaluar la UD

resultados de los problemas a resolver, valorando su utilidad y
eficacia.

EA.1.2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento
en la resolucion de problemas reflexionando sobre el proceso de
resolucion de problemas.

soluciones obtenidas.

% 2 COMPETENCIAS
ESTANDARES DE APRENDIZAJE CRITERIOS DE EVALUACION CLAVE
Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas
EA'l'.l'l' Expresa verplalmente, de forma razonad'a, el proceso' ., CE.1.1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el proceso
seguido en la resolucién de un problema, con el rigor y la precision . CCL, CMCT
seguido para resolver un problema
adecuada
EA.1.2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).
EA.1.2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona con el
' luci I I .

E:Tezr(; d:esacii;:l:srl?:q:zoz;(;b eerTI]aabora conieturas sobre los CE.1.2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion

e y J de problemas, realizando los calculos necesarios y comprobando las | CMCT, CAA

EA.1.6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

EA.1.6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y
el mundo matematico, identificando el problema o problemas
matematicos que subyacen en él y los conocimientos matematicos
necesarios.

EA.1.6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos sencillos
que permitan la resolucion de un problema o problemas dentro del
campo de las matematicas

EA.1.6.4. Interpreta la solucién matematica del problema en el
contexto de la realidad

EA.1.6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto real,
para valorar la adecuacion y las limitaciones de los modelos,
proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

CE.1.6. Desarrollar procesos de matematizacidn en contextos de la
realidad cotidiana (geométricos) a partir de la identificacién de
problemas en situaciones problematicas de la realidad

CMCT, CAA, CSC,
SIEP




EA.1.7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre
él y sus resultados.

CE.1.7. Valorar la modelizacién matematica como un recurso para
resolver problemas de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y
limitaciones de los modelos utilizados o construidos.

CMCT, CAA

EA.1.8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y aceptacién de la
critica razonada.

EA.1.8.2. Se plantea la resolucién de retos y problemas con la
precision, esmero e interés adecuados al nivel educativoy a la
dificultad de la situacidn

EA.1.8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la actitud
adecuada para cada caso.

EA.1.8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacién, junto con
habitos de plantear/se preguntas y buscar respuestas adecuadas,
tanto en el estudio de los conceptos como en la resolucion de
problemas

CE.1.8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al
guehacer matematico

CMCT

EA.1.9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucién de
problemas, de investigacion y de matematizacién o de modelizacion,
valorando las consecuencias de las mismas y su conveniencia por su
sencillez y utilidad.

CE.1.9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion de
situaciones desconocidas.

CMTC, CAA, SIEP

EA.1.10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los procesos
desarrollados, valorando la potencia y sencillez de las ideas claves,
aprendiendo para situaciones futuras similares.

CE.1.10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de
ello para situaciones similares futuras.

CMCT, CAA, SIEP

EA.1.11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el proceso
seguido en la solucion de problemas, mediante la utilizacion de
medios tecnoldgicos.

EA.1.11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas
tecnoldgicas interactivas para mostrar, analizar y comprender
propiedades geométricas.

CE.1.11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma
auténoma, realizando calculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando situaciones
matematicas mediante simulaciones o analizando con sentido
critico, situaciones diversas que ayuden a la comprensién de
conceptos matematicos o a la resolucion de problemas.

CMCT, CD, CAA
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Tabla 24

Criterios de evaluacion y estdndares de aprendizaje del bloque 3 para evaluar la UD

2 2 COMPETENCIAS
ESTANDARES DE APRENDIZAJE CRITERIOS DE EVALUACION CLAVE
Bloque 3. Geometria
CE.3.1. Utilizar las unidades
EA.3.1.1. Utiliza conceptos y angulargs del s.|stema rT\etrlco
. . o sexagesimal e internacional y las
relaciones de la trigonometria basica relaciones v razones de la
para resolver problemas empleando y CMCT, CAA

trigonometria elemental para
resolver problemas
trigonométricos en contextos
reales.

CE.3.2. Calcular magnitudes
efectuando medidas directas e
indirectas a partir de situaciones
reales, empleando los CMCT, CAA
instrumentos, técnicas o formulas
mas adecuadas y aplicando las
unidades de medida.

medios tecnoldgicos, si fuera preciso,
para realizar los célculos.

EA.3.2.2. Resuelve tridngulos
utilizando las razones
trigonométricas y sus relaciones.

6.11.2. Criterios de calificacion

El establecimiento de los criterios de calificacién se llevard a cabo ponderando los
distintos escenarios en los que el alumnado va a demostrar sus capacidades,
conocimientos y habilidades, observables y evaluables a través de diferentes
instrumentos de evaluacién. La siguiente tabla muestra la ponderacién de cada prueba

y aspectos evaluables de la unidad:

Tabla 25

Criterios de calificacion de la unidad diddctica

Criterio de calificacion Ponderacion
Prueba escrita con ejercicios y problemas similares a los que se han trabajado
durante el desarrollo de la unidad didactica. Se dard mayor peso a los

. 60%
procesos frente a los resultados, valorando los razonamientos acertados.
Cada ejercicio de la prueba ird acompafiado de su puntuaciéon maxima.
Cuaderno de clase, que incluira las actividades trabajadas en la unidad
corregidas por el propio estudiante. También se valorard el orden y la 10%
limpieza.
Actitud del alumno: Participacidn, interés por la materia, esfuerzo general y 10%

capacidad de trabajo en equipo
Evaluacion del webquest y valoracién del trabajo colaborativo 10%
Actividad evaluable fuera del aula

10%




Las rubricas de evaluacion empleadas para otorgar una calificacién a cada criterio se
pueden encontrar en el Anexo lll del presente trabajo.

6.12. Plan de contingencia

En caso de que la situacion sanitaria obligara a los centros docentes a reducir o eliminar
por completo la presencialidad de los estudiantes en las aulas durante el desarrollo de
la unidad, se tendrian en cuenta las dos modalidades de ensefanza siguientes:

e Modalidad de ensefianza hibrida. En este escenario mixto, la mitad del grupo
atenderia presencialmente a las clases y la otra mitad de manera remota a través
de la plataforma Google Meet. Se usaria una cdmara para que los estudiantes
que estan en casa pudieran seguir las explicaciones en pizarra y se compartiria
pantalla a través de la videollamada de Google Meet para que siguieran las
exposiciones con GeoGebra. En cuanto a las actividades, todas las planteadas
podrian realizarse sin obstaculo alguno a excepcion de la actividad fuera el aula.
En este caso, la mitad del grupo presente en el aula realizaria la actividad en el
espacio temporal correspondiente a media sesién, y con la otra mitad se
procederia de la misma manera en la semana siguiente.

e Modalidad de ensefianza totalmente virtual. En este escenario, todos los
estudiantes se encontrarian en casa siguiendo las clases de manera remota. El
docente utilizaria una tableta para impartir los contenidos que haria las veces de
pizarra blanca. En cuanto a ejercicios problemas y actividades, podrian llevarse
todas a cabo a excepcidn de la actividad fuera del aula. En este escenario, el
docente recopilaria una serie de problemas y ejercicios del libro de texto u otras
fuentes, y la sesidn seria dedicada a realizar estos ejercicios y problemas con
GeoGebra.
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7. Conclusiones

Con la realizaciéon de este TFM se ha pretendido alcanzar todos los objetivos planteados
al principio de este trabajo. Todos los conocimientos adquiridos a lo largo del Mdster en
Profesorado de Educacidn Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional
y Ensefianza de Idiomas han sido plasmados en el presente documento, que ha sido
culminado con el disefio de una unidad didactica de trigonometria de la asignatura
“Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas” de 42 de la ESO.

Al comienzo, el andlisis de los libros de texto desveld que las unidades de trigonometria,
aunque ricas en cantidad y diversidad de ejercicios y problemas, fomentaban mas bien
una metodologia transmisiva, donde los alumnos no tienen espacio en practicamente
ningun momento para construir su propio conocimiento a partir de la experimentacién
y la investigacion, y donde las actividades que requieren trabajo colaborativo por parte
de los estudiantes no existen. Por ello, en la unidad didactica elaborada posteriormente,
dos sesiones son integramente dedicadas a la investigacidon sobre aplicaciones de la
trigonometria a través de un webquest especialmente disefiado para la unidad, y una
sesion es dedicada a una actividad fuera del aula, con el fin de hacer la trigonometria
mas practica y menos abstracta. Estas dos actividades también estan basadas en el
trabajo en grupo, que resulta ser una pieza clave en el proceso de ensefianza-
aprendizaje y que interviene de manera fundamental en el desarrollo de varias

competencias clave.

Mas tarde, la busqueda de trabajos de otros autores, que han realizado investigaciones
sobre la didactica de la trigonometria, aportd también informacién muy importante. Por
una parte, las multiples definiciones que dentro de un mismo grupo de alumnos podian
entenderse para el concepto de razén trigonométrica y la confusiéon que se podia
generar como consecuencia de ello. Y por otro, el hecho de que numerosos estudios
recalcaran la importancia de usar SGD como GeoGebra a la hora de impartir contenidos
relacionados con trigonometria y con cualquier tema perteneciente al bloque de
geometria en general. Es por ello que, al comienzo de la unidad didactica, se hace
hincapié en las definiciones geométrica y analitica del concepto de razén
trigonométrica, con tal de que el alumnado sepa diferenciar claramente ambas. Y
también, de manera transversal a lo largo de toda la unidad, se hace uso de GeoGebra
para acompanar las explicaciones y los diferentes ejemplos y ejercicios propuestos en
cada sesion.

Finalmente, tras sentar las bases con las fundamentaciones curricular, epistemolégica y
didactica, se ha procedido al disefio y desarrollo de la unidad didactica de trigonometria
de 42 de la ESO. Esta unidad ofrece una serie de actividades que han sido
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cuidadosamente elegidas para que los estudiantes consigan desarrollar las
competencias y capacidades requeridas en esta etapa educativa; combina metodologias
tradicionales e innovadoras a fin de que los alumnos muestren interés y motivacion y
las sesiones no resulten monétonas; persigue un aprendizaje significativo por parte del
alumnado, y también atiende a la diversidad en el aula con tal de que todos los
estudiantes completen un minimo de objetivos de la unidad diddactica. El trabajo
dedicado al disefio de la unidad se ha dirigido a que los estudiantes en el aula no
encuentren las matematicas mondtonas, dificiles y abstractas, sino amenas, de facil
comprensidn y con aplicaciones utiles en la vida real, con el fin de que aumente su
interés y su motivacion por la materia y por las materias de ciencias en general, que,
atendiendo a las estadisticas, cada vez se encuentran menos pobladas en niveles

educativos superiores.
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Anexo |. Objetivos de etapa y del drea de matematicas

Objetivos de etapa

El articulo 23 de la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad

educativa, establece que la Educacién Secundaria Obligatoria contribuira a desarrollar

en el alumnado los saberes, las capacidades, los habitos, las actitudes y los valores que

les permitan alcanzar los siguientes objetivos:

a)

b)

d)

e)

f)

g)

h)

Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demads, practicar la tolerancia, la cooperacién y la solidaridad entre
las personasy grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos
como valores comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de
la ciudadania democratica.

Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en
equipo, como condicidn necesaria para una realizacién eficaz de las tareas del
aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y
oportunidades entre ellos. Rechazar los estereotipos que supongan
discriminacion entre mujeres y hombres.

Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y
en sus relaciones con los demads, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de
cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los
conflictos.

Desarrollar destrezas basicas en la utilizacion de las fuentes de informacion para,
con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacion
basica en el campo de las tecnologias, especialmente las de la informacion vy la
comunicacion.

Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura
en distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar
los problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.
Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Comprender y expresar correctamente, de manera oral y escrita, en la lengua
castellana, y si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Autonoma,
textos y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el
estudio de la literatura.

Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera
apropiada.
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j)

k)

Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la culturay la historia propias
y de los demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.

Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar
las diferencias, afianzar los hdbitos de cuidado y salud corporales e incorporar la
educacion fisica y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y
social. Conocer y valorar la dimensién humana de la sexualidad en toda su
diversidad.

Apreciar la creacidén artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresion y
representacion.

Objetivos del area de matematicas

La Orden de 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a

la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia, establece

que la ensefanza de las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas en la

Educacién Secundaria Obligatoria en Andalucia contribuird a desarrollar en los alumnos

y las alumnas las capacidades que les permitan:

1.

Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje y modos de argumentacion la racionalidad y las formas de expresion y
razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y
tecnoldgicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar
los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de medida,
realizar el analisis de los datos mediante el uso de distintas clases de nimeros y
la seleccidn de los cdlculos apropiados a cada situacién.

Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos, graficos,
calculos, etc.) presentes en los medios de comunicacién, Internet, publicidad u
otras fuentes de informacién, analizar criticamente las funciones que
desempeiian estos elementos matemadticos y valorar su aportacién para una
mejor comprension de los mensajes.

Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la
imaginacion.
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10.

11.

Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas (calculadora,
ordenador, dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar
calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de indole diversa
y también como ayuda en el aprendizaje.

Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matematica, tales como Ia
exploracidn sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad
para modificar el punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucién de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcion
del andlisis de los resultados y de su cardcter exacto o aproximado.

Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos
creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.
Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van
adquiriendo desde las distintas dreas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto
desde un punto de vista histérico como desde la perspectiva de su papel en la
sociedad actual, apreciar el conocimiento matemdtico acumulado por la
humanidad y su aportacién al desarrollo social, econdmico y cultural.
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Anexo Il. Ejercicios, problemas y actividades de la unidad didactica

Ejercicios y problemas de la sesion 1
Actividad video “Aplicaciones de la trigonometria”

e (A qué se debe el fendmeno del “paralaje”?

e (Qué tipo de triangulo se forma entre la Tierra, el Sol y la estrella de Alfa
Centauri?

e (A través de qué se relaciona la distancia de la Tierra — Sol con el dngulo que se
forma?

e (A qué distancia se encuentra la estrella de Alfa Centauri de la Tierra?

Ejercicio 1.1. (Colera et al., 2016)
Pasa a radianes los siguientes angulos:
a) 25° b) 100° c) 150° d) 250°

Expresa el resultado en funcién de m y, luego, en forma decimal. Por ejemplo: 180° =
nwrad = 3,14 rad.

Ejercicio 1.2. (Colera et al., 2016)

Pasa a grados sexagesimales los siguientes angulos:

a) 0,5 rad b) 1,5 rad c) grad

d) %rad e) 4,8 rad f) 3mrad

Ejercicio 1.3 (Alcaide et al., 2016)

Las medidas de dos de los angulos de un triangulo ABC son A = 40°y B = 1,54 rad.

Calcula en grados y en radianes la medida del angulo C.

Ejercicios y problemas de la sesion 2
Ejercicio 2.1. (Elaboracién propia)

El docente pide a los alumnos que dibujen varios tridngulos rectangulos semejantes
siguiendo el teorema de Tales (visto en la unidad anterior de semejanza):

1) Se trazan dos lineas no paralelas r y r’ que partan de un mismo vértice:
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Figura 52. Lineas no paralelasry r'

2) A continuacidn, se dibujan varias lineas paralelas verticales que corten a las dos
lineas iniciales:

e

//

Figura 53. Formacion de triangulos rectdngulos semejantes haciendo uso del teorema de Tales

Tras esto, se pide a los alumnos que calculen las razones trigonométricas del seno vy el
coseno midiendo cada uno de los segmentos correspondientes de los triangulos. Asi,
descubriran que el valor de la razén trigonométrica es el mismo para todos
(aproximadamente), y que no depende de los lados del tridngulo y si del angulo a:
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1

Figura 54. Razones trigonométricas de

Ejercicio 2.2 (Alcaide et al., 2016)

Indica la razén trigonométrica que relaciona el angulo y los lados indicados y calculala
para cada uno de los siguientes tridngulos rectangulos:

Btm[\‘\ 9cm 21cm
¢ b

15tm 15 em % cm

Figura 55. Tridngulos del enunciado del ejercicio 2.2 (Alcaide et al., 2016)

Ejercicio 2.3 (Alcaide et al., 2016)

Calcula las razones trigonométricas de los dangulos agudos en estos tridngulos
rectangulos:

a) Catetob = 28 cm, catetoc =45cm
b) Hipotenusaa = 73 ¢cm, catetob = 48 cm
c) Hipotenusaa = 15 cm, catetoc = 12 cm

Ejercicio 2.4 (Colera et al., 2016)

Calcula las razones trigonométricas de los angulos 4, C, ABD y CBD.
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16 cm

Figura 56. Tridngulo del enunciado del ejercicio 2.4 (Colera et al., 2016)

Ejercicios y problemas de la sesion 3
Ejercicio 3.1 (Colera et al., 2016)
Indica en qué cuadrante se encuentra cada uno de los angulos a, 5,y y 6:

a) sena<0ytga>0
b) cosf>0ytgpB <0
c) seny<0ycosy <0
d) cosd >0ysend <0

Ejercicio 3.2 (Colera et al., 2016)

Justifica en qué cuadrante estd a, en cada caso, y calcula las restantes razones
trigonomeétricas:

a)sena=§;a<90° b)cosa=§;a>270°

c)tga =3; a > 180° d)cosaz—%;a<180°

Ejercicios y problemas de la sesion 4
Ejercicio 4.1 (Alcaide et al., 2016)
Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos:

a) sen 300°
b) cos(—330°)
c) tg (—480°)

Ejercicio 4.2 (Alcaide et al., 2016)

Con ayuda de la figura, indica las relaciones que se dan entre las razones trigonométricas
de los dangulos ¢ y 90 + a.
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Figura 57. Hallar las relaciones entre las razones trigonométricas de los dngulos a y 90 + «

Ejercicios y problemas de la sesion 5
Ejercicio 5.1 (Colera et al., 2016)

Teniendo en cuenta que tg 45° = 1, deduce el valor de sen 45°y cos 45° mediante el
uso de las relaciones fundamentales.

Ejercicio 5.2 (Colera et al., 2016)

Calcula el seno y la tangente de un angulo cuyo coseno vale 0,8, empleando las
relaciones trigonométricas fundamentales.

Ejercicio 5.3 (Alcaide et al., 2016)

Demuestra las siguientes igualdades haciendo uso de las relaciones trigonométricas
fundamentales:

1
a) |———=cosa
1+tg2a

senaxcosa
—— —— =1-—sen’a

b)

tg a
) (1+tg?a)cos?a=1
Ejercicios y problemas de la sesiéon 6

Problema 6.1 (Colera et al., 2016)

Calcula la altura de una torre sabiendo que su sombra mide 13 m cuando los rayos del
sol forman un angulo de 50° con el suelo.
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50°

13m

Figura 58. Altura de la torre del problema 6.1 (Colera et al., 2016)
Problema 6.2 (Colera et al., 2016)

Una escalera de 4 m esta apoyada en una pared. ¢Qué angulo forma la escalera con el
suelo si su base estd a 2 m de la pared?

2m

Figura 59. Angulo de la escalera del problema 6.2 (Colera et al., 2016)

Problema 6.3 (Colera et al., 2016)

Una cometa estd sujeta al suelo mediante un hilo que mide 50 m y que forma con la
horizontal un angulo de 60°. ¢ A qué altura esta la cometa?

Problema 6.4 (Colera et al., 2016)

Calcula el perimetro y el drea de un tridngulo isésceles en el que el angulo desigual mide
72° y la medida del lado opuesto a ese angulo es de 16 m.

Ejercicios y problemas de la sesion 7
Problema 7.1. (Colera et al., 2016)

Calcula la altura h y el area de los siguientes triangulos:
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D A 13 cm C
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A 32 cm .
Figura 60. Tridngulos oblicudngulos del problema 7.1 (Colera et al., 2016)
Problema 7.2 (Colera et al., 2016)

Halla, en cada tridngulo, la altura y el lado desconocido:

Figura 61. Tridngulos oblicudngulos del problema 7.2 (Colera et al., 2016)

Problema 7.3 (Colera et al., 2016)

Desde un acantilado a 20 m sobre el nivel del mar, se observa un helicéptero en practicas
de salvamento.

Una persona desciende verticalmente hasta un barco en el que alguien esta en peligro.
Si los angulos de observacién son de 75° para el helicdptero y de 38° para el barco,
¢cudnto medird el cable que va desde el helicéptero al barco?

Figura 62. Esquema del problema 7.3 (Colera et al., 2016)

Problema 7.4 (Alcaide et al., 2016)

Para que una antena permanezca vertical se le han colocado dos anclajes en el suelo a
ambos lados y alineados con su base. La distancia entre los anclajes es de 40 m y si se
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observa la parte mas alta de la antena desde cada uno de ellos, los dngulos de elevacién
son de 30°y 60°, respectivamente. Halla la altura de la antena.

60" 309

40 m

Figura 63. Esquema del problema 7.4 (Alcaide et al., 2016)

Problemas planteados en el webquest sobre aplicaciones de la trigonometria

Problema 8.1 (Elaboracién propia)

Problema 8.2 (Elaboracién propia)

Problema 8.3 (Elaboracion propia)

Los problemas se pueden consultar en la propia pagina creada para la actividad:

https://mjmg0024.wixsite.com/website

Actividad de la sesion 10

A continuacién, se presenta el enunciado de la actividad que se entrega en un folio a

cada alumno:

UNIDAD 7: TRIGONOMETRIA

Calculo de la altura de un edificio con la ayuda de un clinémetro

La tarea que se propone a continuacion realizard en grupos colaborativos de 6 alumnos.

La actividad es muy sencilla. Saldremos al patio del instituto y tomaremos varias medidas
que nos ayuden a calcular haciendo uso de la trigonometria la altura del edificio
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principal. Aunque parezca dificil, es bastante sencillo. Solamente necesitdis calculadora,
boligrafo, esta ficha, una cinta métrica y vuestro propio clindmetro casero.

C

B a
A d B x

Para ello, vamos a sequir los siguientes pasos:

1. Mide la distancia que hay desde el suelo hasta tus ojos.

2. Mide el dngulo de elevacion (a) hasta la parte superior del edificio cuya altura h
queremos calcular con ayuda de tu clindmetro.

3. Aléjate los metros que consideres oportunos (al menos 5 m) y vuelve a medir el
dngulo de elevacion (B) con el clindmetro.

4. Estos tres pasos los repetird cada miembro del grupo. Realizaréis los cdlculos
necesarios y los resultados los iréis anotando en la siguiente tabla:

Altura hasta
Alumno/a los ojos (2 a
decimales)

Me alejo
distancia d

oV IwINIE

5. Con esos valores, cada alumno/a debe plantear un problema de doble
observacion y calcular la altura hy con 2 decimales de precision (los cdlculos
debéis entregdrmelos cada miembro del grupo en folio aparte).

Cuando cada integrante del grupo calcule h,, deberd calcular la altura del edificio h, que
es la suma h = hy + altura hasta los ojos.

Altura h = h; + altura
hy (2 hasta los i
Alumno/a ) . hasta los ojos (2
decimales) ojos (2 decimal
decimales) ecimales)
1.
2.
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6. Finalmente, la solucion serd la media aritmética (usando los decimales
aproximados) de los resultados de la ultima columna de la tabla anterior
obtenidos por los miembros del grupo.

Solucién

Media aritmética:

Nota: la calificacion de la actividad seréd comun para todos los componentes del grupo

Figura 64. Clindmetro casero para medir angulos en la actividad fuera del aula
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Ejercicios y problemas de la sesién 11

Problema 11.1 (Alcaide et al., 2016)

Calcula el drea y el volumen del siguiente cuerpo geométrico:

Figura 65. Cuerpo geométrico del problema 11.2 (Alcaide et al., 2016)

Problema 11.2 (Colera et al., 2016)

Para calcular la altura del edificio, PQ, se han medido los dngulos que indica la figura. Se
sabe que hay un funicular para ir de S a @, cuya longitud es 250 m. Halla la altura del
edificio.

Figura 66. Esquema del problema 11.1 (Colera et al., 2016)

Problema 11.3 (Colera et al., 2016)

Un avion P vuela entre dos ciudades A y B que distan entre si 50 km. Desde el avién se

miden los angulos PAB = 20°y PBA = 30°. ¢ A qué altura estd el avion?

Prueba escrita de la unidad
Ejercicio 1 (1 punto) (elaboraciéon propia)

Expresa mediante una férmula la definicion geométrica de las razones trigonométricas
seno, coseno y tangente de un dangulo agudo. Apdyate en un dibujo para dar la definicién
de cada una.
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Ejercicio 2 (1 punto) (elaboracion propia)
Sin calcular su valor, indica el signo de las siguientes razones trigonométricas:

a) cos 120° b) sen 100° c) tg300° d) cos 395° e)sen 700°

Ejercicio 3 (1,5 puntos) (Alcaide et al., 2016)

La hipotenusa y uno de los catetos de un tridangulo rectangulo miden 20 y 16 cm
respectivamente. ¢ Cudles son las razones trigonométricas de su dngulo agudo de menor

amplitud?

Ejercicio 4 (1,5 puntos) (Colera et al., 2016)
Usando las relaciones fundamentales, demuestra estas igualdades:

a) (sena +cosa)?+ (sena —cosa)? = 2

b) 1

(sen a)3+sen a-(cosa)?
sena

o (1+tg?a)=

(cosa)?

Problema 1 (1,5 puntos) (Colera et al., 2016)

Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, A y B, que distan entre si 10 km
orientan sus antenas hacia el punto donde esta la emisora. Estas direcciones forman con
AB dangulos de 40° y 65°. ¢ A qué distancia de A y B se encuentra la emisora?

B

40° 657

10 km

Figura 67. Esquema del problema 1 de la prueba escrita

Problema 2 (1,5 puntos) (elaboracién propia)

Desde un punto del suelo se ve la cima de una colina bajo un angulo de 60°. Si nos
aproximamos al pie de la colina 20 m, la vemos ahora bajo un dngulo de 45°. Calcula la

altura de la colina.
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Problema 3 (2 puntos) (Alcaide et al., 2016)

Dado el siguiente trapecio rectangulo:

Figura 68. Trapecio rectdangulo del problema 3 de la prueba escrita

a) Halla la longitud del segmento AB (0,5 puntos)
b) Halla la altura del triangulo BCD (0,5 puntos)
c) Calculala altura de los 4 lados del trapecio (0,5 puntos)

d) Calcula el drea del trapecio (0,5 puntos)
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Anexo Ill. Rubricas de evaluacion

Tabla 26

Rubrica para la evaluacion de la prueba escrita

Excelente (9-10)

Bueno (7-8)

Adecuado (5-6)

Mejorable (1-4)

Ponderacion

Valoracion

Presentacion

La prueba respeta todos
los elementos de
presentacion

La prueba respeta casi
todos los elementos de
presentacion

La prueba respeta
bastantes de los elementos
de presentacion

La prueba respeta poco
los elementos de
presentacion establecidos

establecidos (margenes | establecidos establecidos (méargenes (margenes legibilidad, 10%
legibilidad, limpieza y (margenes legibilidad, legibilidad, limpieza y limpieza y orden).
orden). limpieza y orden). orden).
El texto esta escrito El texto contiene algun El texto presenta varios El texto presenta varios
) correctamente. error ortografico no errores ortograficos no errores ortograficos 10%
Ortografia significativo. significativos o algun error | significativos para su 0
significativo. etapa educativa.
Demuestra buen Demuestra dominio del Demuestra dominio medio | Demuestra dominio bajo
dominio del contenido contenido requerido y lo del contenido requerido y del contenido requerido y
Contenido requerido y lo expresa expresa por escrito de lo expresa por escrito de lo expresa con diversos 10%
por escrito de forma forma coherente. con algun error. errores.
coherente.
Aplica los calculos de Aplica los calculos de Aplica los célculos de No aplica los célculos de
forma correcta sin forma correcta sin forma correcta sin cometer | forma correcta ya que
cometer errores cometer errores errores aritméticos ni comete algun error
aritméticos ni algebraicos| aritméticos ni algebraicos | algebraicos ayudandose, aritmético o algebraico o la
Proceso de ayudandose, si es ayudandose, si es si es necesario, de férmula o férmulas que
resolucion y necesario, de formulas necesario, de formulas féormulas vistas en clase, utiliza no es correcta
solucion final vistas en clase, de forma | vistas en clase, y llegaa | pero no interpreta el 70%

ordenada para llegar a la
solucién correcta y/o a su
interpretacion.

la solucién correcta y/o a
su interpretacién, pero no
lo hace de forma
ordenada.

resultado obtenido
relacionandolo con la
solucién correcta.

VALORACION FINAL




Tabla 27

Rubrica para la evaluacion del cuaderno de clase

Excelente (9-10)

Bueno (7-8)

Adecuado (5-6)

Mejorable (1-4)

Ponderaciéon

Valoracion

El cuaderno respeta
todos los elementos de

El cuaderno respeta casi
todos los elementos de
presentacion establecidos

El cuaderno respeta
bastantes de los
elementos de

El cuaderno respeta
poco
los elementos de

Presentacién presentacion establecidos . X presentacion establecidos| presentacion 20%
. - S (titulo, margenes . X . .
(titulo, margenes legibilidad, leqibilidad (titulo, margenes establecidos (titulo,
limpieza y orden). €gIo ' legibilidad, margenes legibilidad,
limpieza y orden). 2 LS
limpieza y orden). limpieza y orden).
El texto esta escrito El texto presenta un
; correctamente, sin El texto esta escrito con El texto presenta dos o volumen importante
Ortografia errores unerror ortogréfico. treserrores ortogréficos. | de 10%
ortograficos. errores ortogréaficos.
Demuestra un gran Demuestra un buen
o e Demuestra un Demuestra poco
conocimiento del tema conocimiento del tema e e
ey conocimiento conocimiento del tema,
tratado, tratado, ajustandose a la . B’
o - = parcial del tema tratado, | el cuaderno no esta
: ajustédndose a la actividad actividad encomendada y
Contenido de acuerdo con las completo y no hay 70%

encomendada, y de acuerdo
con las fuentes utilizadas, y
los ejercicios y problemas
estan corregidos.

de acuerdo con las
fuentes, y los ejercicios y
problemas estan
corregidos

fuentes utilizadas, y solo
estan corregidos algunos
ejercicios y problemas

ningun ejercicio ni
problema corregidos

VALORACION FINAL
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Tabla 28

Rubrica para la evaluacion de la actitud personal

Excelente (9-10) Bueno (7-8) Adecuado (5-6) Mejorable (1-4) Ponderacion | valoracion
Hace uso de sus recursos | Hace uso de sus recursos Hace uso de sus recursos Necesita supervision
personales para el personales para el desarrollo personales para el constante y ayuda
Autonomiay | desarrollo de las de las actividades y las tareas desarrollo de las para la realizacion de 10%
confianza actividades y las tareas propuestas superando las actividades y las tareas Sus tareas.
propuestas superando las | dificultades de manera propuestas superando las
dificultades. habitual. dificultades con alguna
ayuda.
Sabe utilizar sus Utiliza generalmente sus Utiliza generalmente sus Manifiesta una
Gestion sent@mie;ntos y emociones, sent?migntos y emociones, sent@mie;ntos y emociones, inadecu_ad_a gestién de
e gestionandolos para gestionandolos para resolver gestionandolos para los se_nt|m|entos y 20%
resolver adecuadamente adecuadamente las resolver aveces las emaociones, no
las dificultades. dificultades. dificultades. permitiéndole resolver
sus
situaciones y
problemas.
Mantiene siempre una Generalmente mantiene una A veces mantiene una Mantiene
Actitud actitud respetuosa y actitud respetuosa y actitud respetuosa y habitualmente una
respetuosay | responsable, razonando el | responsable, razonando el responsable, razonando actitud poco 2504
responsable | sentido del compromiso sentido del compromiso el sentido del compromiso | respetuosay
respecto a uno mismoy a | respecto a uno mismoy alos respecto a uno mismoy a responsable,con
los demas. demas. los demas. dificultades para
comprometerse.
Correccion Presenta sus tareas de Presenta sus tareas de manera | A veces presenta sus Gener_almente
en la manera ordenaday ordenada y legible con alguna tareas de manera necesn_a_l,ma -
presentacion Ieg|ple de manera ayuda. ordenada y legible. supervision constante €
auténoma. para presentar las
tareas
ordenadas y legibles.
Concluye sus tareas Concluye sus tareas Concluye sus tareas dentro | Concluye alguna
Conclusioén correctamente y dentro de correctamente y dentro de los delos plazos con alguna tarea si se re.a}liza
del trabajo los plazos estlmadps, plazos estimados. ayuda para su una supervision 25%
mostrando una actitud consecucion. constante.
positiva hacia el trabajo.

VALORACION FINAL
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Tabla 29

Rubrica para la evaluacion del webquest

Excelente (9-10)

Bueno (7-8)

Adecuado (5-6)

Mejorable (1-4)

Ponderacion

Valoracion

El esquema es muy preciso
y reproduce fielmente la

El esquema es preciso y

El esquema ofrece una
idea mas o menos clara

El esquema es erréneo
y no puede ser de

. g da una idea clara de lo . 25%
Esquema situacién planteada por el de lo que se plantea pero | ayuda en la resolucion
que plantea el problema. ;
problema. €S pOoco preciso. del problema.
Aplica los calculos de Aplica los calculos de Aplica los calculos de
forma correcta sin cometer forma correcta sin cometer| forma correcta sin cometer . .
A : AP : NP . No aplica los célculos
errores aritméticos ni errores aritméticos ni errores aritméticos ni
. p | ) . p de forma correcta ya
algebraicos ayudandose, algebraicos ayudandose, | algebraicos ayudandose, que comete algun error
Proceso de si es necesario, de si es necesario, de si es necesario, de P . 250
! iy ; . . . . aritmético o algebraico
resoluciény férmulas vistas en clase, férmulas vistas en clase, y | formulas vistas en clase, < .
RN . . o la formula o formulas
solucion final de forma ordenada para llega a la solucién correcta| pero no interpreta el que utiliza no es
llegar a la solucién y a su interpretacion, pero | resultado obtenido correcta
correctay asu no lo hace de forma relacionandolo con la
interpretacion. ordenada. solucién correcta.
Expone/presenta los No es capaz de
principales hallazgos de la ) p
, , ) . . . realidad ninguna
Busqueda de la | busqueda y tratamiento de la | Realiza valoraciones y Realiza alguna interpretacion o realiza
informacién y informacion realizado de emite juicios sobre la interpretacion sobre la alguna con ayuda del 250
exposicion oral | manera clara, rigurosa 'y informacion obtenida. informacion obtenida. y
docente u otro
coherente respecto a los ~
; compafiero/a.
datos obtenidos.
. Forma parte de las No forma parte o
Forma parte activa de las Forma parte de las ormap . P
S . S . dindmicas establecidas forma parte de las
. . dinamicas establecidas por dindmicas establecidas por . L
Trabajo en equipo por el grupo, y realiza dindmicas .
el grupo, generando el grupo, generando 25%

y participacion

propuestas que mejoran el
aprendizaje cooperativo.

propuestas que mejoran el
aprendizaje cooperativo.

alguna propuesta para
mejorar el aprendizaje
cooperativo.

establecidas por el
grupo con la ayuda
del docente.
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Tabla 30

Rubrica para la evaluacion de la actividad fuera del aula

Excelente (9-10)

Bueno (7-8)

Adecuado (5-6)

Mejorable (1-4)

Ponderacién

Valoracion

Trabajo en equipo y

Forma parte activa de las
dinamicas establecidas por el
grupo, generando propuestas

Forma parte de las
dinamicas establecidas
por el grupo, generando

Forma parte de las
dinamicas establecidaspor
el grupo, y realiza alguna

No forma parte
o forma parte
de las

participacion gue mejoran el aprendizaje propuestas que mejoran | propuesta para mejorar el dinamicas 60%
cooperativo. el aprendizaje aprendizaje establecidas
cooperativo. cooperativo. por el grupo
con la ayuda
del docente.
Aplica los calculos de forma Aplica los calculos de Aplica los calculos de No aplica los
correcta sin cometer errores forma correcta sin forma correcta sin célculos de
aritméticos ni algebraicos cometer errores cometer errores forma correcta
Proceso de ayudandose, si es nhecesario, aritméticos ni aritméticos ni algebraicos ya que comete
resolucién y de férmulas vistas en clase, de | algebraicos ayudandose, si es algun error 40%
solucion final forma ordenada para llegar a la | ayudandose, si es necesario, de férmulas aritmético o
solucién correctay a su necesario, de formulas vistas en clase, pero no algebraico o la
interpretacion. vistas en clase, y llega a | interpreta el resultado férmula o
la solucién correcta 'y a obtenido relacionandolo férmulas que
su interpretacion, pero con la solucién correcta. utiliza no es
no lo hace de forma correcta.

ordenada.
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