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1. Introduccion

El presente trabajo culmina el Master Universitario en Profesorado de Educacién
Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacidn Profesional y ensefanza de Idiomas.
Con él se pretende llevar a la practica lo aprendido mediante la busqueda de recursos
para la docencia y el posterior disefio de una unidad didactica.

Los contenidos en torno a los que se conforma el trabajo son la derivacién.
Contextualizaremos estos contenidos en la asignatura de Matematicas | de 12 de
bachillerato. Es en este curso donde el alumnado tiene su primer contacto con las
derivadas. Esto es una dificultad afiadida y, a su vez, una motivacion extra para intentar
presentar los contenidos de la manera mas interesante posible. Una de las razones por
las que se ha elegido este curso es debido a que el desarrollo de las practicas docentes
ha tenido lugar, en gran parte, en un primero de bachillerato. Esto ha sido un aliciente
mas para la eleccién de curso.

La primera parte del presente trabajo estd dedicada al estudio -curricular,
epistemoldgico y didactico de la derivacién:

o En el estudio del curriculum se comenzard haciendo una comparativa de la
estructuracién de las derivadas en el curriculum entre los documentos oficiales,
BOJA (n2 145, Orden de 14 de julio de 2016), y el libro de texto, ANAYA (2016). A
continuacion, se hard un andlisis de la evolucion del libro de texto comparando
dos ejemplares pertenecientes a dos leyes educativas distintas: el libro de texto
de la editorial Santillana (1976), del sistema educativo de la LGE, y del libro de
texto de la editorial Anaya (2013), de la LOE.

o En la fundamentacién epistemoldgica se desarrollaran los contenidos
curriculares con cierta profundidad y rigor matematico. Tras una breve
introduccion historica se hara un repaso de los contenidos de las derivadas
tomando como guion el tema 26 de las oposiciones para profesor de
matematicas, que consta de los siguientes contenidos: derivada de una funcion
en un punto, funcién derivada, derivadas sucesivas y aplicaciones.

o La fundamentacion didactica se estara dirigida a los dos pilares del proceso
ensefianza-aprendizaje: el alumnado y el profesorado. Para ello, se han revisado
varias investigaciones que seran de utilidad para elegir una metodologia
adecuada en el aprendizaje de las derivadas y en su evaluacion por la parte
docente.

La segunda parte del trabajo consistira en el disefio de una unidad didactica teniendo
en cuenta todos los recursos que se han visto en la primera parte. Para esta parte se
tendrdn en cuenta todos los aspectos necesarios para que la unidad sea realista y
aplicable. Se tendra en cuenta dentro de un contexto de centro y aula especificos, que



es este caso es muy similar al cursado en el periodo de practicas. También, con el fin de
poder darle uso en un futuro, algunas de las actividades mas elaboradas constan con un
plan de clase definido. Sin olvidar las adaptaciones curriculares pertinentes para cubrir
los aspectos referentes a la atencién a la diversidad.

En definitiva, este trabajo pretende ser el resultado de la aplicacién de los
conocimientos adquiridos en el master y el periodo de practicas. A partir de estos
conocimientos, se disefiara una unidad didactica realista que estard respaldada por un
estudio curricular, epistemolégico y didactico, expuesto en este mismo trabajo.

2. Objetivos

Los objetivos de este Trabajo de Fin de Master pueden ser divididos en dos bloques:
adquisicidon de competencias y aplicacion practica en la docencia.

Las competencias necesarias para poder desarrollar la actividad docente se encuentran
recogidas en el Apartado 3 del ANEXO de la Orden ECI/3858/2007, de 27 de diciembre,
por la que se establecen los requisitos para la verificacién de los titulos universitarios
oficiales que habiliten para el ejercicio de las profesiones de Profesor de Educacién
Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacidn Profesional y Ensefianzas de Idiomas.
De estas competencias, se plantea como objetivo la adquisicidn de las siguientes:

1. Conocer los contenidos curriculares de las materias relativas a la especializacion
docente correspondiente, asi como el cuerpo de conocimientos didacticos en
torno a los procesos de enseflanza y aprendizaje respectivos.

2. Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de ensefanza y aprendizaje
potenciando procesos educativos que faciliten la adquisicion de las
competencias propias de las respectivas ensefianzas, atendiendo al nivel y
formacidn previa del alumnado, asi como la orientacién de los mismos, tanto
individualmente como en colaboracion con otros/as docentes y profesionales
del centro.

3. Buscar, obtener, procesar y comunicar informacién (oral, impresa, audiovisual,
digital o multimedia), transformarla en conocimiento y aplicarla en los procesos
de ensefanzay aprendizaje en las materias propias de la especializacidn cursada.

4. Desarrollar y aplicar metodologias didacticas tanto grupales como
personalizadas, adaptadas a la diversidad del alumnado.

5. Disefiary desarrollar espacios de aprendizaje con especial atencién a la equidad,
la educacidon emocional y en valores, la igualdad de derechos y oportunidades
entre hombres y mujeres, la formacién ciudadana y el respeto de los derechos



humanos que faciliten la vida en sociedad, la toma de decisiones y la
construccion de un futuro sostenible.

6. Adquirir estrategias para estimular el esfuerzo del alumnado y promover su
capacidad para aprender por si mismo y con otros, y desarrollar habilidades de
pensamiento y de decisidn que faciliten la autonomia, la confianza e iniciativa
personales.

7. Conocer los procesos de interaccion y comunicacion en el aula, dominar
destrezas y habilidades sociales necesarias para fomentar el aprendizaje y la
convivencia en el aula, y abordar problemas de disciplina y resolucién de
conflictos.

8. Disefiary realizar actividades formales y no formales que contribuyan a hacer del
centro un lugar de participacion y cultura en el entorno donde esté ubicado;
participar en la evaluacion, investigacion y la innovacién de los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

9. Conocer la normativa y organizacion institucional del sistema educativo vy
modelos de mejora de la calidad con aplicacion a los centros de ensefianza.

A su vez, se pretende que este trabajo tenga una utilidad practica como parte de una
futura programacion didactica para el concurso de oposicién y, llegado el momento,
como material para usarlo en la propia actividad docente.

3. Fundamentacion curricular

El libro de texto es usado durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de una materia
concreta por el profesorado y alumnado conjuntamente en el desarrollo del curso
(Gonzalez, 2002). Tal es su importancia, que ya desde hace afios se ha resaltado la
influencia del libro de texto en la ensefianza y la practica educativa de un pais, incluso
por encima de los decretos y las drdenes ministeriales que definen el curriculum
(Schubring, 1987).

En la primera parte de este apartado se pretende contextualizar dentro del curriculum
los contenidos dedicados a la ensefianza de las derivadas en la asignatura Matematicas
| de 12 de Bachillerato. Este analisis se hara desde la perspectiva del curriculum
desarrollado por el BOJA (n2 145, Orden de 14 de julio de 2016) y el desarrollado por el
libro de texto de la editorial ANAYA (2016) para la misma materia.

A su vez, se pretende ver la evolucidn en la manera de impartir los contenidos desde
hace varias décadas, con un sistema educativo regido por la LGE, al afio 2013, ultimo
afio en vigor de la LOE. Para ello, usaremos un libro de texto de la editorial Educacion



Santillana de 1976 y otro de la editorial Anaya de 2013. Ambos del mismo curso, 32 del
bachillerato unificado polivalente, que es equivalente al actual 12 de bachillerato.

3.1. Contextualizacion de los contenidos dentro del curriculum

Segln la Orden del 14 de julio de 2016 del BOJA, el curriculum de la asignatura de
matematicas de 12 de bachillerato situa a las derivadas en el Bloque lll: analisis. Este
bloque estd precedido por el Bloque II: Numeros y algebra; y seguido por el Bloque IV:
Geometria. Sin embargo, los libros de texto no siempre siguen esta ordenacién de
contenidos. En este apartado se analizaran las diferencias en la ordenacion del
curriculum de 12 de bachillerato entre el BOJA y el libro de texto de Anaya (2016) para
la asignatura Matematicas |. Se pondrd especial interés en el tema de las derivadas, que
se situan al final del Bloque Ill segun el BOJA.

En el libro de texto ya citado los contenidos se ordenan en 4 bloques: Bloque I: nimeros
y algebra; Bloque II: Trigonometria y numeros complejos; Bloque Ill: Geometria; grupo
IV: Analisis; Distribuciones bidimensionales. Como se puede observar, las derivadas son
impartidas casi a final de curso.

Como punto en comun, es importante sefalar que tanto en el BOJA como en el libro de
texto se situa el tema de limites justo antes del de derivacién. Esto es debido a que el
conocimiento del limite es fundamental para la comprension de la derivada. Ademas, el
hecho de que se imparte justo antes de este tema ayudara a que el alumnado tenga mas
recientes los contenidos referentes a los limites.

Una importante diferencia en la ordenacién del curriculum es la unificacion de los temas
de niumeros complejos y trigonometria (de los Bloques | y IV del BOJA, respectivamente)
en el Bloque Il del libro de texto. Esto se traduce en que, segun el libro de texto, cuando
se impartan los contenidos de las derivadas, ya se habra visto el bloque de geometria (al
contrario que si se sigue el orden del BOJA) y se habra profundizado en las funciones
trigonométricas. Cabe destacar que en el Bloque Ill (andlisis) del BOJA estan incluidos
los contenidos de las funciones trigonométricas, por tanto, el tema de las derivadas no
estaria limitado por el desconocimiento de estas funciones. Sin embargo, se desarrolla
mas ampliamente en el Bloque IV (geometria), donde se hace hincapié en las relaciones
trigonomeétricas y la resolucidn de ecuaciones trigonométricas. Por tanto, al seguir el
orden del libro de texto, el alumnado tendra un mayor dominio de los contenidos sobre
trigonometria y se tendrd la opcion de plantear ejercicios mas completos en la parte que
atafe a la derivada de funciones trigonométricas.

La segunda gran diferencia entre la ordenacién del curriculum hecha por el BOJA y por
el libro de texto analizado es el posicionamiento, por parte del libro de texto, del Bloque
IV del BOJA (geometria) antes del bloque de analisis. En primera instancia, no se



necesitan unas nociones de geometria muy avanzadas para estudiar las derivadas, basta
con unos conceptos basicos que un/a alumno/a de 12 de bachillerato debe conocer. Sin
embargo, si se quiere profundizar en la realizacion de problemas por parte del alumnado
y tratarlos con una perspectiva transversal entre los demads contenidos de la asignatura,
el conocimiento del bloque de geometria presenta una gran ventaja. Un claro ejemplo
de esto son los problemas de optimizacidon que se pueden realizar utilizando el drea o
volumen de figuras geométricas y sus respectivas ecuaciones, como se puede ver en la

Figura 1:

os los conos cuya generatriz mide Anélisis del problema. E/ volumen del cono depende de dos variables,
hallar la altura y el radio de aquel radio, R, y altura, h: V= %RZ h.

Y volumen es maximo.
Para resolver el problema, debemos expresar 'V con una sola variable,
teniendo en cuenta que conocemos la generatriz.

Observamos que R y h son los catetos de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
es la generatriz, 10 cm. Por tanto:

R*+h%=102 - R?=100-h?
Sustituimos R? en la formula que nos da V:

V= %(IOO—hZ)h - V= %(100}.7}13)

Hallamos los puntos singulares de V:
1

h-10
s r_ T - 2y~ \/3
V'=0 > V'= 2(100 - 3h% _O<h=ﬂ .
3
Estudiamos el crecimiento de V' a la derecha y a la izquierda de h = I—Jg:
’ V'>0 i V'<0
0 _—" 10M3 ~~,
Por tanto, para h = —1% el volumen es maximo. Calculamos R:

ti. De todos los rectangulos de

2
36 m de perimetro, halla las dimensio- 2 (10 - 2
p R?* =100 B - R=10 )~3 cm

nes del que tiene la mayor superficie.

Figura 1 — Fuente: Libro de texto para 1° Bachillerato. Editorial ANAYA (2016). p. 321.

Recapitulando, podemos concluir que la ordenacién del curriculum hecha por el BOJA
no afecta a los contenidos que se deben impartir en la unidad de las derivadas. No
obstante, si limita la profundidad en el desarrollo de los contenidos cuando se trata de
realizar problemas en los que estén involucradas las funciones trigonométricas y la

geometria.

3.2. Evolucion del libro de texto

Generalmente, las matematicas no despiertan un interés intrinseco hacia el alumnado
debido al caracter abstracto de sus contenidos, por ello es necesario un mayor
acercamiento de esta materia al alumnado mediante la vinculacion del curriculum a



elementos de la vida cotidiana del estudiante. De esta manera, contribuiremos a
aumentar el interés y disminuir el rechazo a las matematicas (Ruiz, 2008).

En este sentido, se ha producido una mejora en cuanto a la forma en la que se adapta el
curriculum a un entorno mas familiar para el alumnado. Asi lo podemos ver en la
comparativa de los dos libros de texto mencionados anteriormente. En el libro de texto
de Educacidn Santillana de 1976 se comienza el tema de derivacidon con una pequeiia
introduccidon de lo que se impartird durante el tema seguido del primer bloque de
contenidos: El problema de la tangente a una curva en uno de sus puntos. Este libro de
texto aborda la derivada desde un problema puramente matematico: la determinacion
de una recta tangente a una curva en uno de sus puntos. En ningdn momento se adapta
el problema matematico a elementos de la vida cotidiana de los estudiantes, esta tarea
guedaria limitada a la voluntad de la persona docente. Sin embargo, en el libro de texto
de Anaya (2013), el tema de derivacién comienza con una pequeiia introduccidn
histérica (donde se nombra el problema de la recta tangente nombrado anteriormente)
y un repaso de los matematicos que mas contribuyeron al desarrollo de la derivada.
Después de esta breve introduccién, se muestra una pagina con varios ejercicios
contextualizados dentro de situaciones familiares para la clase, como tomar un autobus
en marcha o una carrera de relevos, con sus representaciones graficas
correspondientes. En estos ejercicios se pretende que el alumnado reflexione sobre
estas graficas y pueda detectar, desde un inicio, la utilidad de los contenidos que
aprenderdan en la unidad.

En cuanto a la redaccién de los contenidos, en el libro de texto del 1976 se hace un uso
mas formal de las matematicas y se da una mayor importancia a los desarrollos tedricos,
mas que a la ejemplificacidon de casos concretos. Sin embargo, en el libro de texto de
2013 se hace mds uso del lenguaje escrito que del matematico y los conceptos tedricos
van apoyandose con ejemplos concretos. En ambos libros se usan graficas junto con las
explicaciones pertinentes. De hecho, en el libro de 1976 todas las graficas vienen
enumeradas, por el contrario, esto no ocurre en el libro de 2013 vy, en cierto punto,
puede suponer confusion a la persona que esté utilizandolo. Otro punto relacionado con
la redaccion hacia el que han evolucionado los libros de texto es la importancia en la
presentacion de contenidos. Incluyendo cuadros para resaltar conceptos importantes,
notas orientativas para resolver los ejercicios, utilizando letra negrita en palabras clave,
etc. Todo ello con el objetivo de presentar el curriculum de una forma mas clara al
alumnado.

Por ultimo, una de las caracteristicas a destacar en la evolucidn de los libros de texto, y
gue esta cada vez mds presente, es la incorporacién de elementos multimedia.
Concretamente, el libro de texto de la editorial Anaya (2013) consta con un CD donde
se pueden revisar algunos ejercicios resueltos que hacen uso de la representacién



grafica de funciones. En general, esta herramienta junto con las tecnologias de la
informacién y la comunicacién permiten indagar de manera mas rapida en los conceptos
matematicos que requieren de una representacion grafica.

Para concluir, la evolucidn que se observa entre estos dos libros de texto analizados no
es algo aislado. Cada vez se le da mas importancia a los elementos que rodean los
conceptos matematicos (historia, tecnologias digitales, elementos graficos llamativos)
sobre la exposicidn de los contenidos tedricos (Ruiz de Gauna, 2013).

4. Fundamentacion epistemolodgica
4.1. Introduccién

La derivacion es una herramienta que ha favorecido el desarrollo de todas las ciencias.
El concepto de derivada surgié de la necesidad de resolver dos problemas que ocuparon
el estudio de los matematicos del siglo XVI y anteriores: calcular la recta tangente a una
curva en uno de sus puntos y encontrar la velocidad instantanea de un movimiento no
uniforme. Hasta el siglo XVII, la solucion de cada problema tenia un solucién especifica
y no generalizable.

Fueron Newton y Leibniz, de manera simultanea e independiente, quienes desarrollaron
un método para la resolucién de estos problemas con la ayuda de los conocimientos
acumulados hasta la fecha. De esta manera nacio el cdlculo diferencial.

Un siglo después, Euler contribuyd a mejorar la derivada, pero el calculo matematico
gue conllevaba seguia siendo poco sistematico e intuitivo.

Finalmente, en el siglo XIX, el calculo de las derivadas se redujo a sencillas operaciones
formales. La idea de Cauchy de relacionar el concepto de derivada con el de limite nos
permite hoy en dia poder trabajar con soltura en el campo de las derivadas.

En este apartado se hara un repaso de la fundamentacion epistemoldgica del tema de
las derivadas en la asignatura de Matematicas I. Los contenidos que se desarrollan en
este apartado son los regidos por la Orden de 9 de septiembre de 1993 del BOE,
concretamente se centra en el “Tema 26: Derivada de una funcién en un punto. Funcién
derivada. Derivadas sucesivas. Aplicaciones”. A continuacidn, se desarrollaran algunas
partes de este tema que tienen relacidn con el contenido curricular de la asignatura.

4.2. Algo de historia. Recta tangente a una curva

Un ejemplo del cdlculo de la tangente a una curva mediante técnicas antiguas
corresponde a Descartes (1596-1650), descrito en su obra “La Géométrie” de 1637. El
método se describe de la siguiente manera:
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Encontrar una circunferencia tangente en un punto C a una curva dada. Esto se

hace igualando circunferencia y curva y obligando a que sdlo se corten en un punto.

Ya que la recta tangente a una circunferencia es perpendicular a su radio, como decia

Euclides, esta recta es facil de calcular.
(Suzuki, 2005)

Pero este método es viable solo para curvas sencillas. Vamos a ilustrarlo con un ejemplo
(Martinez de la Rosa, 2009). Se quiere encontrar la tangente a la curva y = Vx en el
punto c(a?, a) (Figura 2).

Figura 2 - Fuente: Martinez de la Rosa (2009).

Se toma una circunferencia con centro en P = (h, 0) y radio r. Su ecuacion seria:
(x —h)?> +y? =r?
Los puntos de interseccién entre la circunferencia y la curva serian las soluciones al
sistema de ecuaciones siguiente:
y2+x?2—2hx+h?*—1r2=0

{ y=vx
Sustituyendo y por v/x en la primera se obtiene:

x2+ (@A -2h)x+(h*+r?) =0
La curva y la circunferencia se cortaran en el punto C(a?, a), es decir, el punto x = a?

de la curva. Pero para cumplir la condicidén de que la circunferencia sea tangente debe
de coincidir con la curva unicamente en un punto. Por tanto, se debe de cumplir que:
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x?2+ (1 —=2h)x+ (h* +712) = (x — a?®)?

Operando e igualando los coeficientes de x se obtiene que 1 — 2h = 2a?, por tanto:
1
h=a%*+—-
2

Por tanto, el centro de la circunferencia tangente a la curvay = Vx en (aZ, a) es igual
a

1
P(a?+-.0)
2
La tangente en C en perpendicular al radio que une el centro de la circunferencia y el

punto de tangencia PC, cuya pendiente es —2a como se puede comprobar:

a—20 a
mPC:az_h: 1:_2a

Por tanto, la pendiente de la recta tangente en el punto C(a?, a) serd perpendicular al
radio PC e igual a :

2a
Es facil ver que coincide con la derivada de la funcién f(x) = v/x en el punto C(a?, a):

11
2Va?r  2a

f'@®) =

4.3. Derivada de una funcién en un punto
4.3.1. Definicién

Sea A un abierto de R, a € A y una funcién f: A € R — R, se llama derivada de la
funcién f(x) en un punto x = a al numero:

(x) = f(a

m=f'(a) = limf—f( )
x»a X—a

Si el limite existe es Unico, por tanto, la derivada de f en x = a, de existir, es Unica.

También se puede encontrar la expresién en funciéon de h, haciendo el cambio de
variable h = x — a:

fla+h) —f(a)
h

Otra manera de definir la derivada es como la tangente a una funcién en un punto. Se

f'(a) = lim

llama tangente a la grafica de la aplicacién lineal que mas se aproxima a f(x) en un

punto (a,f(a)). La tangente es una funcidn afin dada por la expresion:
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g(x) =f'(@) a+n

Como la recta tangente g(x) y la funcién f(x) son coincidentes en x = a tenemos que

gl@=f"(a)-a+n=f(a)
Despejando n y sustituyéndola en la ecuacién de la recta tangente obtenemos

9(x) = f'(@)(x —a) + f(a)
La ecuacion de la tangente a la curvay = f(x) en el punto (a,f(a)) es, por tanto,

y—f@=f"(a)-(x—a)

Si existe la derivada en un punto, por definicidn, existe el limite que la define, por tanto,
existen los limites laterales en ese punto. Cuando en la expresion de la derivada dada
en primer lugar tomamos solo el limite por la derecha o por la izquierda, hablamos de
derivadas laterales por la izquierda o por la derecha de f. De aqui se deduce que la

derivada de f en x = a existe si y solo si existen sus derivadas laterales por la izquierda
y por la derecha en x = a y, ademas, son iguales.

4.3.2. Derivabilidad y continuidad

Si una funcién es continua no tiene por qué ser derivable; se puede afirmar con un
contraejemplo usando la funcién f(x) = |x|. Vemos que es continua en x = 0 no
siendo derivable en este punto ya que sus derivadas laterales en x = 0 valen -1y +1,
por la izquierda y por la derecha, respectivamente.

Sin embargo, el teorema reciproco si es cierto:
% Teorema.
Si una funcioén f es derivable en x = a, entonces f es continua en x = a.
- Demostracion:

Si f(x) es derivable en x = a, existe el limite

fla+h) —f(a)
h

f'(a) = lim
Se puede escribir

flath)-f@ ,
- :

fla+h)—f(a) =

donde se puede hacer tender h a 0:

_ _fla+h)-fl@ .. ., _
}111%(f(a +h) - f(a) = lim . limh = f'(a)-0=0

Es decir
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lim(f(a+h) - f(@) =0

lo que, deshaciendo el cabio de variable h = x — a, equivale a lim f(x) = f(a), es
x—a

decir, que f es continuaen x = a.

4.4. Algebra de derivadas

Usando las operaciones definidas en el anillo de las funciones reales de variable real, la
suma y el producto, se calcularan las derivadas de la funcién suma, de la funcién
producto y del cociente. Asi quedara establecida la regla de la cadena para derivar
funciones compuestas.

4.4.1. Derivada de la suma

Sea Aun abiertode R,a€ Ayf:Ac R—- Ryg:A c R — R dos funciones derivables
en x = a; entonces f + g es derivable en x = a, se cumple:

f+9)(@=f'(a)+g(@

La demostracion es trivial y se obtiene aplicando la definicion de derivada.

4.4.2. Derivada del producto

Sea Aun abiertode R,a€ Ayf:Ac R—- Ryg:A c R — R dos funciones derivables
en x = a; entonces f - g es derivable en x = a, se cumple:

(f-9)@=f"(- gl@+g@:f(a)
Se comprueba de la siguiente manera:

(f-glat+h) - -g)a) _

(f - 9)' (@ = lim ;
_ i fleth -glath) -f(@) 9@ _
= |lim =
h—0 h
_ ppfeth -glath)—fla)-gla+h)+f(@)-glat+h-f@)-g9(@ _
h—0 h
h) — h) —
_ mf(a+ })l f(a).}li%g(a+h)+f(a).}li%g(a+ })l g@ _

=f'(a)-g(@) +f(a) - g'(a)
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4.4.3. Derivada del inverso

Sea A un abiertode R, a € Ay f: A € R — R una funcidn derivable en x = a tal que

f(a) # 0; entonces 1/f es derivable en x = a, se cumple:

<1)’ @ = — f'(@

f [f (@)]?
Se comprueba de la siguiente manera:
1 1
N, o @/Hla+h)-QA/)a) . flath) fl@ _
() @ =i ; e
i fatm @) 1 flath)—f@) _
oo\ f(a)-fla+h) ) [f(@)]?h=0 h B
_ f@
[f (@)]?

4.4.4. Derivada del cociente
Sea Aun abiertode R,a€ Ayf:Ac R— Ryg:A c R — R dos funciones derivables
enx = a con g(a) # 0; entonces f/g es derivable en x = a, se cumple:

(f)' (@ = f'(@)-g(a) - f(a) - g'(a)
g lg(a)]?

La demostracion es inmediata escribiendo f/g =f- 1/g y utilizando los resultados

usados en los puntos 4.3.2.y 4.3.3.

4.4.5. Derivada de la funcidon compuesta: Regla de la cadena

Sean Ay B abiertos de R, de manera que f(4) S B,a € Ay f(a) € B. Y considerando
ftAcCcR—->Ryg:BcR-R.Sif esderivable en x =ay g es derivable en f(a),
entonces g o f es derivable en x = a, se cumple:

@eN@=g(f@) f'(@

Para demostrar la regla de la cadena se construye la funcién h: B € R — R definida de
la siguiente manera:

9 —g(f(@)
h) =1 y—f@ y# /@
7 (F(@) si y=f(@
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Como g es derivable en f(a) se tiene

yE%J””:yﬁﬁfbgiﬁgyn=91ﬂ@)=hvmn

luego h es continua en f(a).

Ahora bien, f es derivable en a, por tanto, f es continua en a. Entonces, por las
propiedades de la composicion de funciones continuas, la funcién h o f es continua en
a. Por tanto

lim h(f()) = h(f(@) = g'(f (@)
Por otra parte, por la definicion de h, para x # a, se tiene

- L2

f(f ) — g(f (@)
—a

X

entonces existe

i 90 @) —g(f@) _
a

xXx—-a X —

g'(f@) - f'(a)

La utilidad de la regla de la cadena es evidente puesto que, conociendo la derivada de
distintas funciones en un punto, podemos calcular de forma inmediata la derivada de la
funcién compuesta por varias de ellas.

4.4.6. Derivada de la funcion inversa

Sea f una funcién mondtona y continua en un intervalo. Si f es derivable en un punto a
interiora dicho intervaloy f'(a) # 0, entonces su funcién inversa es f ~les derivable en

b=f(a)y
11
fi@  f(f1d)

Sabiendo que toda funcion estrictamente creciente (o decreciente) y continua tiene una

(fF=H'®) =

inversa estrictamente creciente (o decreciente) y continua.

Se tiene que cumplir que

imf_l(b +k—-f7'() _ 1
k~0 k ~ fl(a)
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Sea
h=f b+ - f7 ) =f"b+k)—a
Entoncesa + h = f~1(b + k) y, por tanto, b + k = f(a + h); luego
k=fla+h)—b=fla+h)—-f(a)
Ademds, si k # 0 también h # 0 puesto que f~! es mondtona y podemos escribir

fAb+R) ~ f0) h 1

k flavh) —f@ fla+ h})l —f(@

Por otro lado, como f ! es continua en b,
lim(F (b + k) = f1 () = 0
Es decir, h = 0 cuando k — 0, y como f es derivableenay f'(a) # 0, se tiene
fib+k)—f b 1 1

lim k S F@ED —f@ @
h

Que es lo que queriamos demostrar.

4.5. Derivadas de las funciones usuales

La derivada de una funcidn real de variable real en un punto tiene como resultado otro
numero real, en caso de existir.

A continuacidn, veremos las derivadas de las funciones mas usuales.

4.5.1. Funcién constante
Sea la funcidén f: R — R definida por f(x) = k siendo k = constante; existe
f'x)=0 Vx€ER
4.5.2. Funcién identidad
Sea la funcidén f: R — R definida por f(x) = x, su derivada es la siguiente

f'x)=1 Vx€ER
4.5.3. Funcion potencia
Sea la funcién f: R — R definida por f(x) = x™, conn € N su derivada es la siguiente

ffx)=n-x"1 Vx€eR
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4.5.4. Funcidn logaritmica y exponencial

La funcion logaritmo neperiano es la funcién In: (0, +o0) — R. La funciéon f(x) = Inx
es derivable en todo x > 0, siendo su derivada la siguiente

f'(x) =1 Vx € (0, +0)
X
La funcién inversa del logaritmo neperiano es la funcidon exponencial exp: R — R de
base el nimero e. La funcion exponencial es la funcién f(x) = expx = e* y, como la
funcién logaritmica es derivable para x > 0 con derivada no nula, el Teorema de
derivacion de la funcion inversa nos asegura que la funcién exponencial también es
derivable con derivada

1 1
! = ! = = = V € R
f'(x) =exp' x [ (exp (@) 1 exp X X
exp x

Paraa > 0, a # 1, se define la exponencial de base a para cada x € R como
exp, (x) = a* = e*na

Si se aplica la regla de la cadena, se puede probar que exp, es derivable para x € R
siendo su derivada

expi(x) = e*™%.Inag = exp,(x) -Ina = a* -Ina

La funcidn inversa a esta es la funcién logaritmica de base a, In,, que para cada x € R*
verifica

Se puede deducir que su derivada es

1
ln&(x) = m VE R*

4.5.5. Funcion potencia de exponente real
Para k € R arbitrario se define la funcidn potencia de exponente k para cada x > 0 por
f(x) = xk = ek-lnx
Esta funcion es derivable para cada x > 0 y su derivada es la siguiente

1 1
fl(x)=eknx . k.—=xk. k- —=k -x¥1
x X

18



4.5.6. Funciones trigonométricas
Para x € R las funciones definidas por sin x y cos x tienen las siguientes derivadas
(sinx)’ = cos x
(cosx)’ = —sin x
De la misma manera, teniendo en cuenta que la funcién tangente viene dada por

sin x

tanx =
cos x

aratodo x # n—siendon € N. La derivada de la funcién tangentes es la siguiente
P 2

(tanx)' =

T
> VxER:x #n—
coS* X 2

4.5.7. Funciones trigonométricas reciprocas

Definiendo las funciones inversas a las funciones seno, coseno y tangente obtenemos

las siguientes funciones

T
f(x) = arcsinx x€[-1,1];f(x) € [_E'E
g(x) = arccosx x €[-1,1]; g(x) € [0, ]
T
h(x) = arctanx XER;h(x)E [_E'E

cuyas derivadas son las siguientes, respectivamente,

Fo0 === xel[-11]
g'® = L x € [-1,1]
i-x
h'(x) = ! X E€R
1+ x2

4.6. Aplicaciones de las derivadas

En este apartado se trataran algunos ejemplos de la aplicacion de las derivadas en la

ciencia.

4.6.1. Cinematica

Por lo general, el movimiento de un objeto en el espacio se determina en funcién del
tiempo. Siendo s el espacio recorrido por un cuerpo y t el tiempo empleado en recorrer
ese espacio, se define la funcidn s(t). Si consideramos que un cuerpo se desplaza desde
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un punto s, a otro s; , siendo el tiempo en cada posicion t; y t;, respectivamente, se
define velocidad media del moévil en dicho intervalo de tiempo como
S1—So As

Uy = =—
™ot —t, At

Si el movimiento no es uniforme, es decir, no tiene velocidad constante, este cociente
varia con el tiempo. Para calcular la velocidad instantanea en un instante t, se calcula el
limite de la velocidad media cuando At — 0 de la siguiente manera:

I lim 25 = u(e
muv,, = IllIMm —=7vV
At—»0 ™ At—0 At (to)

Por tanto, la velocidad instantdnea es la derivada del espacio recorrido respecto del
tiempo.

Asi mismo, cuando un movil varia su velocidad se dice que sufre una aceleracién. De
forma andloga, se puede calcular la aceleracién instantanea del movimiento en el
instante t, de la siguiente manera:

y Av
A A = @)

Es decir, la aceleracién instantanea es la derivada de la velocidad instantdnea respecto
al tiempo, o lo que es lo mismo, la derivada segunda del espacio recorrido respecto al
tiempo.

4.6.2. Tasa instantanea de variacion de una muestra

Siendo N = f(t) el numero de nucleos de una muestra radiactiva en el instante t, por
ejemplo, se puede definir la velocidad de desintegracidn como la siguiente derivada:

N = /(0 — tim T80 ZF©

At—0 At

Este limite sera cero si t es un punto en el que la funcidon permanece constante para un
incremento de tiempo lo suficientemente pequefio, sin embargo, el limite sera infinito
si t es un punto en el que hay un salto. En este caso, es interesante sustituir la funcién
empirica por una funcion continua y derivable en la que el limite anterior existe y nos da
una idea del crecimiento instantaneo.

4.6.3. Termodinamica

El tiempo no es la Unica variable independiente de interés para usar la derivada como
representacion de la variacion. En el campo de la termodindamica, podemos referirnos al
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numero de particulas AN en un volumen AV de un cuerpo sélido. Se puede hablar de
densidad del cuerpo en un punto concreto de su estructura usando la expresién:

y AN
A&r—r}o AV

De la misma forma se pueden definir otras magnitudes fisicas como la velocidad de una
reaccion quimica, el calor especifico, la dilatacion de un sdlido, etc.

5. Fundamentacion didactica: investigaciones sobre aprendizaje y la ensefianza

En este apartado se pretende hacer un andlisis de algunas investigaciones que hayan
tratados aspectos de la ensefianza de las derivadas. Para ello, nos centraremos en los
protagonistas en el proceso de ensefianza-aprendizaje: el alumnado y el profesorado.

5.1. El papel del alumnado

En el presente estudio se pretende dar una especial importancia al papel del alumnado
durante el proceso de ensefianza-aprendizaje. Para que la clase adopte el papel
protagonista se propone aplicar, al menos en parte de las sesiones, el método de
ensefianza activa, en concreto, la clase invertida (flipped classroom). Los/as estudiantes
tienen su primer contacto con las derivadas en 12 de bachillerato, por lo que se necesita
asentar unas bases sélidas en este conocimiento. En este sentido, es importante escoger
un método de ensefianza adecuado. Esta metodologia esta respaldada por el estudio
“Impacto del aula invertida durante el proceso educativo superior sobre las derivadas
considerando la ciencia de datos y el aprendizaje automdatico” (Salas-Rueda, R.A., &
Lugo-Garcia, J.L., 2019), el cual concluye que el aula invertida es un modelo que mejora
el proceso ensefianza-aprendizaje en matemadticas. El estudio en el que esta basado el
articulo se realiza en la asignatura de Matematicas Basicas de la Facultad de Negocios
en una muestra 88 estudiantes. Este estudio basado en estudiantes de universidad
puede extenderse a estudiantes de bachillerato. Los ejercicios propuestos en las
pruebas de evaluacidn tienen una dificultad asumible para la asignatura Matematicas |
de primero de bachillerato. Asimismo, estos ejercicios actian como instrumento de
medicidn de la comprensién de las derivadas (Figura 3).
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No. Pregunta Puntos
Encontrar la derivada de la siguiente funcién:

] y =x4-2x3 + x3 + 1000 10%

5 Utiliza la definicidon de limite para encontrar la primera derivada de 15%
la siguiente funcidény = x2 + 4x + 1

3 Encontrar la distancia, velocidad y aceleracion si x=2. 15%
Considera que la Funcién distancia es y = 2x3 +x2 +x +1
Encontrar el valor critico, los intervalos de crecimiento vy

4 decrecimiento y el maximo o minimo de la siguiente funcién y= 20%
X2 -4x + 8
Encontrar la cuarta derivada y de la siguiente funcion:

5 _ 20%
y=(-2x+1)4

6 Encontrary’ 20%

y3+2x:y2+'|

Figura 3 - Instrumento de medicion de la comprension de las derivadas. Tomada de (Salas-Rueda y Lugo-Garcia,
2019)

El procedimiento de clase invertida que se lleva a cabo con el alumnado comienza con
la creacidon de contenidos, como videos de YouTube, que dotaran a la clase de los
conocimientos previos a las sesiones practicas. A continuacion, durante estas sesiones
deberan de trabajar en grupos de tres para reflexionar y debatir sobre la resolucion de
los ejercicios. Posteriormente, resolveran algunos de estos ejercicios en la pizarra.
Durante este proceso el/la docente adquiere un papel de colaborador/a en las sesiones

presenciales.

Partiendo de los resultados obtenidos en el articulo antes citado, se puede concluir que
la utilizacion de la clase invertida es una metodologia que da el protagonismo al
alumnado y fomenta la adquisicion de conocimientos de forma auténoma mediante las
herramientas de la informacién y la comunicacion. Ademds, durante las sesiones
practicas en grupo, se tiene una buena oportunidad para promover las competencias
argumentativas y comunicativas a la vez que se pone en valor la diversidad.

5.2. El papel del profesorado

Por otro lado, el papel del profesorado también es crucial en el proceso ensefianza-
aprendizaje de las derivadas y en su evaluacion. Dada la novedad del concepto de
derivada para la clase, es necesario asegurar el entendimiento total del mismo. Por esta
razon, identificar el nivel de comprension de la derivada por parte del alumnado es una
competencia que se debe desarrollar en los futuros docentes. Con este fin se ha
realizado el estudio “El desarrollo de la competencia de estudiantes para profesor de
matematicas de educacidon secundaria en identificar la comprension de la derivada en
estudiantes de bachillerato” (Sdnchez-Matamoros, G., Fernandez, C., Llinares, S. y Valls,
J., 2013). Este estudio consiste en evaluar en futuro profesorado el desarrollo de la
competencia para identificar la comprensién de la derivada en un entorno creado con
este fin. Los/as participantes del estudio realizan una prueba inicial y otra final en la que
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tienen que interpretar las respuestas de estudiantes de 12 de bachillerado a ejercicios
de derivadas y calificar en qué nivel han comprendido la derivada. Entre estas dos
pruebas, los/as participantes reciben 5 sesiones tedricas dirigidas a desarrollar la
competencia objeto de estudio. En la Figura 4 se puede observar el esquema del médulo
realizado.

v
v

Sesion 2

Elementos matematicos que configuran el
concepto de derivada en los modos
analitico y grafico

Sesion 3 y Sesién 4

Sesion 1
Cuestionario Inicial
sobre la derivada de una
funcién en un punto

Andlisis de tareas y niveles de demanda
cognitiva

Sesién 7
Cuestionario Final sobre
la funcién derivada

Sesion 5
Comprension de la derivada

o
o
g
)
L
o
=)
e
23
2
=
3
O

Sesion 6

Analisis de respuestas dadas por
estudiantes de bachillerato a problemas de
derivada

Figura 4 - Esquema de disefio del modulo derivada. (Sdnchez-Matamoros et al., 2013)

Los niveles de reconocimiento de la comprensidn de la derivada que se usan para medir
la mejora de dicha competencia son los siguientes (Sanchez-Matamoros et al., 2013,
pp.505-506):

- Nivel bajo: se considera la comprension de los/as estudiantes como “todo o
nada”.

- Nivel medio: se identifican algunas caracteristicas de la comprension de los/as
estudiantes de bachillerato en relacion a algunos elementos matematicos.

- Nivel alto: se identifican las diferentes caracteristicas de la comprensién de
los/as estudiantes.

Los resultados del mddulo mostraron que en la prueba inicial la totalidad de
participantes partian de un nivel bajo. En la prueba final solo 2 llegaron a un nivel alto y
4 a un nivel medio, manteniéndose los 2 restantes en el nivel bajo (Figura 5).
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Cuestionario Inicial Cuestionario Final
AAC; SAP; JGM;

R .
o £ = PY¥  RIG ML ABPG: SAP; ABPG (2
ko) () — Q
2 Ea 23 ARP; MV (8)
T 88 &5 Medio (0) JGM; RLS; ARP; MV (4)
2 g° g%
o
“% 8F o ) AAC ; IMI (2)

Figura 5 - Niveles de comprension. (Sanchez-Matamoros et al., 2013)

El hecho de que no se produjera una evolucién totalmente positiva en competencia de
identificar la compresidn de la derivada en los/as participantes indica que su desarrollo
es complejo y se requieren mds actividades enfocadas a este fin (Sdnchez-Matamoros
et al., 2013).

En el presente Trabajo de Fin de Master se pretende dar importancia a la comprensién
de la derivada por parte del alumnado. Para ello, es esencial que los/as docentes presten
atencion a las respuestas del alumnado diferenciando los elementos relevantes para la
comprensién de la derivada, ya que este es un indicador de esa competencia (Sdnchez-
Matamoros et al., 2013, p.508). Por tanto, la evaluacidon no debe de centrarse en el
resultado final de un ejercicio o problema, sino en el procedimiento empleado en la
resolucion del mismo. Para llevar a cabo esta evaluacién se debe evitar que los
problemas planteados guien totalmente al alumnado. Deben de ser problemas cuya
resolucidn deje libertad cada estudiante, de esta manera sabremos que conceptos han
sido entendidos por parte de la clase y sobre cuales hay que trabajar mas. Ademas, se
favorece la autonomia del alumnado a la hora de resolverlos. Segun este estudio, el
objetivo final sera que el alumnado comprenda la derivada de manera que pueda

resolver el mismo ejercicio aborddndolo desde distintos planteamientos.

6. Proyeccion didactica: Derivadas
6.1. Justificacion

Las derivadas son una herramienta de gran utilidad para el estudio de innumerables
fendmenos fisicos. Por esto mismo, sera una herramienta especialmente importante
para el alumnado que tenga una proyeccién académica en el mundo de las matematicas,
laindustria o la fisica. Un buen ejemplo en el que se podrian usar las derivadas y dotarlas,
a su vez, de significado fisico, es la asignatura de Fisica de segundo de bachillerato.
Incluso en el curso posterior, segundo de bachillerato, se puede mostrar las aplicaciones
de las derivadas mediante la deduccidn de las ecuaciones de movimiento a partir de las
derivadas de la posicién respecto al tiempo. Pero para ello, es necesario que el
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alumnado haga un aprendizaje significativo de las derivadas en primero de bachillerato.
Para ello, se desarrollard esta unidad con la intencidon de darle un significado a las
derivadas, empezando por una idea intuitiva y acabando por la comprension a partir de
la definicion del concepto de derivada.

Segun la normativa vigente y expuesta en el BOJA (n2 145, Orden de 14 de julio de 2016),
las derivadas se encuentran en el Bloque Il del curriculum. Este bloque esta dedicado al
Analisis y, entre otros, incluye en sus contenidos los tipos de funciones basicas, los
limites, las derivadas y la representacion grafica de funciones. Se puede ver que estos
contenidos tienen un orden légico, ya que para estudiar las derivadas necesitamos
conocer, al menos, las funciones basicas y los limites. A su vez, para estudiar la
representacion grafica de funciones es necesario conocer también las derivadas. Esto
explica la situacidn de las derivadas en este bloque de contenidos dentro del curriculum.

6.2. Contextualizaciéon del centro y el aula

El contexto elegido para desarrollar esta unidad didactica se basa en el centro en el que
he realizado las practicas docentes: el IES Virgen del Carmen. Situado en la zona céntrica
de Jaén. La tipo de alumnado que esta matriculado es este centro es de familia de clase
media. El alumnado que ingresa en el IES proviene tanto de colegios situados en la
misma zona geografica como de otros situados en el extrarradio de la ciudad, por lo que
se puede decir que hay una rica diversidad en cuanto a alumnado se refiere.

El nimero de personas discentes que componen las clases de primero de bachillerato
serd de unas 20, aproximadamente. El aula contara con mesas y sillas que podremos
mover libremente, una pizarra clasica y una pizarra digital. Ademas, el centro dispone
de calculadoras graficas y una sala de ordenadores que estara a disposicion del cuerpo
docente y alumnado.

La unidad desarrollada esta pensada para aplicarse a una clase con un numero suficiente
de estudiantes para poder formar grupos y realizar algunas de las actividades. En el IES
Virgen del Carmen también se imparte el bachillerato de adultos, en el cual yo realicé
las practicas, con un numero notablemente mas reducido de personas que en el grupo
de mafiana. El desarrollo de la unidad contiene actividades en grupos, por lo que para
poder aplicarlo a un grupo mas reducido serian necesarios algunos ajustes de las
actividades propuestas.

6.3. Objetivos

El estudio de los objetivos se hara diferenciando entre los de etapa, correspondientes a
los de la dltima etapa de la educacidn secundaria; los de area, que son los propios de la
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asignatura de Matematicas I; y los de la unidad de derivadas. Estos ultimos estaran mas
adaptados a la unidad de la que trata el presente trabajo.

6.3.1. Objetivos generales de etapa

Segun la legislacidn publicada en el articulo 25 del Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, esta unidad didactica contribuird a que el alumnado desarrolle las siguientes
capacidades propias de la etapa de Bachillerato que les permita:

- Fomentar la igualdad efectiva de derechos y oportunidades entre hombres y mujeres,
analizar y valorar criticamente las desigualdades y discriminaciones existentes, y en
particular la violencia contra la mujer e impulsar la igualdad real y la no discriminacién
de las personas por cualquier condicion o circunstancia personal o social, con atencion
especial a las personas con discapacidad.

- Afianzar los habitos de estudio y disciplina, como condiciones necesarias para el eficaz
aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de desarrollo personal.

- Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

- Acceder a los conocimientos cientificos y tecnoldgicos fundamentales y dominar las
habilidades basicas propias de la modalidad elegida.

- Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacién y de
los métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucion de la ciencia
y la tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como afianzar la sensibilidad
y el respeto hacia el medio ambiente.

- Afianzar el espiritu emprendedor con actitudes de creatividad, flexibilidad, iniciativa,
trabajo en equipo, confianza en uno mismo y sentido critico.

6.3.2. Objetivos del area

Asimismo, el desarrollo del tema de las derivadas pretende la consecucién de algunos
de los objetivos definidos por el BOJA (n2 145, Orden de 14 de julio de 2016) para la
asignatura de Matematicas I:

- Conocer, comprender y aplicar los conceptos, procedimientos y estrategias
matematicos a situaciones diversas que permitan avanzar en el estudio y conocimiento
de las distintas areas del saber, ya sea en el de las propias Matematicas como de otras
Ciencias, asi como aplicacidén en la resolucion de problemas de la vida cotidiana y de
otros ambitos.
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- Reconocer el desarrollo de las Matematicas a lo largo de la historia como un proceso
cambiante que se basa en el descubrimiento, para el enriquecimiento de los distintos
campos del conocimiento.

- Utilizar los recursos y medios tecnolégicos actuales para la resolucién de problemas y
para facilitar la compresion de distintas situaciones dado su potencial para el célculo y
representacion grafica.

- Adquirir y manejar con desenvoltura vocabulario de términos y notaciones
matematicas y expresarse con rigor cientifico, precisién y eficacia de forma oral, escrita
y grafica en diferentes circunstancias que se puedan tratar matematicamente.

- Emplear el razonamiento légico-matematico como método para plantear y abordar
problemas de forma justificada, mostrar actitud abierta, critica y tolerante ante otros
razonamientos u opiniones.

- Valorar la precision de los resultados, el trabajo en grupo y distintas formas de
pensamiento y razonamiento para contribuir a un mismo fin.

6.3.3. Objetivos de la unidad
Durante el desarrollo de la unidad se pretenden conseguir los siguientes objetivos:

OB1: Desarrollar la autonomia para el aprendizaje de las derivadas mediante el uso de
la clase invertida y el razonamiento de los procedimientos en los debates generados en
clase.

OB2: Utilizacién de las tecnologias de la informacién y la comunicacion (TICs) como
fuente de informacién sobre los contenidos del tema y como soporte para la
comprobacién de ejercicios.

OB3: Identificar graficamente la ecuacién derivada de una funcién basandose en los
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

OB4: Dominar el cdlculo de derivadas en funciones sencillas. Conocer la expresién
matematica de la definicion de derivada. Saber calcular la derivada de una funcién
sencilla partiendo de la ecuaciéon de la definicién de derivada.

OB5: Conocer la interpretacion geométrica de la derivada como pendiente de una recta.
Saber calcular la recta tangente a una funcién en un punto a partir de su derivada.

OB6: Estudiar y representar graficamente funciones obteniendo informacion a partir de
sus propiedades y extrayendo informacién sobre su comportamiento local o global.
Valorar la utilizacién de la representacion grafica de funciones en problemas generados
en un contexto determinado, y usar los medios tecnoldgicos como herramienta para el
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estudio local y global, y para la representacién de funciones y la interpretacién de sus
propiedades.

OB7: Saber identificar los puntos de bloqueo en la realizacién de problemas. Argumentar
y justificar el procedimiento usado en la realizacidon de problemas. Aprender a debatir
sobre problemas matematicos escuchando y respondiendo con cierto rigor matematico.

6.4. Competencias clave
Las competencias clave que trabaja la unidad son las siguientes:

- Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia
(CMCT). Se pretende dar significado a las matematicas y hacer uso de las
tecnologias de la informacién y la comunicacién (TICs). Esto se conseguira
contextualizando algunos de los problemas propuestos en el desarrollo de la
unidad.

- Competencia en comunicacion lingiistica (CCL). Se pretende que se argumenten
ciertos razonamientos matematicos de forma correcta y estructurada. Se
favorecera la creacién de debates en torno a problemas propuestos en los que
el alumnado tenga el protagonismo y pueda justificar su trabajo.

- Competencia digital (CD). Mediante el uso de las TICs como soporte de
aprendizaje. Se hara de forma auténoma y durante las clases como herramienta
para una mayor compresion de los contenidos. Estaran en todo momento
disponibles para el uso por parte del alumnado y la persona docente debe de
incentivar su uso.

- Competencia de aprender a aprender (CAA). Directamente relacionada con la
competencia digital, donde las TICs le daradn al alumnado cierta autonomia para
la adquisicion de conocimientos. El desarrollo de esta competencia es necesario
para la consecucion de los OB1 y OB2 de la unidad.

- Competencias sociales y civicas (CSC). Mediante el trabajo en grupo y la toma de
decisiones dentro el mismo. Los grupos que se formen deben de tener una
diversidad que le dé al alumnado la oportunidad relacionarse con compafieros y
companferas que no lo harian fuera de clase. A su vez, la realizacién de debates,
en torno al contenido matematico, es una oportunidad de fomentar el respeto y
la cordialidad, por ejemplo, respetando el turno de palabra.
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6.5. Contenidos

Los contenidos impartidos en esta unidad didactica estan basados en la Orden del 14 de
julio de 2016 del BOJA. Ordenado temporalmente atendiendo en la aparicidén en la
unidad son los siguientes:

- Interpretacion de la derivada como pendiente de una curva.

- Relacidn entre la derivada de una funcidn y sus intervalos de crecimiento.
- Cdlculo de derivadas. Regla de la cadena.

- Definicién de derivada.

- Puntos singulares.

- Recta tangente a una funcién por un punto.

- Representacioén de funciones.

- Problemas de aplicaciones de las derivadas.

6.6. Metodologia

La metodologia que se emplee en la ensefanza de las matematicas en bachillerato no

es algo trivial, como queda reflejado en los documentos oficiales:

El profesorado debe actuar como orientador, promotor y facilitador del
aprendizaje y del desarrollo competencial del alumnado, fomentando su participacion
activa y auténoma. Asimismo, debe despertar y mantener la motivacion, favoreciendo
la implicacidon en su propio aprendizaje; promover habitos de colaboracion y de trabajo
en grupo para fomentar el intercambio de conocimientos y experiencias entre iguales;
provocar una vision mdas amplia de los problemas al debatirlos y cuestionar las
soluciones, con la posibilidad de plantear nuevos interrogantes o nuevos caminos de

resolucidn y de aprender de los errores.

BOJA (Orden de 14 de julio de 2016)

Las metodologias usadas en esta unidad pretendes ajustarse, en la medida de lo posible,
a lo recomendado para la asignatura de matematicas.
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Una de las mas usadas para la unidad que se desarrolla es la clase invertida. Como ya se
vio en el apartado de fundamentacion didactica, la clase invertida da el protagonismo al
alumnado y pretende que éste desarrolle su autonomia en la adquisiciéon de
conocimientos, es decir, se persigue desarrollar la competencia clave CAA. En esta
unidad, la clase invertida se usa para impartir algunos contenidos tedricos. En la sesién
1, se usa para que el alumnado se haga una idea intuitiva del significado matematico de
la derivada. Y en la sesidn 4, para deducir la expresion de la definicién de la derivada a
partir de la recta tangente. Un punto positivo de esta metodologia es que se le otorga
al alumnado el material que puede revisar cuando quiera. Desde el punto de vista
docente, si se usa la clase invertida para dar contenidos tedricos, como es el caso en
esta unidad, se deja mas tiempo de clase para practicar con actividades. Por el contrario,
existe la posibilidad de que parte del alumnado no se prepare la parte correspondiente
al trabajo en casa. Para ello, se hace una breve explicacion de estos contenidos a modo
de repaso vy, en el caso de que parte del alumnado no haya preparado los contenidos,
para que ninglin miembro quede totalmente desubicado durante el resto de la sesidn.

Otra metodologia que se una es la creacidn de pequefios debates y discusiones en clase.
Esta se fomenta siempre que se tiene oportunidad, pero especialmente cuando parte
del alumnado comete algun error o existe un punto de bloqueo en una actividad. Lo que
se pretende es que el alumnado sepa identificar el punto de bloqueo y expresarlo
correctamente, para que el resto de compafieros y compafieras argumenten una
solucion para solucionar el problema. Por tanto, se trabajan las competencias claves CCL
y CSC. El papel de la persona docente consistira en guiar estos debates para que no
pierdan el objetivo por el que se iniciaron y mediar cuando sea necesario haciendo las
preguntas oportunas, para que la comunicacion sea efectiva.

Una tercera metodologia es la de la gamificacidn y el trabajo en grupo. A esta se le dedica
la sesidon 6 completa. De la sesién 1 a la 5 se han visto todos los contenidos tedricos de
la unidad y se han trabajado con actividades. En la sesion 6 se seguiran trabajando los
contenidos, pero esta vez en el contexto de un juego y formando equipos. De esta
manera se pretende aumentar el interés y la motivacién del alumnado, evitando que
relacionen la realizacién de actividades con una tarea mondétona. Ademas, contribuira
al desarrollo de las competencias CCL y CSC. De nuevo, el papel de la persona docente
es de mediadora y guia para que el juego transcurra conforme a los esperado. También
se usa esta metodologia junto con el uso de las TICs con recursos como el Kahoot. Con
este recurso se pretende captar la atencion del alumnado y el interés en la materia,
motivado por la competitividad que da este juego y el uso de las tecnologias.

El uso de las TICs también esta presente mas veces a lo largo de la unidad, y se debe de
animar a utilizar este recurso en cualquier momento que la persona docente o el
alumnado lo considere (util.
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En las sesiones 7 y 8 se desarrolla un simulacro de examen y la resolucién del mismo, el
pre-examen. Esta metodologia la he extraido del periodo de practicas en el IES Virgen
del Carmen. La realizacidn de un pre-examen en las sesiones previas al examen
evaluable permite que el alumnado elimine posibles inseguridades de cara a la
evaluacién y le permita hacer autocritica. De esta manera, podra identificar los
contenidos sobre los que mds debe trabajar de cara al examen de la unidad y preguntar
las dudas que se le presenten. El aspecto negativo del pre-examen es el trabajo extra de
correccidn que tendrd la persona docente. Si esto supusiese un problema que afectase
a la temporalizacidon de las sesiones, existe la posibilidad de corregirlo en la sesion

posterior al pre-examen junto con la clase.

Por dltimo, y de forma mas general, el método empleado en la ordenacién de los
contenidos de las sesiones tiene también un fin didactico. Al contrario de lo que se hace
en algunos libros de texto, la definicidn de derivada se presenta en esta unidad después
de trabajar el cdlculo de las derivadas. El objetivo de este orden es hacer que el
alumnado tome contacto con las derivadas, haciéndose una idea intuitiva de su
significado y, posteriormente, mecanice el calculo de la derivada de una funcién. Una
vez estén trabajados estos contenidos, tendra mas herramientas para entender la
expresion de la definicion de derivada. Ademas, podra dar sentido a las reglas de
derivacion con la obtencion de la expresion de la derivada de una funcidn a partir de la
definiciéon de derivada, ya que obtendra por si mismo las expresiones que ha estado
usando anteriormente.

En definitiva, las metodologias usadas en la unidad de derivadas estan dirigidas a
incentivar la motivacion y el interés en la asignatura. Se pretende centrar la atencién en
el alumnado, mediante el didlogo y la argumentacién de los procedimientos que se usan
en la resolucidn de ejercicios. Debido a esto, la persona docente debe de actuar como
mediadora para que el trabajo de los contenidos por parte del alumnado se haga de

manera efectiva.

6.7. Actividades, recursos y temporalizacidn

Usando como referencia las guias docentes de los libros de texto, el nimero de sesiones
dedicadas a las derivadas serd de 9. A continuacidn, se muestra tanto la adaptacién de
los contenidos a las 9 sesiones, como el desarrollo de los mismos, incluidos los recursos
usados y las actividades.
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6.7.1. Sesion 1: Introduccidn a la derivada. Significado matematico.

En esta sesion haremos uso de la clase invertida. En la sesion previa o mediante la
plataforma digital que se use, se le envia al alumnado un video que tendran que very
analizar antes de esta sesion.

- Recurso: video de la plataforma YouTube donde se explica el significado
matematico de la derivada como pendiente a una curva (Figura 6).

Compara.

g'(4) __4'(6)

=N W OTO 00 ©

<+ttt

9-8-7-0-5-4-3-2 123456789

Figura 6 —Imagen del video usado en la clase invertida 1. Fuente: Youtube, link: https://youtu.be/w8h0OoHjKo60

Durante la sesién 1 se discutira los primeros minutos sobre las posibles dudas que hayan
podido surgir del video.

A continuacion, usando el proyector de la pizarra digital se mostraran distintas funciones
y se preguntard a la clase sobre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las
mismas. El alumnado deberd de argumentar las respuestas que dé.

Una vez que el ejercicio anterior haya quedado claro. Se hara la siguiente actividad:

- Actividad 1: Relaciona cada ecuacién con su representacion grafica
correspondiente y cada representacion grafica con la grafica de su derivada.

y=(x+3)*-1

/

Figura 7 - Ejemplo resuelto de un caso de la actividad 1 (Sesion1).
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En la Figura 7 se puede ver un ejemplo de un caso de la actividad resuelto. En el Anexol
se puede encontrar el material para realizar el ejercicio completo y la resolucién del
mismo.

Con esta actividad se pretende repasar los contenidos del tema de funciones y afianzar
lo dado hasta ahora sobre la funcidén derivada de otra. En la resolucion del ejercicio, de
forma conjunta por toda la clase, se deben de argumentar las soluciones que se
planteen, independientemente de si son correctas o no. Si no da tiempo de acabarlo en
clase se mandara como tarea.

6.7.2. Sesion 2: Calculo de derivadas.

En esta sesion se practicara el calculo de las derivadas. Al comienzo de la clase se
repartird una hoja con las derivadas mas comunes: constante, recta, polindmica de
grado n, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas. También deben de estar
incluidas las derivadas de los resultados operativos de una funcién: constante por
funcidn, suma, producto y cociente de funciones.

- Recurso: tabla con las derivadas de las funciones mas comunes y las derivadas
de los resultados operativos.

La primera parte de la clase se dedicara a explicar cada una de las entradas de la tabla,
dedicando mas tiempo a las que tienen una dificultad mayor. Es recomendable apoyarse
en las TICs para representar las ecuaciones estudiadas y sus ecuaciones derivadas, de
esta manera se puede resaltar la importancia del signo de la derivada con las zonas de
crecimiento y decrecimiento de la funcion.

- Recurso: TICs para representar funciones y sus derivadas. Por ejemplo, con el
programa GeoGebra.

En la segunda parte de la clase se plantearan actividades para practicar el calculo de
derivadas.

-> Actividad 1: Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)=5x+3 b) f(x) = x°
o )= d) fx) = V2x
o) fx) = f fon = e
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-> Actividad 2: Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = e* - cosx b) f(x) = 2222
c) f(x) = u;% d) f(x) = (arcsen x)(x — 3)
&) flx) =2 ) fa) =25

Se mandara como tarea para casa los ejercicios que no sean acabados en clase. Como
el objetivo es familiarizarse con el calculo de derivadas, es recomendable mandar
actividades, semejantes a las anteriores, para practicarlo en casa.

6.7.3. Sesion 3: Regla de la cadena y ejercicios.

En esta sesidn se comenzara con la correccion de las actividades de la sesién 2 y la
resolucidn de posibles dudas.

Después, se procedera a la explicacidn de la regla de la cadena con algunos ejemplos.

El resto de la sesion, que debe de ser la mitad aproximadamente, se dedicara a
actividades para practicar el calculo de derivadas. Estas han de realizarse de manera
participativa, bien con una consulta continua por parte del profesorado hacia la clase,
o con una persona del alumnado en la pizarra siempre guiada por la figura docente.
Las actividades a realizar seran del tipo siguiente:

-> Actividad 1: Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x)=In3x+e™* b) f(x) =7 - Inx
0 f(x) = tg3x? d) f(x) = arctan
e) f() =Vx +x f) f(x) = In(senx?)
8) f(0) =i h) fGO) = In(x - e™)
i) f(x) = log(tan x)? ) £ = log =

En algunas de las derivadas de la actividad hay que hacer notar que es mas facil se
operamos para reducir los calculos.

Como tarea para casa se pueden mandar ejercicios semejantes al anterior.
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De cara a la siguiente sesion le mandaremos, mediante la plataforma digital que se use
normalmente, un video explicativo de la definicion de derivada que deberan ver antes
de la siguiente sesion.

- Recurso: video de la plataforma YouTube sobre la obtencidn de la derivada a
partir de la pendiente de la recta tangente a una curve en un punto (link:
https://youtu.be/5711lc7P8e8?t=405 desde el minuto 6:45 al 15:20)

6.7.4. Sesion 4: Definicion de derivada.

La primera parte de la sesion 4 la dedicamos a la resolucion de dudas sobre los
ejercicios de la clase anterior. Para comprobar el grado de comprensién del alumnado
sobre los contenidos impartidos hasta ahora, incluido el video que se mandé ver en la
sesion anterior, se hard un cuestionario de manera grupal y digital, gracias a la
herramienta Kahoot que contenga preguntas como las mostradas en la actividad 1.

- Recurso: cuestionario digitalizado en la plataforma Kahoot sobre la
comprensién de las derivadas.

-> Actividad 1 (dentro de Kahoot): Contesta a las siguientes preguntas sobre
derivadas:

1. Laderivada de una funcion es la pendiente de la recta tangente a la grafica
en ese punto.

Opciones: Verdadero/Falso.

2. f'(3) = Osignifica que la tangente a la grdficadey = f(x) enx = 3 es
paralela al eje X.

Opciones: Verdadero/Falso.
3. Sif'(—4) > 0, entonces f es creciente en el punto x = —4.
Opciones: Verdadero/Falso.

4. Las derivadas de las funciones f(x) = 5x? y g(x) = 5x? + 8 son iguales
para cualquier punto x.

Opciones: Verdadero/Falso.
5. Laderivada de la funcién f(x) = xe? es igual a:

Opciones: f'(x) =2xe [/ f'(x) = e* +2xe/f'(x) =e?/f'(x) = 0.

En este ejercicio se debe de dar un tiempo de respuesta considerable, que permita
pensar la respuesta. Después de cada cuestion y antes de mostrar la respuesta se debe
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de plantear la cuestidn a la clase y, en caso de que haya diversidad de respuestas, se
deben de argumentar, favoreciendo que haya un pequeiio debate. Se puede incluso
animar al alumnado a reforzar sus explicaciones haciendo uso de la pizarra o los
programas de representacion grafica en la pizarra digital.

En la segunda mitad de la sesidn, se repasan brevemente los contenidos del video para
asegurarnos de que quedan claros los contenidos sobre la definicién de la derivada a
partir de la férmula:

fx+h) - fx)
h

Acto seguido, se procede a demostrar, con la férmula anterior, algunas de las

f'G) = lim

derivadas que se han estado practicando en las sesiones 2 y 3. Para ello se pueden
realizar las siguientes actividades, la primera en clase de forma conjunta entre docente
y alumnado, y la segunda para entregar:

- Actividad 1: Demuestra, mediante la férmula de la definicion de la derivada
que la derivada de f(x) = x% + 2 esigual a f'(x) = 2x.

-> Actividad 2: Elige una funcidn de la tabla de las derivadas mds comunes y
demuestra que su derivada coincide con la de la tabla.

Para la actividad 2 se le pedira al alumnado que nos muestre la derivada elegida para
asegurar que la demostracion no exige conocimientos fuera de su alcance. Ademas, se
debe de insistir en que los problemas que se les planteen en el desarrollo del ejercicio
los consulten con la persona docente y hagan analisis de los puntos de bloqueo.

6.7.5. Sesion 5: Puntos singulares y recta tangente.

En la primera media hora de la sesidén explicaremos lo que son los puntos singulares de
una funcién y como obtenerlos. Tanto en una funcién en todo R como cuando ésta se
define en un intervalo. Es recomendable ayudarse de las TICs y representar, por
ejemplo, en la misma grafica la funcién y su derivada. Se puede mostrar asi que los
puntos de corte con el eje de abscisas de la derivada corresponden a los puntos
singulares de la funcién.

- Recurso: programa Geogebra para representar una funcidon y su derivada
conjuntamente.

Se haran un par de ejercicios como ejemplo de hallar los puntos singulares de una
funcién.

36



La segunda mitad de la clase se dedicara a calcular la ecuacién de la recta tangente a
una funcién en un punto. Esto debe de hacerse mediante la resolucidon de ejemplos. Se
deben de incluir las rectas tangentes de pendiente 0 para que se aprecie la relacién entre
la primera parte de la clase y esta segunda.

El tiempo restante de la clase se dedicard a la resolucién de ejercicios en los que se
aplique lo dado en esta sesion. Algunos de ellos se mandaran como tarea para casa. Los
ejercicios deben de ser del tipo:

- Actividad 1: Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la
ecuacion y = x* — 2x — 3 en los puntos de abscisa -1, 0 y 2.

- Actividad 2: Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de la

4
funciony = x: — 2x? 4 3x cuya pendiente sea 3.

- Actividad 3: Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva f (x) = 3x% — 4x
que sea paralelaalarecta2x —y +5=0.

- Actividad 4: Dada la parébola y = x? — 2x — 2, se traza la cuerda que une los
puntos de la parabola de abscisas x = 1 y x = 3. Halla la ecuacidn de la recta
tangente a la parabola que es paralela a esa cuerda.

-> Actividad 5: Mercedes quiere pasarle una pelota a Juan por encima de una
pared. Lanza la pelota y ésta describe una trayectoria dada por la ecuacién
f(x) = =5x% + 10x definida entre Mercedes, x = 0, y Juan x = 2. {Qué altura
maxima debe de tener la pared para que Mercedes pueda pasar por encima la
pelota?

Recomendaciones: Haz un dibujo de la situaciéon del problema. Haz las
consideraciones que creas necesarias siempre que estén razonadas.

Este ultimo ejercicio permite acercar a alumnado a una situacién contextualizada y ver
la relacion de las derivadas con la realidad. Ademas, se le da cierta libertad para que
razone sobre el problema y pueda hacer ciertas consideraciones. Las consideraciones
qgue se espera que el alumnado haga son del tipo: se considera el suelo en el eje de
abscisas o la pared debe de estar situada en el punto de maxima altura.

En la Actividad 5 se tratan contenidos de la asignatura de Fisica y Quimica de forma
transversal. Como propuesta de mejora, se propone ponerse de acuerdo con la persona
docente de esta asignatura para adaptar la actividad y su presentacién a los contenidos

de la misma, de manera que el alumnado sea consciente de la relacién entre ambas.
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6.7.6. Sesion 6: Guerra de funciones. Actividad grupal.

Durante esta sesidn se desarrollara una actividad en grupo. Al comienzo de la clase se
dividird al alumnado en grupos de 3 a 4 personas y cada grupo debera de tener un grupo
contrincante del mismo nimero de personas. Esta division la dirigira la persona docente
favoreciendo la diversidad en la formacién de grupos. Como resultado se tendran 3
parejas de grupos. La distribucion de mesas en la clase debe de favorecer la
comunicacion entre grupos contrincantes de manera frontal, por tanto, se dispondran
las mesas de 3 isletas y cada grupo se situara en un lado de la isleta. La organizacién de
la clase no debe de durar mas de 10min, en caso de que se prevea que durara mas de
ese tiempo, la divisidn de grupos la puede hacer la persona docente antes de la sesidn.

A continuacién, se expondra la actividad y se presentara el plan de clase para la misma:

-> Actividad 1: Vamos a librar una batalla en 2 dimensiones entre dos mundos
con una extension de 15x15 unidades (Figura 8). Hemos conseguido infiltrar una
funcién espia en el mundo bi-dimensional del enemigo, pero tenemos noticias
de que en nuestro mundo también hay una funcidn malvada. Para evitar
conflictos de una mayor magnitud, hemos hecho un pacto con el enemigo con
las siguientes reglas:

a) Cada contrincante disparara rectas magicas por turnos desde el centro de su
mundo para descubrir la funcidon enemiga.

b) Cada recta tiene el poder de interaccionar con la funciéon enemiga en los
puntos de interseccién con la misma.

c) Cuando la recta magica interaccione con la funcidn enemiga, el contrincante
debera de darnos los puntos de interseccion y el valor de la derivada de su
funcidén en esos mismos puntos.

Ganara la batalla quien antes descifre la ecuacion de la funcion enemiga oculta.
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Figura 7- Mapa para actividad grupal.

El plan de clase para esta actividad se puede estructurar en 3 puntos:

1. Presentacion: A cada grupo se le proporciona un mapa vacio (Figura 8) y un mapa
con una funcidn dibujada y la ecuacién correspondiente. Este segundo mapa es el
de la funcion que tiene que descifrar el equipo contrario. La complejidad de todas
las funciones en juego debe de ser similar para evitar favorecer a ninguin equipo. La
actividad comienza con la lectura del enunciado por parte del alumnado. A
continuacion, se explica brevemente el ejercicio y se resuelven las posibles dudas
gue puedan surgir. La eleccidn del primer turno se hace al azar.

2. Desarrollo del juego: Durante el principio del juego la figura docente debe atender a
todos los grupos para asegurarse de que han entendido la dindamica del juego. Si hay
dudas generalizadas se haran explicaciones para toda la clase. Este tipo de dudas
generalizadas pueden indicar que hay algo que no esta claro en el ejercicio, por
tanto, nos ayudan a hacer una autoevaluacién del mismo seguido de una posible
mejora para un futuro. Ademas, es necesario comprobar el desarrollo de las
operaciones que realiza el alumnado para evitar que den resultados erréneos al
equipo rival. Si algun grupo se bloquea habra que guiarlo mediante preguntas sobre
su procedimiento, de manera que sean los mismos integrantes los que se den cuenta
de su punto de bloqueo y planteen una solucidn. Igualmente, si un grupo se centra
demasiado en los calculos se le debera de dar un tiempo limite y pasar de turno
transcurrido ese tiempo.

3. Finalizacion y debate: Cuando haya algun equipo ganador tendra que justificar el
trabajo que ha hecho para llegar a descubrir la ecuacién de la funcién oculta. En caso
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de que haya equipos que no hayan descubierto la funcidon enemiga, se le dedicardn
los dltimos minutos de la clase a que cada equipo explique brevemente el
procedimiento que ha seguido y las dificultades que han tenido. El objetivo es
generar un pequeio debate en el que cada equipo muestre los resultados a los que
ha llegado y el contrincante la corrija o valide los mismos, siempre en un marco
argumentativo en el dmbito de las matematicas. En esta ultima parte la persona
docente deberd de actuar de mediadora, dirigiendo las argumentaciones hacia los
puntos que tengan mas interés como, por ejemplo, las dudas y equivocaciones mas
comunes entre todos los participantes.

En el Anexo 2 se puede ver un ejemplo de resolucion de la actividad propuesta.

6.7.7. Sesion 7: Pre-examen.

La sesion 7 se dedicara por completo a realizar ejercicios semejantes a los que se haran
en el examen de la evaluacion del tema. Durante la realizacidon de esta prueba la persona
docente estara a disponibilidad de resolver dudas sobre los ejercicios. Al ser una prueba
no evaluable, se pueden ayudar a resolver algunos ejercicios si el alumnado esta
bloqueado y resolviendo las dudas de teoria que no puedan resolver por si mismo, no
obstante, es recomendable siempre no dar una respuesta directa a las preguntas que
hagan, si no guiarlos para que ellos y ellas mismas lleguen a resolver su propia duda. La
dificultad de esta prueba debe de dar al alumnado una idea de cémo sera el examen
evaluable del tema, a su vez, la persona docente puede extraer informacién sobre el
nivel de aprendizaje que se ha alcanzado durante el tema. Esto serd de utilidad para
definir la prueba final y/o reforzar los contenidos en los que se vea un menor dominio.
Para esto ultimo se usara la proxima sesion.

El pre-examen deberd llevar, al menos, los siguientes contenidos:
- Un ejercicio de cdlculo de derivadas.

- Uno o varios ejercicios de representacion de funciones. En estos ejercicios se
puede hacer uso de lo aprendido en la unidad de limites.

- Uno o varios problemas de optimizacion. Esto seran los ejercicios de mayor
dificultad del pre-examen ya que, no solo se usan los contenidos, también se
deben de aplicar a una situacidn concreta.

Un ejemplo de pre-examen puede ser el siguiente:

-> Actividad 1: Calcula las derivadas de las siguientes funciones: (las funciones
deberan de ser similares a las de la Actividad 1 de la Sesién 3). (1 punto)

- Actividad 2: Analiza y representa la funcién f(x) = 3 — (x + 2)3. (2 puntos)
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-> Actividad 3: Halla la ecuacidn de la recta tangente a f (x) = tan x en el punto

X = %. (2 puntos)

- Actividad 4: De todos los rectangulos de perimetro 46cm, halla las
dimensiones del que tiene mayor superficie. (2,5 puntos)

-> Actividad 5: Un banco ha analizado las variaciones en la bolsa y ha lanzado un
plan de inversion que tiene una rentabilidad R en funcién de la cantidad invertida
x (en €) dada por la ecuacion R(x) = —0.0011x2 + 0.8x + 2. Los clientes
conocen la ecuacién de la rentabilidad y tienen que tomar la decision de invertir.
Si fueras un cliente:

a) ¢Cuanto dinero invertirias? (1,5 puntos)
b) ¢Cuanto ganarias con esa inversién? (1 punto)

Justifica ambas respuestas.

Se puede observar que con los conocimientos basicos ya se puede aprobar el pre-
examen, estos son las 3 primeras actividades. En ellas se demuestra el conocimiento de
calculo de derivadas, representacidon de funciones y cdlculo de recta tangente a una
funcién por un punto. Sin embargo, se espera también que el alumnado aplique los
conocimientos de las derivadas a problemas reales. Por ello, una vez cubiertos los
conocimientos minimos con las 3 primeras actividades y un peso en la nota suficiente
para el aprobado, se completa el pre-examen con dos actividades de aplicacidn de las
derivadas con un peso igual al anterior.

La correccion por la parte docente de las pruebas de pre-examen debe de hacerse para
la siguiente sesion.

6.7.8. Sesion 8: Correccion del pre-examen y dudas.

Esta sesion serd dedicada principalmente a la correccidn del pre-examen. Debe de estar
centrada en las actividades en las que el alumnado haya tenido mas problemas.

Una vez que el pre-examen esté corregido. Se preguntaran dudas generales sobre el
tema.

El tiempo restante de la sesidn sera dedicado a la realizacidn de ejercicios. Se le
preguntara al alumnado qué tipo de ejercicios quiere practicar. Si no hay una respuesta
clara se deben de hacer ejercicios semejantes al 4 y 5 del pre-examen, ya que son mas
completos y pueden aportar ideas de cara a la resolucién de los mismos en la prueba de
evaluacién del tema.
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6.7.9. Sesion 9: Examen.

En esta sesiodn se realizard la prueba evaluable del tema. La estructura debe de ser la
misma que la del pre-examen. Sin embargo, durante la realizacidon del mismo no se debe
dar informacidn al alumnado sobre los contenidos del tema, solamente se hara de guia,
para asegurar que el entendimiento de los ejercicios es correcto.

A diferencia del pre-examen, esta prueba si forma parte de la evaluacién del alumnado.

6.8. Atencion a la diversidad

Es mucha la diversidad de estudiantes que pasan por una asignatura, tanto en un afio
como a lo largo del tiempo. Por esto mismo, el curriculum de una asignatura debe de
estar disefiado para posibilitar adaptaciones del mismo a casos en los que el alumnado
requiera necesidades especiales. A continuacidén, veremos algunos casos de
adaptaciones curriculares de la unidad didactica de las derivadas.

6.8.1. Alumnado con necesidad de refuerzo.

A veces, por diversos motivos, parte del alumnado tiene un nivel de conocimiento mas
bajo que el resto de la clase sobre y existe la posibilidad de que no sigan con facilidad el
ritmo de las sesiones. En este caso, la persona docente debe de adaptar las actividades
para que este tipo de alumnado no se descuelgue de las clases. Concretamente en la
unidad de las derivadas, esta adaptacidn consistira en adaptar las actividades de manera
gue el alumnado con necesidad de refuerzo consiga, como minimo, los conocimientos
basicos del calculo de derivadas, dandole prioridad a éstos sobre los problemas de
aplicacion. Es decir, las sesiones se podrian modificar de la siguiente manera:

- Sesiones 1, 2 y 3: el objetivo primario que se pretende del alumnado con
necesidades de refuerzo es que maneje el cdlculo de derivadas. Para ello
conviene centrarse durante el tema, en primera instancia, en ejercicios similares
a los de estas sesiones. Si es necesario se reducira la dificultad de las actividades
a un nivel adecuado para este tipo de alumnado.

- Sesidn 4: se le puede plantear una actividad como la Actividad 2 (calcular la
expresion de una derivada a partir de su definicién) con una funcién sencilla,
para que conozca el origen de la expresion de la derivada de una funcion.

- Sesidn 5: Para las actividades de esta sesidn, se le puede entregar una guia para
que el alumnado sigua las instrucciones de lo que le pida el problema, por

ejemplo:
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- Actividad 3: Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva f(x) = 3x2 — 4x
que sea paralelaalarecta2x —y +5=0.

Guia para la resolucién:

a) Para hallar la ecuacién de la recta tangente r(x) = mx + ¢ necesitamos
saber la pendiente m y el término independiente c. Si es paralela a la recta
dada por la ecuacién, tiene la misma pendiente. Calcula la pendiente de la
recta dada. ¢Cual es la pendiente de la recta tangente que buscamos?

b) La pendiente de la recta tangente a una funcidn en un punto es igual a la
derivada de la funcién en ese punto. Es decir: f'(x) = m. éEn qué punto de
f(x) la pendiente es igual a m? Lo llamaremos p.

c) Yatenemos identificado el punto p, donde la recta es tangente a la funcioén,
es decir f(p) =r(p). Resolviendo esta igualdad, halla el término
independiente ¢ de la ecuacion re la recta tangente r(x) = mx + c.

Para las actividades con mas dificultad, como las 4y 5, se le puede dar un dibujo
aclarativo y las unas instrucciones como las anteriores si fuera necesario. Estas
instrucciones no tienen que ir escritas necesariamente, si existe la posibilidad, se
puede guiar al alumnado directamente mientras hace el ejercicio y se pueden
usar las TICs como ayuda a la hora de visualizar las funciones, si se piensa que
esto resultara de ayuda.

Sesidén 6: en la sesion de trabajo en grupo el objetivo sera integrar lo maximo
posible a este tipo de alumnado. La manera de hacerlo sera organizando las
tareas de tal manera que el alumnado con necesidad de refuerzo realice aquellas
tareas que se sabe que puede hacer sim problema, por ejemplo, los calculos de
las derivadas. También se puede facilitar la actividad de este alumnado
otorgando funciones mas sencillas a los grupos dénde se vea implicado, de esta
manera habrd mas posibilidades de que sigan el juego.

Sesiones 7, 8 y 9: En cuanto al pre-examen y examen, habra que dar mas peso a
los ejercicios sobre calculo de derivadas, Actividades 1, 2 y 3, sobre los de
aplicacion de derivadas. Si es necesario, se puede hacer un examen especial que
contenga este tipo de ejercicios.

6.8.2. Alumnado con altas capacidades.

Para el alumnado que tiene unas capacidades para nuestra asignatura por encima del

resto de la clase se puede aumentar la dificultad de las actividades propuestas e incluir

nueva materia, todo con el objetivo de que este tipo de alumnado no pierda el interés

en las clases debido al bajo nivel de dificultad que le puede suponer.
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Durante en el trascurso de las sesiones se le pueden dar actividades que impliquen una
mayor dificultad, ya sean adicionales o en sustitucion de algunas de las que se imparten
al resto.

Por ejemplo, se le pueden presentar actividades del tipo:

- Actividad 1: Prueba que la funcién f(x) = v/x no tiene derivada en x = 0.

- Actividad 2: Halla las asintotas oblicuas de la funcién f(x) =vx?2+1y
estudia la posicidon de la curva con respecto a ellas. Calcula los puntos singulares

y representa la funcion.

-> Actividad 3: Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
y = 2x? —3x — 2 en el punto x = 2.

-> Un agricultor calcula que, si la recogida de tomates la realiza hoy, obtendra
120Tm y podra vender a 150€/Tm. Sin embargo, si espera un tiempo, la cosecha
aumentard en 20Tm por semana, pero el precio disminuird en 15€/Tm a la
semana. ¢Cuanto debe de esperar para sacar el maximo beneficio?

- En unaldmina de cartén de 12.96dm?, halla el lado del cuadrado que hay que
cortar a sus esquinas para formar una caja con volumen maximo.

A su vez, en la sesion 6, donde se trabaja en grupo, se puede aumentar la dificultad de
la funcion que debe descubrir el equipo que tiene a este tipo de alumnado como
integrante, siempre que no se perjudique al resto de integrantes. Seria recomendable
gue el resto de los compafieros del grupo tuvieran un bien nivel de conocimiento de las
matematicas, de manera que ninguno tenga dificultades para seguir el juego.

Adicionalmente, se pueden dar contenidos adicionales sobre la materia, como la regla
de L'Hopital o la clasificacion de los puntos singulares a partir de la segunda derivada. Si
esto supone un problema en la organizacién de las sesiones, se puede hacer de forma
digital, seleccionando y comunicdndole contenidos que pueda trabajar en casa y
atendiendo a las dudas que tenga durante las sesiones. De manera semejante a como
se hace cuando aplicamos la metodologia de la clase invertida.

6.8.3. Alumnado con dificultades en la interaccion social.

El disefio de esta unidad didactica esta fuertemente ligado a una alta participacion por
parte del alumnado. Esta se llevard a cabo mediante pequefios debates, preguntas de la
persona docente o actividades en grupo. La posible diversidad que puede existir en el
aula con respecto al grado de desarrollo de habilidades sociales o patologias que
supongan una mayor dificultad en la interaccidn social, hace que sea necesario un plan
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de accidén especifico. A continuacidn, se exponen las pautas que se deben de seguir en

estos casos:

- Preguntarle de manera que no se vea forzado/a dar una explicacion delante de
la clase, guiando la pregunta y facilitandole respuestas cortas.

- Incluir mas actividades, como el Kahoot, en las que no se necesite una
intervencion directa, si no mediante un recurso digital.

- Sies necesario, hablar con él/ella para dejarle claro que no debe de exponerse a
salir a la pizarra o presentar un ejercicio si él/ella no quiere.

- Adaptar los debates que puedan surgir en clase a medios digitales, de esta
manera el alumnado con estas caracteristicas podra participar en un ambiente
mas cémodo.

- En la sesion 6, la actividad grupal, formar los equipos de manera que esté
rodeado/a de la gente con la que mas confianza tiene.

- Poner a disposicion un correo electronico de la persona docente y animar a la
clase a preguntar dudas mediante el mismo.

Como se puede ver, el uso de las TICs puede ser una herramienta muy util para las
personas que tienen mas dificultad de establecer relaciones sociales.

6.9. Evaluacion

La evaluacién del aprendizaje debe de dar una idea realista del éxito en el proceso de
ensefianza-aprendizaje. No solo debe de ser una herramienta que mida los
conocimientos adquiridos por parte del alunando, también debe de ser una herramienta
de estudio por la parte docente que le haga preguntarse es qué medida es responsable
del resultado de una evaluacion al alumnado. La respuesta a esta pregunta puede ser
una oportunidad para revisar y mejorar las metodologias usadas.

6.9.1. Contenidos de la evaluacion

Los contenidos objeto de evaluacién de la unidad de derivadas han sido definidos en
base a los criterios de evaluacidn publicados en la Orden del 14 de julio de 2016 del BOJA
del Bloque | y lll de la asignatura de Matematicas 1 y atendiendo a los estandares de
aprendizaje publicados en el Real Decreto 1105/2014 de 26 de diciembre del BOE. Los
contenidos evaluables (CE) han sido basados en los objetivos de la unidad didactica (OB)
y seran evaluados de en concordancia a los criterios y estandares publicados en los
documentos citados. De esta manera se asegura que la evaluacién del alumnado esta
fuertemente ligada a la consecucion de los objetivos:
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CE1: Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucién de
un problema, con el rigor y la precision adecuados.

CE2: Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para estructurar y mejorar su proceso
de aprendizaje recogiendo la informacidn de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas de mejora.

CE3: Utiliza medios tecnoldgicos como una herramienta de apoyo para representaciones
graficas de funciones y extrae informacidn cualitativa y cuantitativa sobre ellas.

CE4: Identifica graficamente la derivada de una funcidén y reconoce los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

CE5: Calcula la derivada de una funcion usando los métodos adecuados.

CE6: Deriva funciones que son composicion de varias funciones elementales mediante
la regla de la cadena.

CE7: Realiza la demostracién de la derivada de una funcién sencilla a partir de su
definicidn y sabe plantear la demostracion para funciones mas complejas.

CES8: Sabe calcular la recta tangente a una funcién en un punto a partir de su derivada.

CE9: Representa graficamente funciones, después de un estudio completo de sus
caracteristicas mediante las herramientas basicas del analisis.

CE10: Calcula la derivada de una funcién y la emplea para estudiar situaciones reales y
resolver problemas.

CE11: Reflexiona sobre el proceso de resolucion de problemas.

CE12: Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre los logros conseguidos,
resultados mejorables, impresiones personales del proceso, etc.

Una vez definidos estos contenidos evaluables se puede hacer una tabla para tener un
control de los objetivos que ha cumplido el alumnado en base a la evaluacion, como se
muestra en la Tabla 1:
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OB1 0OB2 0OB3 OB4 OB5 OB6 0oB7

CEl

CE2

CE3

CE4

CES

CE6

CE7

CES8

CES

CE10

CE1l1l

CE12

Tabla 1 - Evaluacidn de los contenidos en base a los objetivos.

6.9.2. Procedimiento de evaluacion

La evaluacion del alumnado se estructura de la siguiente manera:

Participacion 20%.

Dentro de este apartado se deben de tener en cuenta aspectos como la
participacién en las clases, la argumentacion y el rigor matematico usado en sus
explicaciones o en los debates que se generen, el respeto con el que se dirija al
profesor y al resto de la clase, las dudas que se le consulten a la persona docente,
etc. Si parte del alumnado tiene mds reticencia a ser participativo se debera de
fomentar su participaciéon y evaluarlo teniendo en cuenta sus caracteristicas
personales. En definitiva, se pretende evaluar el interés que muestre el
alumnado por la asignatura.

Se valorard positivamente que el alumnado haga uso de las TICs durante las
explicaciones o en la resolucién de ejercicios.

En este apartado se tendra en cuenta también la asistencia a las clases.

Actividades 20%.
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En este apartado se evaluaran las actividades que la persona docente mande
para ser entregadas. Por ejemplo, la actividad 2 de la sesion 4. En la evaluacion
de las actividades debe de primar el procedimiento seguido por delante del
resultado obtenido. Si un ejercicio no queda totalmente resuelto pero el
alumnado es capaz de identificar el punto de bloqueo y expresarlo de forma clara
la persona docente debe de valorarlo positivamente.

También se evaluara dentro de este apartado el trabajo continuo en los ejercicios
que se desarrollen en clase y en casa.

Trabajo en grupo 10%.

La evaluacion del trabajo en grupo se centrard en la sesion 6. En el desarrollo de
la actividad grupal se valorara positivamente el interés en la misma, la
argumentacioén tanto de dudas existentes como de resultados obtenidos y, por
ultimo, el resultado obtenido. Al igual que en la participacion en clase, el
principal objetivo es evaluar tanto el interés mostrado como la justificacion del
trabajo con un cierto rigor matematico.

Otros aspectos a tener en cuenta para evaluar positivamente la actividad es el
respeto a los compafieros del mismo grupo y del grupo contrincante.

Examen 50%.

En el examen evaluable de la asignatura se deben de mostrar los contenidos
impartidos durante todo el tema. Este examen tendrd una estructura similar a la
del pre-examen realizado en la sesién 7. Por tanto, habrd una parte que evalle
los contenidos matematicos dados, con la que se podrd aprobar. Y otra parte que
evalia la aplicacion de los contenidos a situaciones contextualizadas en
situaciones reales.

La reparticion de pesos entre el examen y las demas partes de la evaluacion continua

tiene el objetivo de no cerrar la posibilidad de que parte del alumnado quiera, por los

motivos que sea, hacer uso Unicamente del examen. Por otro lado, si parte del alumnado

ha estado participando activamente en la asignatura, pero por alguna razén obtuviese

una calificacion muy baja en el examen, esta manera de evaluar le permitiria aprobar la

unidad. No obstante, lo que se espera del desarrollo de la unidad es que el alumnado se

implique en la asignatura consiguiendo parte de la nota de la participacidn, actividades

y trabajo en grupo y, habiendo trabajado la unidad de esta manera, no tenga problema

en obtener buena calificacion en el examen.
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7. Conclusiones

Con el presente Trabajo de Fin de Master se ha pretendido tener una vision mas
profunda de la docencia de las matematicas, en concreto, de la ensefianza de las
derivadas. Este acercamiento a la docencia se ha producido en distintos ambitos,
marcados en gran medida por los objetivos que este trabajo y el propio master
persiguen. Las principales contribuciones del Trabajo de Fin de Master sobre mi
formacién docente han sido:

- El conocimiento del curriculum y la normativa vigente. Gracias a la repetitividad
con la que hay que consultar la normativa para verificar aspectos del curriculum,
objetivos, metodologias, criterios de evaluacién, competencias clave, etc., se
adquiere una visidn mas estructurada de la normativa y un manejo en la
busqueda de informacidn que, bajo mi punto de vista, es muy necesario y
aplicable en el dia a dia de la labor docente.

- El desarrollo y adaptacién de metodologias teniendo en cuenta investigaciones
docentes. Las investigaciones que se nombran en este trabajo permiten dar un
trasfondo mas sdlido a la aplicacién de ciertas metodologias en el campo de las
derivadas. Esto ha servido de ayuda para construir una unidad didactica en base
a algunas de esas metodologias, como puede ser la clase invertida.

- La adaptacion curricular atendiendo a la diversidad. Algo que he aprendido en
las practicas docentes es que una sesidn de clase no es algo que puedas tener
totalmente controlado, por esto, hay que otorgar una mayor importancia a los
recursos que hay detras de esa clase para recurrir a ellos si es necesario. De la
misma manera, hay que tener un bagaje de recursos para poder afrontar una
clase atendiendo a la diversidad del alumnado. Me ha parecido muy interesante
este ejercicio de adaptacién de la unidad, especialmente en el caso de alumnado
con dificultades en la interaccidn social, ya que la unidad desarrollada esta
bastante centrada en la participacion del alumnado y el trabajo en grupo.

Por otro lado, la mayor limitacién del presente trabajo esta en su aplicacion en el aula.
Me hubiera gustado poder aplicar la unidad didactica desarrollada para comprobar
ciertos aspectos de la misma. El mds importante, bajo mi punto de vista, es el hecho de
trabajar el cdlculo de derivadas antes de la definicion de derivada. Este orden de los
contenidos no es el usual en los libros de texto, sin embargo, como se explica en el
apartado de metodologia, considero que para el alumnado es mas facil entender la
definicién de derivada si antes ha trabajado los ejercicios de cdlculo de derivadas y tiene
una intuiciéon sobre su significado.
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Para concluir, la realizacion del master y del presente trabajo es una experiencia
totalmente necesaria que requiere de la adquisicion de numerosos recursos. Conocer la
existencia de estos recursos es una herramienta indispensable que debe de respaldar el
trabajo de un buen docente.
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9. Anexos

9.1.

Imagenes del enunciado:

y= er

Anexo 1

y=(e )

Ecuaciones

y=(x+3)*1

y=5sin(x)

y=(x-1 Y-xP+1

y=-4x"+5
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El ejercicio resuelto seria el siguiente:

y=(x-1)%

......

y=5sin(x)|

AETAVE

FENARG

.........

y=(x+3)*1

.......

......

y=-4x’+5

......

y=(x-1)’-x*+1

......

y=e**
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9.2. Anexo 2

Para la segunda parte de la tarea nos pondremos en el punto de vista de un bando
(equipo A) y describiremos la solucion que corresponde al descubrimiento de la funcién
oculta del equipo contrincante (equipo B). Recuadrado en rojo estara el mapa del equipo
Ay en azul el del equipo B. La ecuacion de la funcidn del equipo B es la siguiente (estas
funciones se las proporcionamos nosotros a cada grupo junto con su representacién en

el mapa):
y=(x+3)?*-1

Este dato, por supuesto, solo lo conoce el equipo B y conocerlo es el objetivo del equipo
A.

Comenzaria el juego:

Turno 1 - Equipo A. Disparamos la primera recta: y = 3x

Vemos que no intersecta con la funcidén del equipo B, por tanto, este no tiene que dar
ningun dato. Para verificarlo, el equipo B puede igualar la ecuacién de la recta lanzada
con la ecuacién de su funcién y veran que no hay solucién real:

3y=(x+3)?*-1

Turno 1 - Equipo B. Ahora el equipo B haria el mismo procedimiento y nosotros
comprobariamos si su recta intersecta nuestra funcién y le dariamos los datos
correspondientes, pero para no ser redundantes vamos a solucionar solo la parte en la
gue el equipo A lanza rectas para descubrir la funcidn del equipo B, la otra parte seria
analoga.
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Turno 2 - Equipo A. Disparamos la segunda recta: y = —3x

Ahora nuestra recta intersecta a la funcién del equipo B en un punto (dentro del mundo
de 15x15). Por tanto, el equipo B nos tiene que dar el punto de interseccidn y la derivada
en ese punto. El equipo B tendria que proceder de la siguiente manera:
- Calcular el punto de interseccion con la recta lanzada igualando las dos ecuaciones
y resolviendo la resultante:
—3y=(x+3)?%-1

Al resolver comprobamos que las funciones intersectan en dos puntos:
y(-8) = 24 >y(-1) =3

El punto sefialado con la flecha es el que se encuentra dentro del dominio 15x15. Este
seria uno de los datos que nos tendria que dar el equipo B. El otro dato seria el valor de
la derivada en ese punto. Por tanto, el equipo B tendria que calcular la funcidn derivada
de la funcién y = (x + 3)? — 1y sustituir el punto de interseccién con nuestra recta:

y =2x+6 2>y'(-1)=4

En definitiva, el equipo B tendria que informarnos de que nuestra recta intersecta a su
funcién oculta en y(—1) = 3 y el valor de su derivada (es decir, su pendiente) en ese
punto es 4.

Con estos datos, nosotros, el equipo A, podemos dibujar en nuestro mapa algo como lo
siguiente:
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Turno 2 - Equipo B. (se haria de forma andloga).

Donde se puede sacar
informacién del punto por el que
pasa la funcién y la tendencia que
lleva. Incluso, si superponemos las
dos rectas que hemos trazado
sabemos que no puede
intersectar a la primera.

Turno 3 - Equipo A. Disparamos una tercera recta: y = 0.

Con esta tercera recta el equipo B haria el mismo procedimiento y los datos que tendria

que darnos serian los puntos de corte en y(—4) =0y en y(—2) = 0 con el valor de sus

derivadas y'(—4) = —2 y y'(—2) = 2, respectivamente. Por tanto, en el equipo A

podemos dibujar toda esa informacién en nuestro mapa:
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Aqui ya se puede intuir que la funcién tendra un minimo entre x = 4y x = —2, ya que
pasa a ser decreciente a creciente. Ademads, con los valores que tenemos de la funcién
derivada se puede plantear un sistema de ecuaciones que nos dé el valor de la funcién
derivada. Entonces, si suponemos una funcién derivada:

y=ax*+bx+c
Y tenemos los siguientes datos: y'(—=1) = 4;y'(—4) = 2;y'(-2) = 2.
Podemos plantear el siguiente sistema de ecuaciones:
4=a—-x+c
2=4a-2b+c
—2=16a—-4b+c

Resolviéndolo podemos obtener la ecuacién de la derivada y' = 2x + 6.

Llegados a este punto y observando la derivada, ya podemos imaginarnos que la
ecuacién que queremos obtener es de segundo grado, para no gastar mads disparos y no
darle mds opciones al contrincante (porque supondria un turno mas para el equipo
contrario) podemos arriesgarnos y plantear un sistema de ecuaciones como el anterior
sobre la funcién que queremos hallar y resolverlo.
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Otra opcidn seria calcular la primitiva (para esto es posible que se necesite la ayuda del
profesorado) y dejar el término independiente como incégnita de esta manera:

y=x*+6x+A

A continuacion, tendriamos que lanzar otra recta en x = 0 y despejariamos el término
independiente. Este método es mas rapido, pero le concederiamos otro turno al
contrincante.
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