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1. RESUMEN.
El objetivo de mi trabajo fin de grado es introducir en el sistema matemático de las finanzas la incertidumbre. Para poder conseguir incertidumbre, he considerado los intereses en las diferentes operaciones financieras como variables no fijas.
Los intereses oscilarán en un intervalo donde el extremo inferior estará denotado por un subrayado, en este caso i, y un extremo superior i. Por lo tanto el valor del interés estará comprendido entre los dos extremos de este intervalo.
Para alcanzar el objetivo del trabajo, la introducción de la incertidumbre, ha sido necesario aprender a operar con intervalos matemáticos, donde dejo un subapartado en el capítulo 2, en el que se muestran las operaciones con intervalos que desarrollo en el trabajo.
En mi trabajo me he especializado en el tema de rentas financieras y sistemas de amortización, porque son uno de los conceptos más comunes de las matemáticas financieras y se puede observar con claridad el objetivo del trabajo fin de grado.
Siempre nos han enseñado las matemáticas financieras desde el punto de vista en que todas las variables son fijas; por eso mi trabajo puede resultar bastante interesante a la  vez que obsoleto.
Observando los ejemplos que expongo a lo largo del proyecto, se comprende mejor en que consiste la incertidumbre y cuál es la intención de mi proyecto, los intereses varían entre dos valores y como afecta esto al resto de las operaciones financieras dependientes de estos intereses.
Ver un sistema de amortización francés cuyos valores son intervalos puede resultar al principio un poco lioso, pero si se sabe operar con intervalos, es un proyecto fácil de entender y muy lectivo. En definitiva estamos acostumbrados a estudiar prácticamente todo en las matemáticas financieras con variables fijas, y de repente ver que todos los valores se convierten en intervalos  complican el cálculo.
Centrándome en el objetivo del proyecto, demuestro todas y cada una de las fórmulas, desde valores actuales y finales de las rentas financieras hasta la prima de los sistemas de amortización, con  intervalos matemáticos para lograr la incertidumbre.
Es sorprendente como considerando sólo una de las variables no fijas, en este caso los intereses, todo el sistema financiero se convierte en intervalos, es decir considerar una variable no fija en un sistema matemático que depende de esta variable no fija, todo es incertidumbre.
Antes de empezar con la incertidumbre, contextualizo el proyecto definiendo los conceptos esenciales de una renta financiera y los tipos de rentas que existen, ídem con los sistemas de amortización que se exponen a lo largo de este.

Durante todo el proyecto, muestro figuras y cuadros para una mejor comprensión, ya que a veces la idea que se define puede ser bastante abstracta; en las cuales hago referencia de los libros que los he sacado.
He tratado de realizar las demostraciones de todos los valores actuales y finales calculados paso por paso, de ahí su extensión en la fórmula, pero merece la pena observar cómo funciona el cálculo de estos valores con intervalos. 
Al fin y al cabo con las demostraciones con intervalos, se llega al mismo resultado que considerando las variables fijas, se puede observar claramente por ejemplo en la equivalencia entre renta pospagable y prepagable.
En la actualidad no existe prácticamente nada fijo, y menos en un sistema financiero, por lo que puede resultar bastante útil este proyecto que he elaborado con gran esfuerzo.
Los sistemas de amortización plasmados en el trabajo son el de a plazo fijo, el francés y el alemán, he de decir que el americano no lo expongo porque se sale de los conceptos matemáticos financieros que abordamos en el proyecto.
El Euribor es una de las variables no fijas que alteran los valores en la actualidad de préstamos, de ahí que en mis ejemplos introduzca este índice que da tantos quebraderos de cabeza hoy en día.
 Las rentas según el momento de valoración son las que analizo durante el proyecto, ya que son rentas constantes, ya que  las rentas variables exceden de los objetivos del proyecto. En el cálculo de las rentas distinguimos entre prepagables y pospagables para observar su funcionamiento y demostrar posteriormente la equivalencia entre estas.












2. FINANCIAL MATHEMATICS IN CONDITIONS OF UNCERTAINTY.
	
Financial mathematics in conditions of uncertainty.
My project, “Financial mathematics in conditions of uncertainty” is based on the theory of financial mathematics which is applied in conditions of uncertainty. Hence the title of my project.
To introduce this uncertainty, I have used mathematical intervals instead of considering that all variables are fixed, because if I use fixed variables during my project, it is impossible to achieve the objective of this project.
I show two topics, financial revenues and lendings. These are the most important parts of financial mathematics. I have carried out a demonstration of all formulae with intervals for interest rates. Currently there are not fixed variables, especially interest rates, as they are always changing.
I have provided examples to observe how a real case could be. Intervals for interest rates, I=,i], where  is the lower part of this interval and I is the higher part, that is, the value of interest is unknown, but it will be limited between  and i.
The financial revenues that I explain in greatest detail are the revenues according to the moment of valuation, immediate, deferred and anticipated. In addition they are always finite, that is to say, temporal.
As for the lendings, I have developed three methods: fixed-term interest, French method and German method. 
 I have learnt to operate with intervals. At the beginning of my project I explain the operations with intervals that I am going to use. An in-depth knowledge of operations with intervals is necessary to carry out this project successfully.
I preferred to choose this project because during my degree we have always studied financial mathematics without uncertainty. We have always considered all the fixed variables, and so this is a very attractive topic for me; additionally I have a great interest in financial mathematics.
I believe I have managed to achieve the objective of my project, to develop all the formulas with intervals.
It has been a very difficult project but I have enjoyed doing it because it has taught me a lot of new things about mathematics that I never knew existed.
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3. RENTAS FINANCIERAS.
3.1. CONCEPTO MATEMÁTICO DE RENTA FINANCIERA
Sea I un intervalo de la recta real acotado inferiormente. Se llama renta a una terna R={P,C,F}, donde:
-P es una partición de I, concretamente un conjunto { I j} jϵJ de subintervalos de I, indizado por J(finito o infinito, numerable o no numerable), tales que :
 IK ∩ Il =Ø, para cualesquiera elementos de K y l de J, con la condición de que k≠l.
jϵJ∪Ij =I.
C es un conjunto {(cj, гj)} jϵJ de capitales financieros fijos, también indizado por J, tales que гj ϵIj, para todo jϵJ.
F=F(t,p) es una ley financiera de valoración en un punto p dado.
La representación gráfica de una renta,  donde I es acotado superiormente y J finito, es :             
            Figura 3.1..Representación gráfica de una renta.
            (c1, г1)             (c2, г2)        ….                    (cn, гn)
  
          t0                                t1                             t2    ….            tn-1                         tn
                                               F(t,p)                                               
Introducción a las matemáticas fiancieras. Salvador Cruz Rambaud, María del Carmen Valls Martínez.
               
                                               En este caso   :           
                                         I= [ t0,tn]
                                         I1=[ t0,t1], I2=[ t1,t2],… In=[ tn-1,tn]
                                         J= {1,2,…,n}.




3.2.ELEMENTOS DE UNA RENTA.
Cada uno de los subintervalos Ij recibe el  nombre de período de maduración de la renta.
Al extremo inferior del intervalo I se le llama origen de la renta y a su extremo superior, en caso de ser acotado superiormente, final de la renta. La diferencia entre el final y el origen de la renta se denomina duración.
En el ejemplo anterior, I1,I2…In son los períodos de maduración; (c1,, г1)… (cn,, гn) son los términos de la renta, t0 es el origen, tn el final y d= tn-t0 la duración.
La denominación de período de maduración para el subintervalo Ij,,  jϵJ , es debido a que el correspondiente término de la renta (c j , гj) se genera durante todo el subintervalo , aunque el cobro o el pago del mismo se produzca puntualmente en гj. 
Por ejemplo , si una persona se compromete a pagar X euros los días 5 de cada mes durante 2 años, en concepto de alquiler de una oficina, el derecho u obligación de cobro o pago de dicha cuantía se ha generado por el uso de dicho inmueble durante un mes y no sólo durante el día 5 del mes correspondiente.

3.3.VALOR CAPITAL DE UNA RENTA.
Sea R una renta y hϵⱤ un instante perteneciente o no a I. Se llama valor capital Vh de la renta R a la cuantía de la suma financiera, en dicho instante y de acuerdo con la ley financiera dada, de todos los términos de la renta.

Por tanto:
Vh=  

Siendo  el factor financiero que determina la cuantía de los capitales sustitutos en h equivalentes a cada uno de los términos de la renta.
En los casos particulares de que h sea un momento no posterior al inicio de la renta, el valor capital recibe el nombre de valor actual y cuando h sea un momento no anterior al final de la renta se denomina valor capitalizado.



3.3.1.LEY DE EQUIVALENCIA FINANCIERA.
Dos rentas R y R´ , de acuerdo con una ley financiera de valoración, son equivalentes cuando tienen el mismo valor capital en un mismo momento del tiempo, cualquiera que sea el momento que se considere.
Como puede observarse, el valor capital de una renta R= { P,C,F} no depende de los períodos de maduración, es decir de P. Así, cuando calculemos el valor financiero de R sólo tendremos en cuenta C y F, por lo que hablaremos del valor capital de la renta R= {C,F}, o bien del valor capital de la renta R={(c j , гj)} jϵJ según la ley financiera F.
Así pues dadas las rentas:
R={(c j , гj)} jϵJ y R´={(c´ k , г´k)} kϵK  ,
Estas deberían ser equivalentes si se verifica que :
=  para todo h.
Es decir, que si dos rentas son equivalentes lo serán en cualquier instante del tiempo.

3.4. CLASIFICACIÓN DE LAS RENTAS
3.4.1. EN FUNCIÓN DE LA CUANTÍA DE LOS CAPITALES.
a) Rentas constantes. Cuando las cuantías de todos los términos son iguales,es decir ,c j  =c, para todo j ϵJ .En el caso de que la cuantía sea la unidad c j  =1, para todo jϵJ, hablamos de rentas unitarias. Estas son las rentas que vamos a estudiar a lo largo de los próximos capítulos.
b) Rentas variables. Cuando por lo menos, la cuantía de uno de los términos es distinta a las demás. Es frecuente que la variabilidad de las cuantías siga una determinada pauta, siendo los casos más frecuentes la variación en progresión aritmética o geométrica.

3.4.2.EN FUNCIÓN DE LA DISPONIBILIDAD O VENCIMIENTO DEL TÉRMINO.
a) Rentas prepagables .Cuando la disponibilidad o vencimiento de todos los términos coincide con el extremo inferior del período al que van asociados.   
Véase gráficamente una renta prepagable:




                  Figura 3.2.Rentas prepagables.
       
                     c 1          c 2               c 3  ….    c n

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
  Introducción a las matemáticas financieras. Salvador Cruz Rambaud, María del Carmen Valls Martínez.
b) Rentas pospagables. Cuando la disponibilidad o vencimiento de todos los términos coincide con el extremo superior del período al que van asociados.
Véase gráficamente una renta pospagable:
	
    Figura 3.3. Renta pospagable.
                                  c 1              c 2   ….     c n-1          c n      

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
  Introducción a las matemáticas financieras. Salvador Cruz Rambaud, María del Carmen Valls Martínez.

En la práctica es posible encontrar rentas cuyos términos tengan su disponibilidad en momentos del tiempo diferentes de los extremos de los intervalos. En tales casos, podemos proceder, sin ningún problema, a transformar dichas rentas en otras equivalentes con términos prepagables o pospagables.

3.4.3. EN FUNCION DE LA DURACION DE LA RENTA.
a) Rentas temporales. Cuando la duración de la renta es finita, es decir, el intervalo I está acotado.
b) Rentas perpetuas. Cuando la duración de la renta es infinita, es decir, el intervalo I no está acotado, no existiendo, por tanto, último término.


3.4.4. EN FUNCION DE LA AMPLITUD DE LOS PERÍODOS DE LA RENTA.
a) Rentas discretas. Cuando todos los períodos de la renta son finitos, pudiendo distinguir entre:
   1-.Rentas de período uniforme .Cuando la amplitud de todos los períodos es la misma.
t1 - t0   = t2  - t1 = tn - tn-1
Estas rentas son llamadas también anuales, mensuales, trimestrales, etc; según que la duración constante de sus períodos sea un año, un mes, un trimestre…

2-.Rentas de período no uniforme. Cuando al menos la amplitud de un período es diferente.
b)Rentas continuas. Cuando los períodos de la renta son de amplitud infinitesimal, es decir, su amplitud tiende a cero, produciéndose en consecuencia , un flujo continuo de capitales.

3.4.5. SEGUN EL MOMENTO DE VALORACION.
Son las rentas que vamos a estudiar con incertidumbre en el siguiente capitulo; podemos distinguir entre:
a) Rentas inmediatas .Cuando la valoración se realiza en un instante h situado entre el origen y el final de la renta, esto es, dentro del intervalo [ t0, tn]. 
b) Rentas diferidas. Cuando la valoración se realiza en un instante h anterior al origen de la renta: h< t0. En este caso se dice que la renta está diferida  t0 –h períodos. 
c) Rentas anticipadas. Cuando la valoración se realiza en un instante h posterior al final de la renta h> tn .En este caso se dice que la renta está anticipada h- tn  períodos. 
Véase la representación gráfica según el momento de valoración (h).
                                 Figura3.4. Rentas según el momento de valoración.
                                            Diferida         Inmediata        Anticipada

                                                            t0                        tn  
   Introducción a las matemáticas financieras. Salvador Cruz Rambaud, María del Carmen Valls Martínez.


3.4.6. SEGUN LA CERTEZA DE LOS ELEMENTOS DE LA RENTA
a) Rentas ciertas. Cuando tanto los términos de la renta (cuantías y vencimiento) como su duración son conocidas con certeza.
b) Rentas aleatorias. Cuando alguno de los anteriores elementos no es conocido con certeza, por depender de fenómenos estocásticos, aunque si está definida su función de distribución de la probabilidad.
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4. INTRODUCCIÓN A LA INCERTIDUMBRE.

4.1. CONCEPTO DE INCERTIDUMBRE.
 Supongamos que no sabemos con  certeza el valor de  las variables  de una  renta financiera (capital, interés…), pero si los posibles valores entre los que pueden oscilar estos, es decir, nos estamos refiriendo a un intervalo acotado donde se encontrarán todos los valores que podrían ser candidatos al valor que se obtendrá en un futuro.
Sea A un intervalo cualquiera definido  Aϵ IR+  (para las rentas financieras el conjunto de los números reales son los positivos) donde A al menos está siempre acotado inferiormente (0 u otro número real positivo) y puede estar o no acotado superiormente en el caso de rentas financieras, pero para lo que vamos a abordar en los próximos temas, también estará acotado superiormente.

4.2. OPERACIONES CON INTERVALOS. (ANEXO)
Sean A, B ϵ IR+, dos intervalos pertenecientes al conjunto de números reales positivos.
Estos intervalos estarán definidos por un extremo inferior, el cual lo denotaremos con un subrayado y un extremo superior, A=[a,a] y B=[b,b].
Las operaciones con intervalos que veremos en los próximos capítulos serán las siguientes:
1) A+B= [a+b ,a+b]   ᴧ a,b ϵ IR+
2) A*B= [a*b ,a*b]   ᴧ a,b ϵ IR+
3) A/B= [a/b,a/b]     ᴧ a ϵ IR+, ᴧ b ϵ{ IR+-0}.
4) -B= [-b,-b]
5) A-B= A+ (-B)=[ a –b,a-b]
6) (1+A)K  = [ (1+a)k,(1+a)k]
7) 1/A= [1/a, 1/a]

Ejemplos:
[2,3]+[4,7]=[6,10]
[1,5]^3=[1^3,5^3]=[1,125]	
[2,5]*[4,6]=[8,30]
[3,6]-[1,2]=[3-2,6-1]=[1,5]
[2,4] / [1,2]=[2/2,4/1]=[1,4]
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5. RENTAS CONSTANTES Y TEMPORALES ,SEGÚN EL MOMENTO DE VALORACIÓN  EN CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE.

5.1. INTRODUCCIÓN.
El objetivo de este capítulo es el de analizar las rentas temporales y perpetuas (indefinidas) según la posición que ocupa el punto de valoración (inmediata, diferida o anticipada) y según sea el vencimiento de las mismas (pospagables, o prepagables).Supondremos que las rentas son discretas y unitarias y operaremos con las leyes financieras de capitalización compuesta y descuento compuesto. Calcularemos sólo los valores actual y final, ya que el valor en cualquier otro momento se puede deducir de los anteriores.
Recordemos que a partir de ahora operaremos con intervalos para introducir la incertidumbre.

5.2. RENTAS INMEDIATAS.
Las rentas inmediatas son aquellas cuyo punto de valoración coincide con el origen o el final de la renta.

5.2.1. RENTA  INMEDIATA Y POSPAGABLE.
Las rentas pospagables son aquellas en las que los términos vencen al final de cada intervalo.
Sea  I=  [i, i] el intervalo que comprende los valores del tipo de interés de la operación, expresado en porcentaje o en tantos por uno..
Como ya habíamos comentado la cuantía de los términos que constituyen la renta será unitaria, c 1= c 2= … = c n-1= c n= 1.
Sea t los instantes de tiempo en que se han de hacer efectivos los términos que constituyen la renta

5.2.1.1. VALOR ACTUAL DE UNA RENTA , TEMPORAL,UNITARIA , INMEDIATA Y POSPAGABLE.

 Véase la representación gráfica:
     

 Figura 5.1.Valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.
Valor actual    (1+I)-n
                     (1+I)-(n-1) 
                      (1+I)-2
                       (1+I)-1
                                  c1= 1        c2= 1                                     1        cn= 1 

                   t=0           t=1           t=2                                       t=n-1      t=n
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El valor actual de la renta unitaria dada en condiciones de incertidumbre, verifica que:
  = (1+I)-1 + (1+I)-2 +……..……….(1+I)-(n-1) +(1+I)-n=[ (1+i)-1,(1+i)-1] +[ (1+i)-2,(1+i)-2] +[ (1+i)-(n-1),(1+i)-(n-1)]+[ (1+i)-n,(1+i)-n]=
                                     
Se trata de una serie, cuyos términos varían en progresión geométrica de razón:
r=(1+I)-1=[ (1+i)-1,(1+i)-1]
Cuya suma viene dada por la expresión:
= = =
===
c 1= Primer término de la serie.
c n= Último término de la serie.



5.2.1.2. VALOR FINAL DE UNA RENTA TEMPORAL , UNITARIA , INMEDIATA Y POSPAGABLE.
Valor final de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.
Véase la representación gráfica:
           Figura 5.2.Valor final de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.         
               cn  =1        1                                            c1=1        

       t=0      t=1         t=2                                          t  = n-1          t= n
                                                                                        (1+I)
                                                                                        (1+I)n-2 
                                                                                        (1+I)n-1   Valor final.
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El valor final de la renta unitaria dada, lo denotaremos por Sn]i  y verifica que :
Sn]i  = 1*(1+I)n-1+1*(1+I)n-2……………+1*(1+I)+1  =
Se trata de una serie, cuyos términos varían en progresión geométrica de razón:
r=(1+I)-1=[ (1+i)-1,(1+i)-1]

En nuestro caso, la suma de los términos viene dada por :
Sn ]I  ==
===[]
   
Puesto que   y Sn ]I   son las cuantías de la suma financiera de los mismos términos de la renta, aunque en momentos del tiempo distintos, deben ser capitales financieramente equivalentes. Por lo que podemos obtener un valor si conocemos el otro.
Así pues:

Sn]I= ==[]
Por lo que el valor final de la renta lo podemos obtener capitalizando el valor actual obtenido, , por la tasa de capitalización , (1+I)n .

5.2.2. RENTA INMEDIATA Y PREPAGABLE.
5.2.2.1. VALOR ACTUAL  DE UNA RENTA TEMPORAL , UNITARIA , INMEDIATA Y PREPAGABLE.

Véase la representación gráfica:
 
Figura 5.3.Valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y prepagable.
Valor actual
          (1+I)-(n-1)
          (1+I)-2
          (1+I)-1

         1            1             1                                             1
                                    
          t=0             t=1             t=2                                                     t=n-1       t=n
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Sea  I= [i, i] el intervalo que comprende los valores del tipo de interés de la operación, expresado en porcentaje o en tantos por uno.
La cuantía de los términos que constituyen la renta será unitaria, c 1= c 2= … = c n-1= c n= 1.
Sea t los instantes de tiempo en que se han de hacer efectivos los términos que constituyen la renta.
El valor actual de la renta unitaria dada, verifica que:

Valor actual=n]I= 1+(1+I)-1 + (1+I)-2 +...(1+I)-(n-1) =[1,1]+[ (1+i)-1,(1+i)-1]+[ (1+i)-2,(1+i)-2]+
….[ (1+i)-(n-1),(1+i)-(n-1)]=
Se trata de una serie, cuyos términos varían en progresión geométrica de razón:
r=(1+I)-1
Cuya suma viene dada por la expresión:
S= 
En este caso:
n]I=   == =[]==
=[= 
La anterior demostración da lugar a la equivalencia entre rentas financieras pospagables y prepagables, es decir,
n]I = 
Como podemos observar el valor actual de la renta unitaria prepagable es igual al de la renta financiera pospagable equivalente de cuantía constante (1+i).Otra relación entre los valores actuales de las rentas unitarias  pospagable y prepagable es la siguiente:
n I-1= 
Véase el siguiente gráfico para entender la anterior igualdad:
      Figura 5.4. Equivalencia entre prepagable y pospagable.

         1             1                1                                        1

           0                    1                      2                                                     n-1                   n
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5.2.2.2. VALOR FINAL  DE UNA RENTA TEMPORAL, UNITARIA, INMEDIATA Y PREPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
   Figura 5.5. Valor final de una renta temporal, unitaria, inmediata y prepagable.
cn= 1         1             1                                          c1= 1

  0              1             2                                            n-1       n
                                                                                  (1+I)
                                                                                  (1+I)n-2
                                                                                                    (1+I)n-1
                                                                                                 
                                                                                                   (1+I)n      Valor final
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El valor final de la renta unitaria dada, verifica que:
Valor final = 1*(1+I)n+1*(1+I)n-1+….1*(1+I)=
                          
Se  trata de una serie, cuyos términos varían en progresión geométrica de razón:
r=
En nuestro caso, la suma de los términos viene dada por:
===1+I)* Sn]I
Al realizar esta demostración se pone de manifiesto la equivalencia entre pospagable y prepagable, es decir:
=(1+I)* Sn]I

5.2.3. EJEMPLO 1.
Calcular el valor actual y el valor final de una renta temporal inmediata y unitaria de 3 términos anuales, para un tipo de interés efectivo que oscilará entre el 5% y el 8%. 
a) En el caso de que los términos de la renta sean pospagables.
Solución.
El intervalo del interés queda definido,   iϵI  ∕  I=[5,8] .
Recordemos que I venía expresado en tantos por ciento.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2)


Valor inicial.
 = =[1.70,4.12]
 Valor final
S3 ](5,8)=[]=[1.97,5.19]


b)En el caso de que los términos de la renta sean prepagables.
Obtendremos los valores actuales y finales prepagables a partir de los pospagables, es decir, con las siguientes fórmulas ya vistas:
n I =(1+I)*  (para el valor actual)
==(1+I)* Sn]I (para el valor final)
           Valor actual.
3I(5,8)= =[1.83,4.32]
                Valor final.
= 

5.3. RENTAS DIFERIDAS.
Recordemos que las rentas diferidas son aquellas cuyo punto de valoración es anterior al origen de la renta.

5.3.1. RENTA DIFERIDA Y POSPAGABLE.
Las rentas pospagables son aquellas en las que los términos vencen al final de cada intervalo.

5.3.1.1. VALOR ACTUAL DE UNA RENTA TEMPORAL, UNITARIA, DIFERIDA Y POSPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
 Figura 5.6.Valor actual de una renta temporal, unitaria, diferida y pospagable
.    Valor actual

                              (1+I)-n
                              (1+I)-(n-1)
               (1+I)-h      (1+I)-2
                               (1+I)-1

                                     c1=1                                                      


           h            t= 0     t=  1        t= 2                            t=  n-1     t= n
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Donde:
I= intervalo del tipo de interés de la operación , expresado en porcentaje o en tanto por uno. I=[
c1=c2=cn-1…..=cn= 1 =Cuantía de los términos que constituyen la renta unitaria.
Sea t, los instantes de tiempo en que se han de hacer efectivos los términos de la renta.
=Valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.
h /= Valor actual de una renta temporal, unitaria, diferida y pospagable.
h= período de diferimiento de la renta.

El valor actual de la renta unitaria dada, verifica que:
h/===]=
* ]
5.3.1.2. VALOR FINAL DE UNA RENTA TEMPORAL, UNITARIA, DIFERIDA Y POSPAGABLE.
El diferimiento se produce en los términos de la renta, respecto al momento de valoración inicial , que no coincide con el primer vencimiento, por lo que no afecta al cálculo del valor final.
Véase la siguiente representación gráfica:
Figura 5.7. Valor final de una renta temporal, unitaria, diferida y pospagable.

                  cn  =1        1                                            c1=1    cn=1

h        t=0       t=1         t=2                                          t  = n-1   t= n
                                                                                          (1+I)
                                                                                       (1+I)n-2 Valor final
                                                                                         (1+I)n-1
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Por lo tanto, el valor final de una renta temporal, unitaria, diferida  y pospagable es igual al valor final de una renta temporal, unitaria , inmediata y pospagable.
Es decir:
h /=[]
Donde :
h /: valor final de una renta temporal, unitaria , diferida  y pospagable.
:   valor final de una renta temporal , unitaria , inmediata y pospagable.

5.3.2.RENTA DIFERIDA Y PREPAGABLE.
Las rentas prepagables, si recordamos, eran aquellas en las que los términos vencen al principio de cada intervalo.

5.3.2.1.VALOR ACTUAL DE UNA RENTA TEMPORAL, UNITARIA, DIFERIDA Y PREPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
Figura 5.8. Valor actual de una renta temporal, unitaria, diferida y prepagable.
Valor actual
            (1+I)-(n-1)
            (1+I)-2
 (1+I)-h (1+I)-1

         1            1             1                                             1
                                    
h          t=0             t=1             t=2                                                     t=n-1       t=n
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El valor actual de la renta unitaria dada, verifica que:
h/n]I====
=[,

Recordemos que:
 = valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y prepagable.
h/ = valor actual de una renta temporal, unitaria, diferida y prepagable.
h= período de diferimiento de la renta.

Es decir, el valor actual de una renta unitaria, temporal diferida y prepagable  es igual al valor actual de una renta temporal, unitaria inmediata y prepagable actualiazada a una tasa (1+I)h, o al valor actual de una renta inmediata, temporal unitaria y pospagable actualizada a una tasa  (1+I)h-1.
5.3.2.2.VALOR FINAL DE UNA RENTA TEMPORAL, UNITARIA, DIFERIDA Y PREPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
Figura 5.9.Valor final de una renta temporal, unitaria, diferida y prepagable.

          cn= 1        c3= 1   c2= 1                         c1= 1

t=h    t= 0           t= 1          t=2                             t=n-1      t= n
                                                                                  (1+I)
                                                                                  (1+I)n-2
                                                                                                    (1+I)n-1
                                                                                                 
                                                                                                   (1+I)n     
                                                                                     Valor final
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El valor final de la renta unitaria dada , verifica que:

h/
Donde:
: Valor final de una renta temporal, unitaria , inmediata y prepagable.
h/ Valor final de una renta temporal, unitaria, diferida y prepagable.


5.3.3. EJEMPLO 2
Calcular el valor actual y el valor final de una renta temporal y unitaria de 4 términos anuales, diferida 3 períodos, para un tipo de interés efectivo anual que oscilará entre un 2 y un 5 por ciento, en los supuestos siguientes:
a) En el caso de que los términos de la renta sean pospagables.
Solución.
El intervalo del interés queda definido,   iϵI  ∕  I=[2,5] .
Recordemos que I venía expresado en tantos por ciento.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2)

3 /*]= [1.31,8.35]
[]=[1.64,10.77]
b) En el caso de que los términos de la renta sean prepagables.
3/4](2,5)= [,=[1.38,8.52]

3/=[1.68,11.31]

5.4. RENTAS ANTICIPADAS.
Las rentas anticipadas son aquellas cuyo punto de valoración es posterior al final de la renta.
5.4.1. RENTA ANTICIPADA Y POSPAGABLE.
Las rentas pospagables son aquellas en las que los términos vencen al final de cada intervalo.

5.4.1.1. VALOR ACTUAL DE UNA RENTA TEMPORAL,UNITARIA , ANTICIPADA Y POSPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
Figura 5.10. Valor actual de una renta temporal, unitaria, anticipada y pospagable.
            Valor actual
                     (1+I)-n
                     (1+I)-(n-1) 
                      (1+I)-2
                       (1+I)-1
                                  c1= 1        c2= 1                                     1        cn= 1 

                   t=0           t=1           t=2                                       t=n-1      t=n            t=n+p
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El valor actual de la renta unitaria dada, coincide con el valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable. Por lo tanto se verifica que:
p/=
Donde:
: Valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.
p/ Valor actual de una renta temporal, unitaria, anticipada y pospagable.
p: Período de anticipación de la renta.
Observando el gráfico, vemos que la anticipación se produce en los términos de la renta, respecto al momento de valoración final, que no coincide con el último vencimiento, por lo que no afecta al cálculo del valor inicial.
5.4.1.2. VALOR FINAL DE UNA RENTA TEMPORAL,UNITARIA , ANTICIPADA Y POSPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
   
 Figura 5.11.Valor final de una renta temporal, unitaria, anticipada y pospagable.

                cn  =1        1                                            c1=1        cn=1

       t=0      t=1         t=2                                          t  = n-1       t= n        t=n+p
                                                                                        (1+I)
                                                                                        (1+I)n-2     (1+I)p
                                                                                        (1+I)n-1                             Valor final.
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El valor final de la renta unitaria dada, verifica que:
p/(1+I)p ==[] *
=[

Donde:
: Valor final de una renta temporal, unitaria, inmediata y pospagable.
p/ Valor final de una renta temporal, unitaria, anticipada y pospagable.



5.4.2. RENTA ANTICIPADA Y PREPAGABLE.
Las rentas prepagables son aquellas en las que los términos vencen al principio de cada intervalo.

5.4.2.1.VALOR ACTUAL DE UNA RENTA TEMPORAL , UNITARIA, ANTICIPADA Y PREPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:


Figura 5.12. Valor actual de una renta temporal, unitaria, anticipada y prepagable.
   Valor actual
          (1+I)-(n-1)
          (1+I)-2
          (1+I)-1

         1            1             1                                             1
                                    
          t=0             t=1             t=2                                                     t=n-1       t=n         t= n+p
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El valor actual de la renta unitaria dada, verifica que:
p/=[=
Donde:
: Valor actual de una renta temporal, unitaria, inmediata y prepagable.
p/ Valor actual de una renta temporal, unitaria, anticipada y prepagable.
p: período de anticipación de la renta.
La anticipación se produce en los términos de la renta, respecto al momento de valoración final, que no coincide con el último vencimiento, por lo que no afecta al cálculo del valor inicial.


5.4.2.2. VALOR FINAL DE UNA RENTA TEMPORAL , UNITARIA, ANTICIPADA Y PREPAGABLE.
Véase la siguiente representación gráfica:
Figura 5.13. Valor final de una renta temporal, unitaria , anticipada y prepagable.
cn= 1         1             1                                          c1= 1

 t= 0          t=1           t=  2                                       t= n-1   t= n        t= n+p
                                                                                  (1+I)
                                                                                  (1+I)n-2
                                                                                                    (1+I)n-1   (1+I)p
                                                                                                 
                                                                                                   (1+I)n      

                                                                                                    Valor final
Análisis de las operaciones financieras. José Luis Fanjul Suárez,Ángel Almoguera Gómez , Mª del Carmen González Velasco

p/=(1+I)p*(=(1+I)p+1=[, (* []=
[]
Donde:
: Valor final de una renta temporal , inmediata , unitaria y pospagable.
p/ Valor final de una renta temporal,unitaria,anticipada y prepagable.

5.4.3. EJEMPLO 3.
Calcular el valor actual y el valor final de una renta temporal y unitaria  de 8 términos anuales, anticipada 3 períodos, para un tipo de interés efectivo que oscilará entre el 3 y el 6 por ciento; en los supuestos siguientes:
a) En el caso de que los términos de la renta sean pospagables.
Solución.

El intervalo del interés queda definido,   iϵI  ∕  I=[3,6] .
Recordemos que I venía expresado en tantos por ciento.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2).

3/=
S8](3,6)=[

b) En el caso de que los términos de la renta sean prepagables.
3/8](3,6)= [

3/=[]=[5.00,24.99]
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6. OPERACIONES DE AMORTIZACIÓN DE CAPITAL. PRÉSTAMOS.
6.1. INTRODUCCIÓN.
El objetivo de este Capítulo es el de definir el concepto de amortización o reembolso de un préstamo, presentamos algunos de los métodos de amortización más frecuentes en la práctica, a plazo fijo, francés , alemán y americano.

6.2. DESCRIPCIÓN DE LAS OPERACIONES DE AMORTIZACION.
Las operaciones de amortización son operaciones financieras compuestas, de prestación única y contraprestación múltiple.
Normalmente a las operaciones de amortización se les denomina préstamos, si bien es preciso tener en cuenta que el concepto de préstamo es más amplio, ya que también es posible encontrar préstamos que sean operaciones financieras simples.
Si designamos como:
P= {( C0,t0)}
C= {( c1,t1),(c2,t2)….(cn,tn)}
Donde :
P: es la prestación de la operación,  un capital inicial C0 y en un instante de tiempo,t0.
C: es la contraprestación, el montante  de capitales a devolver (c1,c2…cn) en los instantes de tiempo (t1,t2…tn) como consecuencia de haber recibido en el instante t0 la prestación inicial, C0.
La representación gráfica de la operación será:
 
 Figura 6.1.Prestación y contraprestación.

                     c 0           c1               c 2  ….    c n-1             cn

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
  Introducción a las finanzas empresariales. Antonio Partal Ureña, Fernando Moreno Bonilla, Manuel Cano Rodríguez, Pilar Gómez Fernández-Aguado.

Obsérvese que el vencimiento de los capitales que componen la contraprestación se ha situado al final de cada uno de los respectivos períodos de maduración. Este es el caso más frecuente en la práctica, sin embargo, también es posible que dichos capitales tengan su vencimiento al comienzo de cada período
De acuerdo con la ley financiera de valoración pactada Fp debe verificarse el postulado de equivalencia financiera entre prestación y contraprestación:
C0 * F(t0,p)=
Ahora bien, teniendo en cuenta que este tipo de operaciones se pactan normalmente de acuerdo con la ley financiera de capitalización compuesta, la ecuación de equivalencia financiera en el origen de la operación vendrá determinada por :
C0=
Los capitales financieros fijos (ar,tr), que componen la contraprestación reciben el nombre de términos amortizativos, aunque también se denominan según su periodicidad por anualidades, mensualidades…
Las operaciones de amortización siempre son de crédito unilateral, puesto que la prestación conserva su condición de acreedor durante toda la operación. Así pues , con la entrega de los capitales de la contraprestación el prestatario debe hacer frente a los intereses que la operación va devengando y a la devolución del capital prestado. Por tanto , la cuantía de los términos amortizativos vendrá dada por la suma de dos componentes :
ar= Ir+Ar
siendo:
Ir= la cuota de intereses del período (tr-1,tr).
Ar= la cuota de amortización del período ( tr-1,tr).

6.3. SISTEMAS DE AMORTIZACIÓN EN CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE.
Como ya vimos en el anterior capítulo de las rentas constantes, introduciremos incertidumbre en los sistemas de amortización considerando un intervalo para la tasa de interés, I= {(}.
Los métodos de amortización que vamos a analizar en este capítulo se pueden englobar en dos grupos:
1) Amortización a plazo fijo:

1.1) Amortización mediante reembolso único, que incluye los intereses.
1.2) Amortización mediante reembolso único, con pago periódico de intereses.


2)  Amortización mediante rentas constantes :
            
           2.1) Amortización mediante el método francés.
           2.2) Amortización mediante el método alemán.

6.3.1. SISTEMA DE AMORTIZACIÓN A PLAZO FIJO.
Conocida la duración de la operación, se amortiza el préstamo al final de la misma. 

6.3.1.1. AMORTIZACIÓN MEDIANTE REEMBOLSO ÚNICO, QUE INCLUYE LOS INTERESES.
La operación financiera se caracteriza por una prestación única, (C0,t0) y una contraprestación única ,(Cn,tn).
El acreedor entrega un capital de cuantía C0, en el origen; que el deudor se compromete  a devolver, n períodos después, juntamente con los intereses generados por la operación.
      Figura 6.2. Amortización mediante reembolso único , que incluye intereses.

                     c 0                            ….                               cn

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
                         I[        I[     I[ I[    
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Donde:
C0: Cuantía (nominal) del préstamo.
Cn: Cuantía a devolver por el prestatario (deudor) al prestamista (acreedor).
 n: duración de la operación.
 I: Intervalo del tipo de interés efectivo anual de la operación, expresado en porcentaje o en tantos por uno.
Donde I, n , deben expresarse para el mismo período de referencia.

Considerando la capitalización compuesta, obtendríamos:
Cn=C0*(1+I)n=C0*[(1,1)+(]n
Cn=(C0*(1+n, Co*(1+i)n)

6.3.1.2. EJEMPLO 4.
El señor “X” recibe un préstamo de 500.000€ que ha de devolver mediante reembolso único después de 10 años, pudiendo oscilar el tipo de interés efectivo anual entre un 5 y un 10 por ciento. Calcular la cuantía a entregar por el señor “X” al final de la operación.
Solución.
Sea  I= {(5,10)} expresado en porcentaje.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2).

Cn= C0*(1+I)n; C10 =[500000*(1+5)10, 500000*(1+10)10]=[814447.3134 , 1296871.2300]

6.3.1.3. AMORTIZACION MEDIANTE REEMBOLSO UNICO, CON PAGO PERIODICO DE INTERESES.
La operación financiera se caracteriza por una prestación única, (C0,t0), y una contraprestación consistente en el pago periódico de los intereses, y de la cuantía del nominal prestado ( n períodos después).
El acreedor entrega un capital de cuantía C0, en el origen, que el deudor se compromete a devolver, n períodos después, y periódicamente abona los intereses generados por la operación.

Véase la siguiente representación gráfica:




6.3. Amortización mediante reembolso único  , con pago periódico de intereses.

                     C0          C0*I           C0*I ……. C0*I          C0*I + C0                                                                                           

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
                         I[        I[     I[ I[     
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Donde:
C0: Cuantía (nominal) del préstamo.
n: duración de la operación.
 I: Intervalo del tipo de interés efectivo anual de la operación, expresado en porcentaje o en tantos por uno.
Donde I, n, deben expresarse para el mismo período de referencia.
En todas las operaciones financieras se cumple el principio de equivalencia de capitales en cualquiera momento de tiempo.
Si establecemos la equivalencia financiera en el origen, obtenemos:
C0=C0*I*+
=[
 ,=
[]
Recordemos que era el valor actual de una renta temporal , inmediata , unitaria y pospagable,



6.3.1.4. EJEMPLO 5.
El señor “Z” recibe un préstamo de 30.000€ que ha de devolver mediante reembolso único, después de 5 años, con pago periódico de intereses; oscilando el tipo de interés anual entre un 4 y un 6 %. Calcular las cuantías a entregar por el señor “Z” anualmente y al final de la operación.
Solución.
Sea  I= [4,6] expresado en porcentaje.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2).

Cuota anual de intereses, constante:  
C0*I= 30000*[4,6]=[1200,1800]
Cuantía a entregar, al final de la operación: 
=[1200,1800]+30000=[31200,31800]

6.3.2. SISTEMA DE AMORTIZACIÓN FRANCÉS.
El sistema francés de amortización se caracteriza porque los términos amortizativos y el tipo de interés se mantienen constantes.
Véase la siguiente representación gráfica:

   Figura 6.4. Sistema de amortización francés.
                         c1= c2=…cn=c
                         I1= I2=… In= I
                  C0 
                                     c              c                  ….           c

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
                         I[        I[     I[ I[    
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 Los términos amortizativos constantes serán la suma de la cuota de interés y la cuantía del capital amortizado, adoptando la expresión siguiente:
                    
Siendo:
= ;   k es el indizado del tiempo, t, (0, 1,2…n) 
En el caso más frecuente de que la renta sea periódica, y teniendo en cuenta el comportamiento de los términos amortizativos y del tipo de interés, la equivalencia financiera de la operación en el origen de la misma se puede plantear como una renta financiera, de modo que:
                  C0= 
Por lo que la cuantía constante que habrá de entregar el prestatario para ir amortizando la prestación será :
  ==
Donde:
C0: cuantía (nominal) del préstamo.
n: duración de la operación.
I: intervalo del tipo de interés efectivo anual de la operación, expresado en porcentaje.
Ik: intereses del período k. Cuota de intereses generados por la deuda pendiente al final del período (k-1).
Ck.1: deuda pendiente al final del período (k-1), después de haber entregado el término amortizativo correspondiente. Por tanto, cuantía del capital pendiente de amortización al principio del período k. También llamado capital vivo.
Mk: cuota de amortización correspondiente al período k.
Sk: cuantía del capital amortizado en los k primeros períodos.
c:términos amortizativos constantes.
I,n , deben expresarse para el mismo período de referencia.
Véase el siguiente cuadro para comprender el funcionamiento del sistema francés:
Anotación: (Recordar que para nosotros I={(} para que haya incertidumbre).  

Cuadro 6.1. Sistema de Amortización francés.
  
	Período(k)
	Térm.amortz.(a)
	Cuota de interés(Ik)
	Cuota de amort.(MK)
	Capital vivo (CK)
	Capital amort.(SK)

	0
	-
	-
	-
	C0
	-

	1
	C
	I1=c1- M1
	M1= c-C0*I
	C1= C0-M1
	S1= M1

	2
	C
	I2=c2- M2
	M2= M1*(1+I)
	C2=C1-M2
	S2=S1+M2

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.

	N
	C
	In=cn- Mn
	Mn=M1*(1+I)-1
	Cn=Cn-1-Mn=0
	Sn=Sn-1+Mn=C0
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6.3.2.1.EJEMPLO 6.
Construir el cuadro de amortización de un préstamo de 60.000€ , a un interés que varía en función del Euribor y puede oscilar entre un 8 y un 10 por ciento anual, concedido por un período de 5 años; para que sea amortizado por el método francés.
Solución.
Sea  I= [8,10] expresado en porcentaje.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2).
1ª paso: Calcular los términos amortizativos constantes:


2ª paso: Determinar la cuota de amortización correspondiente al primer período:
M1=

3ªpaso : Determinar las restantes cuotas de amortización :
M2= M1*(1+I)=[7195.25,15382.65]
M3= M2*(1+I)= [7195.25,15382.65]*[7770.87,16920.91]
M4=[8392.53,18613.00]; M5=[9063.94,20474.30]

4ªpaso : Calcular la cuantía del capital pendiente al final del período k, capital vivo.
CK=CK-1-Mk; 
C1= C0-M1=60000-
C2- [7195.25,15382.65]=[30633.12,46142.48]
 C3=[30633.12,46142.48]-[7770.87,16920.91]=[13712.21,38371.61]
C4=[13712.21,38371.61]- [8392.53,18613.00]=[0.00,29979.08]
C5=[0,29979.08]- [9063.94,20474.30]=[0.00,20915.14]
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	   Período(k)
	Térm.amortz.(a)
	Cuota de interés(Ik)
	Cuota de amort.(MK)
	Capital vivo (CK)
	Capital amort.(SK)

	0
	-
	-
	-
	60000
	-

	1
	[12662.27,18784.23]
	[0.00,12085.96]
	[6662.27,13984.23]
	[46015.77,53337.73]
	[6662.27,13984.23]

	2
	[12662.27,18784.23]
	[0.00,11588.98]
	[7195.25,15382.65]
	[30633.12,46142.48]
	[13857.52,29366.88]

	3
	[12662.27,18784.23]
	[0.00,11013.36]
	[7770.87,16920.91]
	[13712.21,38371.61]
	[21628.39,46287.79]

	4
	[12662.27,18784.23]
	[0.00,10391.7]
	[8392.53,18613.00]
	[0.00,29979.08]
	[30020.92,60000]

	5
	[12662.27,18784.23]
	[0.00,9720.29]
	[9063.94,20474.30]
	   [0.00,20915.14]
	  [39084.86,60000]


          Cuadro de Amortización.

Observaciones:
1ª Los intereses están acotados inferiormente siempre por 0, ya que el resultado de  la resta que se obtiene en el extremo inferior es menor que 0, (no  podemos tener cuantías negativas)
2ª El capital amortizado en el período 4 y 5 están acotados superiormente por 60000, ya que el resultado de  las suma que se obtiene  en el extremo superior es mayor que 60000. Además, el capital amortizado debe ser C0 al final del año 5.
3ªEl capital vivo en el período 4 y 5 están acotados inferiormente por 0, ya que el resultado de la resta da lugar a tener extremos inferiores negativos y el capital vivo debe ser  0 en el año 5.

6.3.3. MÉTODO DE AMORTIZACIÓN ALEMÁN.
La amortización por el método alemán se caracteriza porque los intereses de cada período se abonan por el prestatario al principio del mismo.
S trata, pues, de una prestación única; (C0,t0) y una contraprestación consistente en el abono de términos amortizativos constantes en cada período y cuotas de interés anticipadas. Esto supone que en el último período el término amortizativo sólo se compone de cuota de amortización.
El acreedor entrega un capital de cuantía,C0, en el origen; que el deudor se compromete a devolver mediante el abono inmediato de los intereses :C0*z, y n términos amortizativos constantes cuya cuantía cubre los intereses anticipados generados por la deuda pendiente al principio de cada período, más la reducción (amortización) de una parte de la deuda. Excepto el último término que no contiene cuota de interés.
Véase la siguiente representación gráfica:

      Figura 6.5. Sistema de amortización alemán.
                  C0*z
                     C0            c              c               c              c           

                      t0                     t1                t2              tn-1             tn     
                         I[        I[     I[ I[  
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Donde:
C0: cuantía (nominal) del préstamo.
n: duración de la operación.
I: intervalo del tipo de interés efectivo anual anticipado de la operación , expresado en porcentaje. I=[
Ik´´: intereses del período k. Cuota de intereses generados por la deuda pendiente al final del período k.
Ck´´: deuda pendiente al final del período k, después de haber entregado el término amortizativo correspondiente. Por tanto, cuantía del capital pendiente de amortización al principio del período k+1. También llamado capital vivo.
Mk´´: cuota de amortización correspondiente al período k.
Sk´´: cuantía del capital amortizado en los k primeros períodos.
c:términos amortizativos constantes.
I,n , deben expresarse para el mismo período de referencia.

La diferencia entre el método francés y el método alemán radica en la forma de calcular los intereses (vencidos en el métodos francés , y anticipados en el método alemán).
Ik´´:=I * Ck ´´= [Ck´´=[ Ck´´ * Ck
Estableciendo la equivalencia financiera en el origen , obtenemos :
C0=c=c
c=[]
La cuota de amortización viene definida por :
Mk´´=Mk+1´´*(1-I)= Mk+1´´[1-=Mk+1´´, Mk+1´´*(1-i)]
Véase el cuadro de amortización para comprender el funcionamiento del sistema alemán:



Cuadro 6.2. Sistema de amortización alemán.
	Período(k)
	Térm.amortz.(a)
	Cuota de interés(Ik´´)
	Cuota de amort.(MK´´)
	Capital vivo (CK´´)
	Capital amort.(SK´´)

	0
	c0=C0*I
	I1´´=C0*I
	-
	C0
	-

	1
	C
	I2´´=c1*I
	M1´´= M2´´*(1-I)
	C1´´=C0- M1´´
	S1´´= M1´´

	2
	.
	.
	M2´´= M3´´(1-I)
	C2´´= C1´´- M2´
	S2=S1´´+M2´´

	.
	.
	.
	.
	 
	.

	.
	.
	.
	.
	 
	.

	.
	.
	.
	.
	 
	.

	N
	C
	-
	Mn´´= Mn-1´´(1+I)
	Cn´´=0
	Sn=C0
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 6.3.3.1. EJEMPLO 7.
Construir el cuadro de amortización de un préstamo de 60.000€ , a un interés que varía en función del Euribor y puede oscilar entre un 8 y un 10 por ciento anual, concedido por un período de 3 años; para que sea amortizado por el método alemán.

Sea  I= [8,10] expresado en porcentaje.
Aplicando las operaciones de los intervalos, (Véase  el punto 4.2).
1º paso : Calcular los términos amortizativos constantes :
c=]=[17712.17,27111.04]
2º paso : Determinar la cuota de amortización correspondiente al último período:
M3´´=[17712.17,27111.04]
3º paso : Determinar las restantes cuotas de amortización :
M2´´= M3´´*(1-I)= [17712.17,27111.04]*[1-=[15940.95,24942.15]



M1´´=[15940.95,24942.15]*[1-=[14346.85,22946.77]

4º paso : Calcular la cuantía del capital pendiente al final del período k:
I1´´= 60000*[8,10]=[4800.00,6000.00]    
I2´´=[4800,6000] *[8,10]=[384.00,600.00]; I3´´=[384,600]*[8,10]=[30.72,60.00]
 

	Período(k)
	Térm.amortz.(a)
	Cuota de interés(Ik´´)
	Cuota de amort.(MK´´)
	Capital vivo (CK´´)
	Capital amort.(SK´´)

	0
	[4800.00,6000.00]
	[4800.00,6000.00]
	-
	60000
	-

	1
	[17712.17,27111.04]
	[384.00,600.00]
	[14346.85,22946.77]
	[37053.23,45653.15]
	[14346.85,22946.77]

	2
	[17712.17,27111.04]
	[30.72,60.00]
	[15940.95,24942.15]
	[0.00,15365]
	[30287.80,47888.92]

	3
	[17712.17,27111.04]
	-
	[17712.17,27111.04]
	[0.00,0.00]
	[47999.97,60000]




     Cuadro de Amortización.
 Observaciones:
[bookmark: _GoBack]1ªEl capital vivo que nos queda en el período 2  y en el período 3 están acotados inferiormente por 0, ya que el resultado de la resta da extremos inferiores negativos. Además el capital vivo  en el año 3 debe ser 0.
2ª El capital amortizado en el período  3 está acotado superiormente por 60000, ya que el resultado de  las suma que se obtiene  en el extremo superior es mayor que 60000. Además, el capital amortizado debe ser C0 al final del año 3


7. CONCLUSIONES.
El objetivo de mi trabajo fin de grado es la introducción de incertidumbre en las matemáticas financieras. La incertidumbre la hemos conseguido considerando que una de las variables del sistema matemático, no es fija, concretamente los intereses.
Conforme a la explicación anterior, los intereses oscilarán entre unos valores pero no seremos conocedores de que valor será, es decir, estará limitado por un extremo inferior al que hemos anotado por i , y un extremo superior i . Por lo tanto los intereses ya no son números fijos, ahora son intervalos.
Esto cambia por completo  la dinámica de las matemáticas financieras, las operaciones con intervalos son totalmente diferentes de las operaciones matemáticas vistas hasta el momento.
Para demostrar las fórmulas matemáticas de las rentas financieras y de los sistemas de amortización en condiciones de incertidumbre, he tenido que aprender cómo se opera con intervalos.
Las operaciones con intervalos son bastante complejas y hay que prestarle suma atención, y más en mi proyecto, a cuál es el intervalo inferior y superior que nos queda tras haber realizado las correspondientes operaciones, ya que esto puede dar lugar a error en el resultado final.
He ido demostrando a lo largo del proyecto todas y cada una de las fórmulas que me han ido apareciendo con intervalos para que el sistema se encuentre en estado de incertidumbre.
En la actualidad los intereses no se saben con certeza ya que suelen depender de índices, entre ellos el EURIBOR; por lo que mi trabajo fin de grado puede resultar muy útil para estudiar  el funcionamiento de las rentas financieras y de los sistemas de amortización cuando los intereses no son fijos.
Al realizar este proyecto tan especifico, me ha resultado complejo la búsqueda de información, pero gracias a mis conocimientos matemáticos financieros que he adquirido en la Universidad de Jaén, a su amplia gama de libros de matemáticas financieras en la biblioteca, y como no, con la ayuda de mi tutor del trabajo fin de grado he podido desarrollar todos los conceptos que quería implantar en éste.
Los ejemplos que he ido realizando durante el trabajo fin de grado son semejantes a algunos que aparecen en los libros usados de la bibliografía pero considerando que los intereses oscilan entre dos valores.
Resulta un proyecto ilegible sino conoces con profundidad como se opera con intervalos, además debes de ir detenidamente analizando paso por paso cada demostración que he realizado para que comprendas el resultado final de las demostraciones.
He expuesto todas las representaciones gráficas que han estado a mi alcance, desde figuras hasta cuadros, para que sea más ilustrativo y no sean solo números abstractos en los que puedes perderte fácilmente.
Al comienzo de mi trabajo, hago una introducción básica para recordar  los conceptos que abordaremos en los siguientes capítulos.
He tratado de demostrar que con intervalos también se llegan a las equivalencias más conocidas entre rentas ,es decir, como se puede obtener una renta prepagable o pospagable en función de otra renta, o hallar el valor final y actual en función de uno de los dos , siempre considerando una tasa impositiva que oscilará entre dos valores medida en porcentaje.
Elegí este trabajo porque soy un apasionado de las matemáticas financieras, fue leer el título cuando salió a publicación y lo decidí  rápidamente.
Me ha llamado la atención en que es un tema bastante obsoleto, casi todos los libros de matemáticas financieras que he tenido ocasión de usar están ausentes de incertidumbre, de operaciones con intervalos, todo se considera fijo, cuando hoy en día nada se sabe con certeza, y menos en las matemáticas financieras.
Ha sido un trabajo muy laborioso, ya que al ser unas demostraciones tan largas y complejas, un error puede salirte caro, y echar horas y horas delante de la pantalla hasta encontrar que te has equivocado por ejemplo, al considerar un extremo inferior como superior o viceversa y ya arrastras toda la fórmula mal durante el proyecto, lo que te obliga a hacer un “reset” en las demás fórmulas dependientes de esta.
El Word tampoco lo pone nada fácil a la hora de formular las ecuaciones ya que es un programa muy metódico y que no sirve para elaborar una demostración  matemática.
La conclusión más importante que saco de mi trabajo, es que con esfuerzo y dedicación aunque haya falta de información sobre la incertidumbre en las matemáticas financieras todo se consigue , yo nunca había visto las operaciones con intervalos y ya he aprendido a demostrar fórmulas bastante complejas con ellos.
Si bien es cierto, que cuándo decidí comenzar mi trabajo fin de grado no sabía por dónde empezar ni cómo, de hecho he tenido que cambiarlo varias veces hasta dar con el comienzo adecuado, supongo que como la mayoría de los alumnos, pero estudiando  libros de matemáticas financieras, observé que los dos temas más comunes que aparecían en ellos eran las rentas financieras y los sistemas de amortización.
Estos dos temas son bastantes extensos, yo me he centrado a la hora de introducir la incertidumbre en las rentas temporales, ya que son el tipo de rentas donde más fórmulas matemáticas podía demostrar.
En cuanto a los sistemas de amortización explico el sistema a plazo fijo , hoy en día se da en la actualidad, el sistema francés, que para los préstamos es el sistema de amortización por excelencia, y el sistema alemán, el americano no lo he explicado porque excede de los conocimientos sobre rentas financieras que expongo en el proyecto además de que es el más inusual.
En definitiva, el objetivo está conseguido, las matemáticas financieras que expongo están en condiciones de incertidumbre, la cual la obtenemos, como ya he dicho, considerando los intereses oscilantes entre dos números. Observar la similitud del resultado en incertidumbre con los valores fijos que hemos estudiado de toda la vida puede llamar la atención.
Siempre que queramos en las matemáticas, y consideremos al menos unas de las variables del sistema como no fija, podemos introducir incertidumbre con sólo saber operar con intervalos.
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