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RESUMEN

En este trabajo mostramos las mateméaticas fundamentales para el estudio del a&tomo
hidrogenoide. Nos basamos Unicamente en el estudio del electron, es decir,
consideraremos que el ndcleo del atomo permanece estacionario. Se pretende
obtener a una funcién que explique las posibles posiciones del electron en el espacio
atomico. Para ello, emplearemos la ecuacion de Schrodinger. La ecuacién de
Schrodinger es una ecuacién diferencial cuya solucion es la funciéon que buscamos, y
que a lo largo de este trabajo llamaremos W.

La resoluciébn de la ecuacion de Schrodinger nos llevard a unas funciones
matematicas denominadas orbitales atbmicos, que posteriormente representaremos.
También deduciremos los valores posibles de los nimeros cuanticos n, [y m.

Para la representacion de los orbitales utilizaremos el programa Mathematica.
Mathematica es muy utilizado en areas cientificas de ingenieria, mateméticas y areas
computacionales.

En definitiva, en este Trabajo Fin de Grado mostraremos las herramientas
matematicas necesarias para la obtencion y representacion de los orbitales atbmicos,

partiendo de la ecuacion de Schrodinger.

ABSTRACT

In this work the mathematics for the study of the hydrogen atom is presented. We base
our study on the electron, i.e. we consider that the nucleus remains stationary. It is
intended to obtain a function explaining the posible positions of the electron in the
atomic space To this end, we employ the Schroédinger equation. The Schrodinger
equation is a differential equation whose solution is the function we look for.
Throughout this work, we call it ¥.

The solution to the Scrhddinger equation will lead to formerly known as atomic orbitals,
then we will act out them. We will also deduct the possible values for the quantum
numbers n, [y m.

For the graphic representation of the atomic orbitals, we use Mathematica.
Mathematica is widely used in scientific areas of engineering, maths and computer

areas.



In short, we illustrate the maths techniques used to obtain and graph the atomic

orbitals from the Schrédinger equation.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

El estudio del movimiento del electron en el atomo hidrogenoide presenta una
complejidad prominente, pero, teniendo en cuenta que las propiedades quimicas de
los atomos y moléculas estan determinadas por sus estructuras electrénicas, es
necesario plantearse cual es la naturaleza del movimiento de los electrones.

El término hidrogenoide engloba atomos formados por un nucleo y un solo electrén.
Se llaman asi por ser isoelectrénicos con el atomo de hidrégeno, presentando por
tanto un comportamiento quimico similar. EI &tomo hidrogenoide presenta una carga
nuclear Z > 1 y un unico electron en su corteza, describiendo 6rbitas circulares de
radio r y en equilibrio de fuerzas entre la centripeta, fuerza electrostatica culombiana
por parte del nucleo y centrifuga debido al giro del electron.

Cualquier atomo esta provisto de electrones (que presentan carga negativa) atraidos
por una fuerza de Coulomb con el nucleo. El nicleo presenta carga positiva y en €l se
albergan los protones y neutrones, también llamados nucleones; estos ultimos estan
formados por quarks. Cualquier atomo sin carga representa un sistema con el mismo
namero de protones que de electrones.

La nomenclatura para indicar el nimero de particulas subatomicas de un atomo X se

expone a continuacion:

A recibe el nombre de nimero masico, nos indica el nimero total de particulas que
hay en el nucleo, es decir, la suma de protones y neutrones. Z simboliza el nimero de
protones y lo conocemos como numero atdbmico. Por ultimo, N representa el nUmero
neutrones, particulas subatomicas sin carga.

Asi, ejemplos de atomos isoelectronicos con el atomo de hidrégeno, o en su defecto

atomos hidrogenoides, son los siguientes:

A=1
IH A=Z+N{Z=1—>Nee =Z=1
N=0



N=2
A=7

JLi{Z=3 > Nee =Z-2=1
N=4

Una vez que hemos definido el concepto e ilustrado ejemplos representativos sobre
el atomo hidrogenoide, nos centraremos en el estudio de este atomo.

Como es obvio, una teoria cientifica gana aceptacion si lo predicho en esta teoria
coincide con los resultados del ensayo o experimento. Se observo que la mecanica
cladsica, valida para lo perceptible por el ojo humano, no proporcionaba una
consistencia con los resultados para el mundo microscépico o subatémico. Esto
incentivo la necesidad de un desarrollo de otra vision de la realidad, totalmente
aplicable, para describir atomos y moléculas, conocida como mecénica cuantica.

La palabra estado en mecanica clasica significa la especificacion de la posicion y de
la velocidad de cada particula del sistema en algun instante de tiempo, mas la
especificacion de las fuerzas que actian sobre las particulas. Esta manera de trabajar
de la mecanica clasica se dice que es determinista; conociendo de forma exacta el
estado presente, podemos predecir su estado futuro. Esto tuvo gran éxito, pero se
observd que para sistemas mas caoticos tales como el atomo, esta ciencia
determinista no era suficiente.

En mecanica cuantica debemos contentarnos con algo menos que la prediccién
completa del movimiento futuro exacto del sistema. La mecanica cuantica tiene una
naturaleza basicamente estadistica. Conociendo el estado del sistema, no podemos
predecir el resultado de una medida de la posicion con certeza. Solo podemos predecir
las probabilidades de obtener los diferentes resultados posibles.

Esta teoria, proveniente del mundo microscopico, parece bastante abstracta, pero la
influencia de esta teoria se manifiesta en todas las ramas de la quimica. Por ejemplo,
los quimicos-fisicos utilizan la mecanica cuantica para calcular propiedades
termodinamicas (por ejemplo la entropia, la capacidad calorifica) de los gases; para

interpretar los espectros moleculares, lo que permite la determinacion experimental



de propiedades moleculares (por ejemplo, longitudes de enlace y angulos de enlace,
momentos dipolares); para calcular propiedades moleculares tedricamente; para
calcular propiedades de los estados de transicion de las reacciones quimicas, lo que
permite estimar las constantes de velocidad; para comprender las fuerzas
intermoleculares; y para estudiar el enlace en los solidos. Los quimicos organicos
usan la mecéanica cuantica para estimar las estabilidades relativas de las moléculas,
calcular las propiedades de los intermedios de reaccion, investigar los mecanismos
de las reacciones quimicas y analizar los espectros de Resonancia Magnética
Nuclear. Los quimicos analiticos utilizan de forma habitual los métodos
espectroscopicos; las frecuencias y las intensidades de las lineas de un espectro solo
pueden entenderse e interpretarse adecuadamente mediante el uso de la mecanica
cuantica. Los quimicos inorganicos usan la teoria del campo ligando, un método
mecano-cuantico aproximado para predecir y explicar las propiedades de los iones
complejos de los metales de transicion. En la actualidad, varias compafiias venden
programas de computador para realizar calculos mecano-cuanticos moleculares.
Estos programas estan disefiados para que puedan ser utilizados no solo por los
guimicos cuanticos, sino por cualquier quimico.

Como hemos dicho antes, la incapacidad de la mecénica clasica para describir el
comportamiento de particulas como los electrones fue el detonante del desarrollo de
la mecanica cuantica. En la mecénica clasica, la posicion y movimiento de una
particula para un tiempo determinado esta regulado por las leyes del movimiento de
Isaac Newton. Por tanto, debia haber una ecuacion que relacionara las dependencias
espaciales y temporales para una particula ondulatoria tal como el electrén. Fue Erwin
Schrédinger, en 1927, quien formulé dicha ecuacion.
Schrédinger propuso una ecuacion para explicar el
movimiento de particulas subatémicas. Su idea era
describir cualquier particula con propiedades de onda
mediante una ecuacion matematica denominada ecuacion
de ondas. Esto supuso una revolucion para la quimica
porque gracias a esta ecuacién se podia explicar el
comportamiento del &atomo hidrogenoide o &atomos

monoelectronicos, y mediante aproximaciones mecano-
cuanticas como obviar la repulsion interelectronica, erwin schrédinger (1887-1961)

podriamos ser capaces de predecir el comportamiento de los electrones en atomos
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polielectréonicos e incluso moléculas. Que Schrodinger pensara en describir el
comportamiento del electrén como si de una onda se tratase no fue casualidad, se
bas6 en el fenébmeno conocido como dualidad onda-particula. Para entender esto
explicaremos este fendmeno para el caso del fotén.

El foton en el efecto fotoeléctrico muestra propiedades de particula, mientras que en
un experimento como la difraccibn muestra propiedades ondulatorias. ¢cémo se
explica esto si el foton es Unico y es el mismo? Esto se explica al proponer que el foton
muestra esa referida dualidad onda-particula, es decir, dependiendo del experimento,
puede manifestarse como onda o como particula. Por tanto, si Schrédinger formulo
una ecuacioén que describia las particulas subatdmicas como si fueran ondas, es
porque ya debia saber de antemano que las particulas subatomicas presentaban
comportamiento ondulatorio. Fue Louis de Broglie en 1924 quien sugirid6 que la
relacion que se habia deducido para relacionar el momento y la longitud de onda de
la luz también podia aplicarse a las particulas subatémicas mediante la ecuacion de

De Broglie:
A=—, (1.1)

donde h es la constante de Planck y p es el momento de la particula. Davisson y
Gemmer tres afios mas tarde confirmaron la relacion de De Broglie al realizar un
experimento de difraccidn de electrones en NiO cristalino. El experimento de Davisson
y Gemmer fue crucial porque demostré que las particulas exhiben comportamiento
ondulatorio, hecho que llevo a Schrodinger a formular una ecuacién que explicaba el
movimiento de las particulas subatémicas basada en una ecuacion de ondas.

La ecuacion de Schrddinger es una ecuacion en derivadas parciales en tres variables,

la cual presenta la siguiente forma:

2
VAW + VY = EY, (1.2)

Me-
donde laincAgnita ¥ es la funcion de onda, V2 es el laplaciano tridimensional, operador
muy comun en fendmenos fisicos de propagacion de ondas, y V es la energia
potencial del sistema electrén-nucleo, originaria de la atraccion electrostatica entre
ambos. Los valores de energia estan representados con la letra E. Para entender qué
representan todas estas variables en la ecuacién de Shcrodinger haremos un andlisis
un poco mas exhaustivo de esta ecuacion.

La ecuacion (1.2) en una notacidn mas abreviada nos queda



AY = EY, (1.3)

donde A es

2
V24 V. (1.4)

st

2m,-

A es conocido como operador Hamiltoniano, en honor a William R. Hamilton que fue quien
lo formulo.

Si analizamos (1.3), vemos que el producto del operador hamiltoniano y la funcion de
onda es igual al producto de la citada funcion de onda y el valor de energia. Que ¥ se
encuentre en ambos miembros de la ecuacion nos podria hacer pensar que es posible
simplificar la ecuacién. Pensariamos en una eliminacién de ¥, quedandonos que A es
igual al valor de E. Todo esto seria posible si se tratara de una ecuacion clasica, pero
al tratarse de una ecuacion mecano-cuantica, debemos hacer sobre esta un
tratamiento distinto. Para entender esta ecuacion, debemos conocer el significado de

operador, observable, funcién propia y valores propios:
1.1.1. Operador

Un operador es una regla o norma que transforma una funcién en otra funcién. Por
ejemplo, siintegramos una funcion f decimos que hemos aplicado sobre f el operador

integral. Los operadores se denotan con un acento circunflejo.
1.1.2. Observable

Observable es otro concepto que surge de la mecanica cuantica. El aplicar un
operador sobre una funcion no tiene otro objetivo que obtener informacién sobre dicha
funcién. Asi, si aplicamos el operador posicion sobre la funcion de onda obtenemos
informacion acerca de la posicion de ¥. Toda magnitud medible es un observable.
Para todo observable hay un operador correspondiente. Por tanto, si queremos
analizar un observable en una determinada funcién debemos aplicar sobre dicha
funcién el operador correspondiente: “"Para analizar el observable posicién de una
funcién ¥, debemos aplicar el operador posicién sobre dicha funcion™.

A modo de tabla mostraremos los principales observables y sus operadores mecano-

cuanticos:



Observable Operador Simbolo del operador
., 0 N
Momento —ih— p
dx
e h? 92 .
Energia cinética ~ 553 Ecinstica
Posicion X X
Energia potencial Vix Epotencial
] h? 92 ~
Energia total — 552 TV H

Tabla 1 Principales observables y operadores mecanocudnticos.

1.1.3. Funciones propias y valores propios

Como hemos explicado antes, aplicar el operador integral sobre una funcién es
equivalente a integrar dicha funcion. Siguiendo con este ejemplo, si integramos una
funcion f obtenemos una funcion g que es el resultado de la integracion de f. Sin
embargo, existe un tipo de funciéon f que al aplicarle un determinado operador
obtenemos la misma funcion f multiplicada por un correspondiente valor. Este tipo de
funciones se denominan funciones propias y los valores que multiplican a estas
funciones se denominan valores propios. Asi, en (1.3) podemos ver como la funcién
¥ es funcion propia del operador H, ya que al aplicar este operador sobre W
obtenemos W multiplicada por E, que se corresponde con los valores propios del
operador H. Los valores propios de los operadores mecanocuanticos son siempre
nameros reales, porque corresponden a valores de observables que se miden en un
experimento.

El término funcion propia no es algo que se encuentre asociado a una determinada
funcién, es decir, una funcion f puede ser funcion propia del operador A pero no serlo

del operador B. Para facilitar el entendimiento ilustraremos lo dicho con un ejercicio.

2

1. ¢Eslafuncion W,y = A - e®* + B . e~ funcion propia de los operadores :—x y %’?

ay d(A-e** + B .7tk . . . .
d;") _ X e ) _ AiKe"™™ — BiKe™™ = iK(Ae"™ — Be ™) = A - ¥,

W) no es funcion propia del operador ;—x.

dz‘-IJ(x) _ dz(A etk 4 B e‘ikx)
dx? dx?

2) = i’K?(Ae™™* + Be ) = —K% - Wy,



o . d? . P
W es funcion propia del operador ——=con el valor propio —K*“.

Una vez que hemos aclarado estos conceptos, ya estamos preparados para trabajar

con una ecuacion mecanocuantica como la ecuacion de Schrédinger.

1.2. Ecuacién de Schrodinger

Para facilitar el tratamiento de la ecuacion de Schrédinger para el atomo hidrogenoide
realizaremos una primera aproximacion. Como hemos explicado, el atomo
hidrogenoide consta de un electron, de Z protones y de N neutrones. Debido a que la
masa del neutrén y del protén es mucho mayor que la masa del electrén (1800m,- =
m,+), podemos considerar que en el atomo hidrogenoide, el nucleo se mantiene fijo,
siendo el electron el Unico que se mueve. De esta manera reduciriamos un problema
de dos particulas (nucleo-electron) a un problema de una particula. La ecuacién de
Schrddinger es una ecuacion diferencial, cuya solucion sera una funcién de onda ¥.
En mecénica cudntica, la funcion de onda W no tiene significado fisico directo, sino
que es el cuadrado de la funcion de onda ¥? lo que nos va a llevar a obtener
conclusiones acerca de la posicién del electron. De hecho, W(x,y,z)z estéa relacionado
con la probabilidad de encontrar al electrén en una region determinada. Esto lo
explicaremos con mayor precision en el Capitulo 4, donde interpretaremos los
resultados obtenidos al resolver la ecuacion de Schrédinger. Por tanto, aplazaremos
la discusion del significado que se le asocia a la funcién de onda ¥ y seguiremos
desarrollando la ecuacion de Schrddinger.

La introduccion de V2 y V en la ecuacion (1.2) nos lleva a

d0x? +(’)_yz+ 0z?

- = EV. (1.5)

h? < 02 0% 0? ) ze?
dmteg(x? + y? + z2)2

2m,-

Por simplicidad, expresamos (1.3) en unidades atémicas

1<(’)2+(’)2+82>qJ z W= py (1.6)
"o\ 9x2 2 79227 1 TR '
2\0x* 0dy* 0z (2 +y2 + 22)2

A continuacion, trataremos de resolver (1.6) mediante la técnica de separacion de

variables



1.2.1. Técnica de separacion de variables

La resolucion de la ecuacion de Schrédinger (ecuacion en derivadas parciales de tres
variables) se puede llevar a cabo aplicando la técnica de separacion de variables, es

decir, suponer que la solucion de la ecuacion de Schrodinger W, ,, ,) s del tipo

Yoy = Xw) Yoy Lz

Este tipo de separacion no se puede aplicar en el sistema de coordenadas
cartesianas, por tanto, debemos expresar la ecuacién de Schrodinger en un sistema
de coordenadas apto para aplicar la técnica de separacién de variables. Existen varios
sistemas de coordenadas donde es posible esta separacion, pero la simetria esférica
del atomo hace méas conveniente el empleo de coordenadas esféricas. La ecuacion

de Schrddinger en coordenadas esféricas adopta la siguiente forma:

16(2an) 1 9

4 6‘P> 1 2’y 27
ar r2senf 69

—lP 2E¥Y = 0. 1.7
50 + (1.7)

(sen@ r2send a¢2

r2 or
(1.7) sera la ecuacion a la que se le aplicara la técnica de separacion de variables.
Observamos como (1.7) es dependiente de tres variables: una radial denotada por r

y dos angulares 6 y ¢. Al suponer que ¥, ¢ 4, tiene separada la componente radial y

la componente angular nos queda
Ye0,0) = Ry " Yo.0) = Ry - 00 - Prgn. (1.8)

Los productos de las funciones angulares 04y y @), €s decir, Yg4) Se llaman
armonicos esféricos. Los armonicos esféricos se dan siempre que se formula un
problema fisico en tres dimensiones en coordenadas esféricas.

Para poder llegar a estas soluciones debemos realizar unas transformaciones
sencillas en la ecuacién de Schrodinger, que mostramos a continuacién. Dicho esto,

si partimos de la ecuacion (1.7)

1 6(26‘~P) 1 d

4 O‘P) 1 2y 2z
r2 or or r2senf 00

—+—‘P+2E‘P—0
a0

0
(sen +r 2senf 0¢?

multiplicando por 7?2 y dividiendo por ¥ = RY:

1008y 10 g0n L0 g,
r2 2 or\" or 42T 72send 00 \°€"Y 3 rzsene 0¢p? +r27 L2 2E¥ — o
RY RY RY RY RY

10



d . ,dR 19 ov. o 1 9%
Y-W(TZW)-I_R-Sene.%(seneﬁ)-l_}? senzf a¢2+22r.Ry+2Er2,RY=O
RY RY RY RY RY

Si agrupamos componente radial y angular obtenemos finalmente

[1 d<2dR)+2ZR+2E 2]— | a<ay>+ Lo (1.9)
R drR\" dr "7 7Y |seno 96\a6) " senze 02| '
- d<2dR>+ZZR+2E 2]+1 - a(ay)+ Loy =0 (1.10)
R ar\" dr r Y |sen8 060\060/)  sen26 d¢p?| '
Como podemos observar, (1.9) presenta la forma
A(r) + B(Q’d)) =0, (1.11)

donde el término A depende del radio r y el término B de los angulos 6 y ¢. Por
definicion, si las variables r, 8 y ¢ son independientes entre si (como establecimos en
(1.8)) inequivocamente podemos establecer que ambos términos, tanto A, como

Bg,¢4), Seran iguales a una constante, llamada constante de separacion:
A(r) =K = _B(e,f.b) (1.12)

La constante de separacion en este caso sera K = [(l + 1). No existe un criterio
concreto a la hora es escoger una constante de separacion u otra, es decir, se goza
de cierta libertad en la eleccién de dicha constante. La seleccién de una u otra
constante de separacion reside en la calidad de los resultados obtenidos, es decir,
mediante pruebas de ensayo-error; los resultados matematicos mas concordantes con
la realidad se han obtenido estableciendo como constante de separacion I(l + 1).

Por tanto, al suponer que la solucion de la ecuacion de Schrodinger tiene separada la

componente radial y la componente angular, nos lleva a:

1d/,dR 5
A(r) = Ed—R(T E) +2Zr + 2Erc = 1(L+ 1), (1.13)
B o ( 96Y> + Lo I(l+1) (1.14)
@9 =¥ |sena oo \*"" 36) " seno agp?| ' ‘

Estas dos ecuaciones diferenciales son conocidas popularmente como ecuacion radial

y ecuacion angular y su solucion matematica nos llevara a los orbitales atomicos.
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El término orbital es muy empleado para justificar la tendencia de un determinado
atomo a participar en un enlace. Normalmente se comete el error de asociar este
término a una entidad fisica, es decir, si nos hablan del orbital p inconscientemente
nos viene a la cabeza un grafico con forma de I6bulo. Esto tiene cierto sentido, pero
la interpretacion exacta del significado de orbital no es esta. Un orbital es una funcion
matematica obtenida al resolver y parametrizar la ecuacion de Schrédinger. Dicho de
otra forma, al resolver la ecuacion de Schrodinger obtenemos una funcion ¥
denominada funcién de onda, que, a parte ser dependiente de 7,6 y ¢, también lo es
de unos determinados parametros. Ahora bien, si asignamos ciertos valores a estos
pardmetros obtenemos una nueva funcibn denominada orbital atomico. Estos
pardmetros son lo que conocemos como numeros cuanticos n,lym, que
explicaremos mas adelante.
Como hemos reiterado anteriormente, para resolver la ecuacion de Schrédinger
hemos aplicado la técnica de separacion de variables, la cual nos ha llevado a dos
ecuaciones, conocidas como ecuacion radial y ecuaciéon angular.
De manera analoga separaremos la ecuacion angular, obteniendo dos ecuaciones
diferenciales, dependientes de 8 y ¢ respectivamente. Asi, partiendo de (1.13), la
separacion de la componente angular seria:
1[ 1 0 ( ay) 1 0%

60—
sen8 30 \"°"" 3g) " sen?6 02

] =11+ 1),

2

sen20 d¢?

1 0 ay
(en@—) +Y-l(l+1)=0.

senf 96 a0

Introducimos Y(9,¢) = @(9) . CD(¢)

1 (')(eng(')(@-qb))_l_ 1 0%(0-¢)

sen6 96 \° EYe) sen20  0¢?2 +©-¢)-l(l+1)=0,
. a< ea®)+ L 0. 2% e-®)- 1w =0.
senf ¢ 20 \>*"" 90) " sen6 a2 ©-¢)-
Dividimos por Y =0 - ®:
2
1 9 90 L 9.00
senf P- %(seneﬁ) + sen’6 d¢* + ©-D)-I(l+1) =
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1 1d de 1 1d%®

—_ 06—y 4 — —— —
senf O d6 (sen do +sen29d>d¢>2

+1(l+1)=0.

Si multiplicamos la expresién obtenida por sen?8, finalmente obtendriamos:

send gd@

d
——q;+sen29 A(l+1)=0

) 1 1d do
sen“0 (
sen?6 @ d¢

senb —) + sen?6
do

1d?d
& dg?
N 1d*®
ddp?

[Sened( 9d®)+ll+1 26| =
o go\sen? g ( ) - sen“0| =

[sene d ( 0 (1.15)
© db '

6 de) +I1(l+1 29]
send —o ( ) - sen
Esta expresion, de la misma manera que la anterior, presenta la forma C) + D(4) = 0,
es decir, tenemos dos términos C y D independientes entre si. Procediendo de manera
similar, ambos términos deben ser igual a una constante de separacion, siendo en

este caso K = m?. La ecuacion para @, y para 0, quedaria de la siguiente forma:

senf d do ) )
C) = 5 E(sen@ E) +1(l+1) -sen“6 =m (1.16)
d*d

D) = 197 = —m*dy). (1.17)

Al aplicar sobre una ecuacion en derivadas parciales de tres variables (ecuacién de
Schrédinger) la técnica de separacion de variables nos ha llevado a obtener tres
ecuaciones, dos angulares y una radial. La solucidon a cada ecuacion obtenida sera
solucion de la ecuacion de Schrodinger, siendo la solucion global W, g 4), €l producto
de estas tres funciones. Con el objetivo de aclarar las ideas, a modo de tabla,
ilustraremos la ecuacion de Schrodinger y las ecuaciones obtenidas al aplicar el

método separacién de variables.
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Ecuacion de Schrédinger

1 a(zaw) 1 a( ealp>+ 1 aztp+zzlp+2ELp_0
2 9r\" ar) " v2sens 00 \°" B

r 00) " r2send a¢2 ' r

Ecuacion radial R,

1 d(ZdR)+zz +2Er? =1(l+1
Rar\" dar rH2Ert =1+

Ecuacion angular 0

senf d (
O do

do
senf E) +1(l+1)-sen?8 =m?

Ecuacion angular @4,

d?d
d¢?

Tabla 2: Ecuaciones obtenidas al aplicar el método de separacion de variables.

— 2
= —m P4

En este trabajo se pretende realizar un estudio de las soluciones de la ecuacién de
Schrédinger, las cuales nos llevaran a los orbitales atomicos. El estudio de los
orbitales desde un punto de vista quimico nos lleva a conocer la morfologia de estos,
traduciendo esta morfologia como regiones con una probabilidad mayor o menor de
encontrar al electrén, pero estas formas adoptadas por los orbitales pueden ser
explicadas y deducidas si resolvemos mateméaticamente la ecuacion de Schrddinger.
Por tanto, la finalidad de este trabajo es la deduccion de la forma de los orbitales,
partiendo de la ecuacion de Schrédinger, empleando las herramientas matematicas
regidas por las condiciones de contorno establecidas.

En concreto, en el Capitulo 2 se hara una caracterizacion del tipo de ecuacion
matematica obtenida para cada caso al aplicar la técnica separacion de variables,
explicando el método matemético empleado para resolver cada ecuacién. En el
Capitulo 3, partiendo de los métodos matematicos descritos en el Capitulo 2,
resolveremos la ecuacion radial y la ecuacion angular. También veremos en el
Capitulo 3 como al resolver estas ecuaciones y aplicando determinadas condiciones
de contorno, obtendremos los conocidos niumeros cuanticos n, [ y m. En el Capitulo
4, mostraremos la solucion global, que no es mas que el producto de las soluciones
obtenidas para las tres ecuaciones en las que se desglosa la ecuacion de Schrodinger.

Partiendo de la solucién global, explicaremos la interpretacion que debemos darle a
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esta solucion para que goce de significado fisico, que como hemos dicho antes, se
basa en el cuadrado de la funcion de onda.
Posteriormente, en este mismo Capitulo, mediante una interpretacion gréafica, se

obtendra la morfologia de los orbitales.
CAPITULO 2. MATEMATICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER.

Como hemos visto, para resolver la ecuacion de Schrodinger para el atomo
hidrogenoide, suponemos que las soluciones tienen separadas la componente radial
y la parte angular o, dicho de otra forma, admitiamos una separacion de variables:

Yir0.4) = Ray " Yio.9).

Procediamos de manera analoga para la parte angular:
Yio.6) = O0) - Pg)-

En este Capitulo, se caracterizara el tipo de ecuaciéon diferencial que rige cada
ecuacion que surge de la ecuacién de Schrodinger, mostrando la herramienta

matematica necesaria para su resolucion.

2.1. Parte angular @,

La ecuacion para @4, es una ecuacion diferencial ordinaria de coeficientes
constantes (EDOCC), cuyo método resolutivo ilustramos a continuacion con una
notacion simplificada.

Sea una ecuacion diferencial de 2°orden, con incégnita y = Y(x), del tipo

y'+py' +qy=0, (2.1)

Si reflexionamos sobre las propiedades de las funciones elementales, debemos
pensar en una funcibn que se mantenga practicamente inalterable al derivarla
numerosas veces. La funcion exponencial e?*, debido a que su primera y segunda
derivada es la propia funcién, satisface la condicion anterior. Veamos qué obtenemos

al suponer una solucion del tipo exponencial:

™))" +pe?) +qy =0 — 212e* + ple™ + qe?* =0
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e %0

Ax (92 —
TP =0 {/12+p/1+q=0

Por tanto, obtenemos:
A2 4+pr+q =0, (2.2)

conocida como ecuacion caracteristica o ecuacion auxiliar, que es la herramienta
matematica empleada para resolver ecuaciones diferenciales de orden dos con
coeficientes constantes.

En definitiva, las EDOCC se resuelven empleando la ecuacion auxiliar, obtenida de
suponer que la solucion de la ecuacién diferencial de orden dos es del tipo
exponencial.

Como veremos en el Capitulo 3, la EDOCC a la que nos encontramos en la resolucion

de la ecuacion de Schrodinger es del tipo:
y" +m?y =0. (2.3)

De manera anéloga a como hemos hecho anteriormente, empleamos la ecuacion

auxiliar:
A2+m?=0 — A1=+im (2. 4)

Sustituyendo el valor de A en la solucion de nuestra ecuacion diferencial, que como

hemos ilustrado antes, hemos supuestos que es del tipo e?*, queda:

Yoo = eMx — ptimx (2.5)

Si desarrollamos empleando la férmula de Euler obtenemos:
Yx) = cos(mx) + isen(mx). (2. 6)

(2.6) nos informa sobre como sera @ 4.

2.2.Parte angular 0,

Como determinaremos en el Capitulo 3, la ecuacién angular en la variable 6 es una

ecuacion diferencial del tipo:

2

m
_—XZ) y =0. (2.7)

(1—x?)y" —2xy' +|I(l+1) — a

16



La ecuacion (2.7) es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden con

coeficientes variables (EDOCV) que procede de la ecuacion de Legendre:
1-x2)y" —2xy"+1(l+ 1y =0. (2.8)

Observamos que (2.7) y (2.8) presentan una estructura similar. A (2.7) se le llama
ecuacion asociada de Legendre y, tanto (2.7) como (2.8), se resuelven por el método
de serie de potencias.

Con el fin de ilustrar el método serie de potencias, por propdsitos de claridad se
resolvera (2.8); de manera semejante se obtendra la solucion de (2.7).

El método serie de potencias consiste en suponer que la solucién es del tipo:

(0]

Y=Y = 2 Ay - x™. (2.9)

m=0

Observamos la analogia con el apartado 2.1, ya que, la herramienta matematica
utilizada que era la ecuacion auxiliar, provenia de suponer que la solucion a la
ecuacion era del tipo exponencial e**. En definitiva, la suposicién en este caso de que
la solucion es el limite de una serie nos lleva a emplear el método serie de potencias.

Sustituyendo en (2.8)

!

(1—x2)<2 am-xm) —2x<2 am‘xm> +I(l+1)- Z Ay - X™ = 0. (2.10)

m=0 m=0 m=0

Segun la definiciéon de derivada, para un término general de un polinomio como ax™,

. . d — .
la derivada esta dada por - (ax™) = m - ax™ 1. Para el caso de una serie tenemos

[ee]
— -1
y’_Zm-am-xm , (2.11)
=0
(o]
"n_ — .m. . yMm—2
y —Z(m D-m-a,- xm*°. (2.12)
m=0
me2

Sustituyendo en la ecuacion e introduciendo las potencias de la variable dentro de los

sumatorios llegamos a

[00]

(1—x2)‘2(m—1)-m-am-xm_Z—Zme-am-xm_l +1(l+1)- Z Ap - X" =0,
m=0 m=0 m=0
m=1
0 equivalentemente,

17



(m—1)-m-a, -x™?-

N5

m—1)-m-a,, x™ —

s

m=0 m=0
m=1 m=1
m=2 m=2
(0] [@¢]
ZZm-am-xm+l(l+1)-Zam-xm: . (2.13)
m=0 m=0
m=1
La nomenclatura };;,=o quiere decir que }.,,-o = Xm=1. D€ forma mas explicita:
m=1
y' = z M- Ay - x™ 1 =04 a; + 2a,x + ... (2.14)
m=0
y' = Z M-y - x™1=a; +2a,x + .. (2.15)
m=1

Vemos el mismo resultado tanto si la sumatoria empieza con m = 0 como si empieza
conm = 1. Algo similar ocurre en los otros dos sumandos donde aparecenm = 0, m =
lym=2.

Ahora buscamos simplificar (2.13) utilizando un tnico simbolo de sumatoria. Para ello,

tratamos cada sumando como ahora se indica

Primer sumando — Z(m —1) -m-ay, -x"?%= z (m—1)-m-a, -x™?=

m

m m=2
m

0
1
2
= E Mm—14+2)-(Mm+2): Ay x™ 2?2 = E (m+1)-(m+2) apsp - x™,

m=0 m=0

Segundosumando—>2(m—1)-m-am-xm = Z(m—l)-m-am-xm,

m=0

333
TRINT
N = O

o

©o
Tercer sumando — 2 Z m-ay - -xm"=2 Z m-a, - -x™.
= m=0

m=0

Agrupando términos en (2.13) obtenemos finalmente

xM(m+ 1D(m+ 2)ay, — (m—1)ma, + 2ma,, + (L + 1)a,,] = 0. (2.16)
m=0
(2.16) nos obliga a que los coeficientes de la serie de potencias sean todos 0, es decir
m+1)(m+2) apy —mim-1)-a, —2ma, +1(lL+1)-a, =0, (2.17)

Si simplificamos (2.17) nos queda:
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_mm+1)—-1l+1) o U-mU+m+1)
Gm+z = (m+1)(m+2) Gm =~ (m+1)(m+2) " e

(2.18)

La ecuacién (2.18) muestra una relacion de recurrencia. A partir de esta ecuacion,

tenemos:
( O+
a = — ) )
mes par! (1-2)(1+3) (=20 + DA +3) (2.19)
“ETTTT T 41 o
( (-1 +2)
a3 - —T . al
mes impar! (1-2)(1+3) -2+ -D+2) (2.20)
= — . e -a

as = ~ 4.5 as 41 1.

Una solucion en serie de potencias de la ecuacion de Legendre es, por lo tanto
Yx) = @oY1(x) T A1YV2(x), (2.21)

donde y;,, incluye valores de m par o potencias pares de x € ¥, incluye valores impares
de m o potencias impares de x:

e Potencias pares de x

Vi) = Go + axx? + agx* + ... (2.22)
Ila+1 I-2)I+1D(+3
Yi(x) = Ao — (2, )ao-x2+( )(4, it )ao-x4+... (2.23)
I[(a+1 -2+ +3
Vi(x) = (1- ( o0 )-x2 ( L a ) )-x4 +..)a, (2.24)
e Potencias impares de x.
Vo) = @1 X + azx® + asx® + ... (2.25)

(I-DU+2) 'x3+(l—2)(l+3)(l—1)(l+2) 5

Ya(x) = 1 X — 3 a, o] a; - x>+ .. (2.26)
-1 +2 [-2)U+3){-1D({U+2
= DD (DOCIDD o o
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se puede ver como al resolver una ecuacion diferencial de orden 2 con coeficientes
variables por el método serie de potencias, la solucidon obtenida es el limite de una
serie, la cual es funcion de una variable x y uno o varios parametros. El parametro del
cual depende la funcion obtenida es [, ¢,pero qué valores toma [?. Observamos que

para ciertos valores de [ la serie se reduce a un polinomio. Estos valores de [ son:
1=0,123.. (2.28)

Asi, tanto las potencias pares o impares de x quedan reducidas a un polinomio de
grado [ si l es un entero o 0. Para ayudar al entendimiento ilustraremos lo dicho a

modo de ejemplo, tomando las potencias pares de x:

(+1) , =2+ 1)(I+3)
T 41 '

Yy = (1 - x*+..) ag
Paral =2

2-2+1) , (2-22-2+1)-2+3)
T 41 '

Vi = (1= x*+ .. ag

Pl(x) = (1 — 3x2)a0 (2.29)

Observamos como para [ =2 la funcidon y,(x) (anteriormente una serie) queda
reducida a un polinomio P,,, de grado 2. Estos polinomios son conocidos como
polinomios de Legendre.

Por tanto, al resolver una EDOCYV por el método serie de potencias obtenemos una
serie y, al concretar valores de los parametros, estas series dejan de serlo para ser
polinomios, los cuales son las soluciones particulares de la EDOCV, en este caso la
ecuaciéon de Legendre.

Procediendo de manera similar a como hemos mostrado anteriormente, es decir,
mediante el empleo de series de potencias y la toma de valores de un parametro
asociado a la ecuacion (en nuestro caso 1), vamos a poder resolver dicha ecuacion

diferencial, obteniendo un polinomio, el cual es solucion de la componente angular

2.3. Parte radial R,

La ecuacion radial de la ecuacién de Schrddinger, tras varias transformaciones que

veremos mas adelante, presenta la siguiente forma:
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d?R 2 dR (l(l+1) n 1

i —_Z\rR=0. 2.30
iz TP ap 7 P 4) (2:30

Esto, escrito en una nomenclatura que ayude mas a la comprension:

f=0. (2.31)

Este caso es similar al anterior, tenemos una EDOCV donde el método y
procedimiento resolutivo es idéntico, es decir, debemos emplear serie de potencias
seguido de una concrecion de los parametros [ y n. Para el caso anterior, la ecuacion
diferencial derivaba de la ecuacién de Legendre. Para el caso que nos sucede, deriva
de la ecuacion de Laguerre. Como hemos dicho, aunque para la ecuacion angular
guede establecida la ecuacion de Legendre y para la ecuacion radial la ecuaciéon de
Laguerre, ambas son ecuaciones lineales con coeficientes variables, donde el método
resolutivo de estas ya ha sido ilustrado anteriormente. Por tanto, Unicamente se
mostrara la estructura de las ecuaciones de tipo Laguerre, mostrando la analogia con

la ecuacion de Legendre, anteriormente tratada:

Método Soluciones

EDOCV Estructura ) _

resolutivo particulares

Serie de | Polinomios de
Legendre 1—x?)y" —2xy'+1l(l+1y=0 _

potencias | Legendre

Serie de | Polinomios de
Laguerre xy"+(1—=—x)y'+ny=0 )

potencias | Laguerre

Tabla 3: Estructura de ecuaciones tipo Legendre y Laguerre

CAPITULO 3: SOLUCIONES DE LAS COMPONENTES DE LA ECUACION DE
SCHRODINGER

En el Capitulo 1 correspondiente a la introduccion, admitiamos que la solucion de la
ecuacion de Schrodinger aparecia como producto de dos funciones angulares y otra
funcién radial. En el capitulo anterior, sin mostrar el desarrollo, se realiz6 una
caracterizacion matematica del tipo de ecuacion diferencial que se nos presenta en
cada caso y como llegar a sus soluciones, es decir, a las funciones @), ©4) Y R¢y-
También se ofrece una explicacion del método mateméatico necesario para obtener

cada una de estas funciones. En el Capitulo 3 pretendemos dar consistencia a lo
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expuesto en el capitulo anterior, es decir, al desarrollar cada ecuacion de la ecuacion
de Schrédinger. Demostraremos que este desarrollo nos lleva a las ecuaciones
matematicas mostradas en el Capitulo 2. La solucion a estas ecuaciones se obtiene
al aplicar el método matematico necesario para cada una de ellas, mostrado y
explicado en el Capitulo anterior.

A continuacion, explicaremos cémo obtener la solucion de cada ecuacién, es decir,

obtendremos las funciones @), ©gy Y R(r).

3.1.Funcion angular @,

La ecuacién angular que debemos resolver para obtener @4 presenta la siguiente

forma:
d?® X
W =-m q)(¢). (3- 1)

Si transcribimos esta igualdad a una nomenclatura mas sencilla queda:
" 2 _

(3.2) es una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes constantes (EDOCC),
similar a la que aparece en el apartado 2.1. Su método resolutivo, como ya se ilustra
en el apartado 2.1 se basa en el empleo de la ecuacién auxiliar, obteniendo como

soluciones

1 .
. ptimg. (3.3)

o =
m(¢) 21
Si desarrollamos (3.3) empleando la formula de Euler et'® = cosa + isena nos

queda:

- L. [cos(m¢) + isen(me)]. (3.4)

1 {cos(mq)) + isen(m¢)}
V2m

Py = \/T_T[ . cos(mg) — isen(mao)

1 . ., . . .
La constante 7= Surge al normalizar la funcion @,,,4). Normalizar consiste en imponer

que el producto escalar de dos entidades sea igual a la unidad. El producto escalar de

dos funciones es la integral del producto de estas funciones:

b
NZ-L Py - Py~ AP =1, (3.5)

donde @,,,)," es la funcion conjugada compleja de ®,,4). N es la constante de

normalizacion, obtenida al resolver esta integral e igualarla a 1, es decir, el valor

22



obtenido para N sera aquel que normalice la funcién mediante la expresion N, ).

La normalizacidon se realiza en un intervalo [a, b]. Este intervalo define el lugar o
espacio en el que queremos que con probabilidad total se halle la particula que
estamos estudiando, en nuestro caso, el electron del atomo hidrogenoide. En
mecanica cuantica la funcidén de onda no tiene interpretacion fisica directa, en cambio,
el cuadrado de la funcion de onda nos da la probabilidad de encontrar a la particula
en un determinado espacio. Como la probabilidad de un evento siempre esti
comprendida entre 0 (no ocurrencia) hasta 1 (certeza absoluta de ocurrencia), al
imponer la condicion de normalizacion nos aseguramos de que la probabilidad de
encontrar a la particula en un intervalo [a, b] debe ser igual a la unidad, es decir, el
movimiento de esta particula siempre se va a hallar en una region finita del espacio.
Esto es totalmente I6gico ya que, si no normalizamos la funcion, al no asegurarnos de
gue el electrdn se encuentra con total certeza en una region confinada al nucleo, este
perderia la interaccién electrostatica que mantiene con el nucleo, invalidando nuestro

estudio sobre el atomo hidrogenoide.

3.1.1. Normalizacion de @,

Una vez que hemos establecido el sentido mecano-cuantico de normalizar, con el fin

de comprender como se normaliza una funcion, normalizaremos @4, obteniendo

. . . 1
como constante de normalizacion N = —..
Vam

El primer paso para normalizar es establecer el intervalo [a, b] en el que la funcién

debe estar definida. En nuestro caso, la funcion a normalizar es @4, dependiente de

la coordenada esférica acimutal ¢. ¢ esta definida en el intervalo 0° a 360°, o lo que
es lo mismo, en radianes, de 0 a 2.

La funcién @4, queda definida en el intervalo [0,27]. Dicho esto, la normalizacion de

®4) en el intervalo 0 < ¢ < 2m seria

o, = eim® }

2
N? b, -DPrdp=1
J;) m Pm 49 {(D;‘n = g~im¢

27T
NZf eim¢) . e—imd) d¢ =1
0

2
sz e®dp=1— N2[¢p]3" =1 —> N?Q2nr—-0)=1
0
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La componente angular @4y normalizada, como hemos visto antes, queda de la

siguiente manera

— 1 _eimd).

() =
m(¢) V21
3.1.2. El nimero cuantico magnético m

Como hemos podido observar, se ha producido un cambio en la nomenclatura para la

componente angular @4 a ®,,,4). ESte parametro m surge al establecer la constante

de separacion (como vimos en el Capitulo 1) y se conoce popularmente como numero

cuantico magnético, el cual presenta los siguientes valores:
m=0,%1,4%2,..,

El nimero cuantico magnético solo puede tomar valores enteros. Esta limitacion de
valores para un determinado parametro se llama cuantizacion. La cuantizacion es otro
concepto originario de la mecénica cuantica. La mecénica clasica no podia describir
los movimientos electrénicos en los atomos, porque en la mecanica clasica la energia
varia de forma continua. Los espectros atdmicos, con sus frecuencias discretas
(cuantizadas), ponen de manifiesto que efectivamente solo estan permitidas ciertas
energias para el movimiento electrénico, es decir que la energia electrénica esta
cuantizada. La cuantizacion tiene lugar en el movimiento ondulatorio, como es el caso,
por ejemplo, de la frecuencia fundamental y los sobretonos emitidos por una cuerda
de violin.

Todos estos conceptos nos pueden provocar la siguiente duda: ¢ por qué surge la
cuantizacién, en este caso, del nimero cuantico magnético m?

La necesidad de cuantizacion reside al establecer las restricciones o condiciones de

contorno de la funcion acimutal ®,, ). La restriccion que nos aparece es que, al ser
el atomo una entidad esférica, si recorremos dicho atomo en el eje acimutal, partiendo
desde 0, llegariamos al maximo valor que esta coordenada puede adoptar, y de nuevo,
llegariamos al lugar del que partiamos, es decir, la funcion @, 4, debe ser periodica.
Para asegurar la periodicidad de la funcién, es decir, que al recorrer dicha esfera una

distancia 2w nos lleve al lugar de origen, la funcion ®(¢) debe cumplir
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D (2m) = o (0), (3.6)

si desarrollamos esta igualdad

Prng) = \/% cetimd — \/% [cos(m) + isen(me)]
1 1
Do) = N [cos(0) + isen(0)] = N

por tanto, para @, ., tenemos

1
D 2m) = ——=" [cos(2mm) + isen(2rm)] = —.

V2m V2m
Para que esto se cumpla, la parte dependiente del coseno debe serigual a 1y la parte

sinusoidal nula. Esto se consigue cuantizando los valores de m, y estos valores son
{cos(an) =1—->m=0,+1,4+2 }
sen(2mrm) =0 —->m=0,+1,+2..)°

Hemos observado, que desarrollando las condiciones de contorno que aseguran un
correcto comportamiento mecano-cuantico de la funcion &,,), llegamos a la
necesidad de cuantizacion de un parametro, el nUmero cuéntico magnético m.

En resumen, la solucion de la funcion acimutal ®,,,4) para la ecuacion de Schradinger
nos lleva a funciones trigopnométricas y a la cuantizacién de un parametro dependiente

de dicha funcion, obteniendo el nimero cuantico magnético m.

3.2. Funcién angular 0 g,

La funcion angular que en este apartado nos acontece es 0. Recordemos que la
naturaleza esférica del &tomo junto con la imposibilidad de realizar una separaciéon de
variables con coordenadas cartesianas, nos llevd a cambiar la expresion de la
ecuacion de Schrodinger a coordenadas esféricas.

La ecuacién angular a resolver presenta la siguiente estructura:

senf d (
0 do

do
send E) +1(l+1)-sen?0 = m?. (3.7)

Nuestro objetivo ahora es corroborar lo dicho en el capitulo anterior en lo referente a

0(g), s decir, demostrar que el método resolutivo de la ecuacion (3.7), es similar al

25



ilustrado en el capitulo anterior. Para ello, realizaremos algunas transformaciones
sencillas que no alteren la igualdad que aqui tenemos.

Dicho esto, partiendo de (3.7),

Sened( 9d®)+ll+1 6 = m? (3.8)
R sen 70 ( ) - sen? m .
Sened( ede) I(L+1) - sen?6 +m?

R sen 70 ( ) -sen m

6. d( ede) (m? — (L + 1) - sen?6)®
send - -5 (senb o) = (m sen .

Dividimos por sen?6

d doe
send - a0 (sen@ d9) m?-0 I(l+1)-sen?d-0

sen?6 ~ sen?6 sen?6
! d( ede) - 1 0=0 (3.9)
senf d@ sen do il sen29] o .

Ahora debemos realizar un cambio de variable x = cosf. Para facilitar el
entendimiento, separaremos la ecuacién (3.8) en dos, realizando el cambio de
variable sobre el primer sumando, posteriormente sobre el segundo y finalmente los
agruparemos.

. 1 d doe
3.2.1. Primer sumando: ——(sene—)
senf do e []

Si aplicamos la regla de la cadena obtenemos

1 d( d@) 1 de d?e _cosf dO sen@ d?e

senf do en@E cost - E+sen9 dez| sen9 do sene.w

senG

(3.10)

1 d( 9d®> cosf d@ d?e
senf d@ do senf db d92

Si x = cos6, la ecuacion (3.10) depende de x y 6, es decir, pasa a ser una ecuacion
dependiente de dos variables. Para una ecuacion dependiente de dos variables, x y
0, sus derivadas estan relacionadas y vienen dadas por
a0 _do dx
dé dx do
gue no es mas que la aplicaciéon de la regla de la cadena.

(3.11)

Por tanto, si empleamos (3.11) y el cambio de variable x = cos6 obtenemos que la

primera y segunda derivada estan relacionadas de la siguiente forma:
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dx

Xy =cosf — 0= —senf

d® dO dx do

0" dx a8 S g
d*e _ e . d?@
207 - —COSQE + sen Hﬁ.

La expresion de la segunda derivada la obtenemos de la siguiente forma:
d’0 d do d dey d doe d do
5= a5 @ = da S ) = g o) g+ (send g5 ) =

= —cos0 '@—senH-i-@= —cos6 -@—sen&i@:
dx do dx dx dx d6

~ de d de\ @ . d’e

= —COSQE - sen@a(—sene . E) = _COSGE + sen HW'

Dicho esto, sustituimos las expresiones obtenidas para la primera y segunda derivada
en (3.10):

1 d ( edG)) __cosf do N d%e _ cosb
sen0do ¢ d0) T send do T 402 send

de d® ,, d%0
—Sene-a + cos@-a+sen H-W =
doe ,. d’0
= —2 cosf — + sen“0 - —
X dx
Si utilizamos la identidad trigonométrica sen?8 + cos?6 = 1y aplicamos de nuevo el cambio
de variable x = cosf nos queda:

- =_2 R 1— 2
senf 0 senb X +( x“)

ol?} dx

2
1 d ( d@) doe a=oe (3.12)
dx?

3.2.2. Segundo sumando: [I( + 1) — 2] -

sen20

Aplicando sen?6 + cos?6 = 1y realizando el cambio de variable x = cos6 tenemos:
2

[l(l+1)—£l—29].®=[l(l+1)—

m? o
(1—-x2)
3.2.3. Resultado final
Hemos separado la ecuacién angular en dos partes, para que la aplicacion del cambio

de variable y el desarrollo de las derivadas resulte mas facil de comprender. Una vez
que las hemos desarrollado, las volvemos a juntar, y nos queda

! d( ed@)+ ar-"" Y. e=0 (3.13)
senf do "¢ qg ( sen?60 B '
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a 2)d2@_2 ©  (ia+ ™\ 9= (3.14)
e T Max (1—x2) o '

La estructura de esta ecuacion coincide con la ecuaciéon asociada de Legendre

m?
a2\ i _ . —
(1—-x%)y" —2xy"+ <l(l +1) a- x2)> y =0. (3.15)

La ecuacion (3.16) es idéntica a la ecuacion asociada de Legendre, la cual es una
ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes variables (EDOCV). Esta presenta la
misma naturaleza que la explicada en el apartado (2.2).

Mientras que la resuelta en el apartado (2.2) la llamamos ecuacion de Legendre, la
obtenida aqui se llama ecuacion asociada de Legendre. Lo primordial es acentuar que
ambas son ecuaciones diferenciales con coeficientes variables y se resuelven de
manera similar, aplicando el método serie de potencias.

Para que lo expuesto quede mas claro, representaremos el paralelismo entre la

ecuacion de Legendre y su asociada en la siguiente tabla:

» _ Método Soluciones
Apartado Ecuacion obtenida . _
resolutivo particulares

Polinomios de
» Método serie
2.2 Ecuacion de Legendre _ Legendre
de potencias

Py
Polinomios
a5 Ecuacidn asociada de Método serie | asociados de
Legendre de potencias Legendre
L
Tabla 4: Comparacion de ecuaciones tipo Legendre
Ademas, estas dos funciones estan relacionadas mediante la formula
plml 1 Nl am! p (3.16)
= —_ 2 ¢ — .
U = AT Peo:

Hasta ahora, hemos transformado la ecuacion angular en una ecuacion susceptible
de ser resuelta por el método de serie de potencias, ilustrado en el capitulo anterior.
Esto es, al transformar la ecuacién angular en una ecuacién de idéntica estructura a
la ecuacién asociada de Legendre, podemos decir que la solucion a dicha ecuacion
angular sera similar a la de la ecuacion asociada de Legendre, efectuando el cambio
de variable x = cos6. Asi la funcion angular ©; ,,(c.s¢y Seran los polinomios asociados

de Legendre
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OLm(coss) = B (c0s6) (3.17)

Podemos observar como el parametro m también forma parte de la componente
angular vista en el apartado anterior. Como también vimos en el apartado anterior m
estaba cuantizado, es decir, no podia tomar cualquier valor, sino que tomaba valores
discretos. Entonces, ¢qué sabemos del parametro [?, ¢adopta [ valores continuos o
valores discretos?

Para dar respuesta a las anteriores preguntas seguiremos desarrollando la funcion
angular 0,056y Y Veremos como queda completamente definido el parametro .

La solucion de la ecuacion angular son los polinomios asociados de Legendre. Pero
estos polinomios, aun realizando el cambio de variable x = cosf, siguen sin ser
solucion de la ecuacion de Schrodinger. Esto es debido a que todavia no hemos
establecido en que region del espacio debemos definir la funcion ©,,,4), es decir,
todavia debemos normalizar la funcion ©,,,). Debemos por tanto calcular la
constante de normalizacion N que normaliza @, . Esto, como hemos explicado en

el apartado anterior, se realizaba estableciendo la condicién de normalizacion:

@l,m(g) = Pl|m| (COSH)

b *
N? fa G)l,m(cose) : el,m(cose) dg =1 0 ) P|m|( 0)
1,m(6) =5 coS

, (3.18)

en este caso al no presentar 0,5, parte compleja, la funcion compleja conjugada es
la misma que la funcién original.

Nos surge la misma duda que en el apartado anterior, y es en qué intervalo [a, b]
debemos establecer 0, ,,) para que esta funcion exhiba un buen comportamiento
mecano-cuantico. Este intervalo debera ser entre 0 y @, rango de movimiento de la
coordenada esférica 6. Si normalizamos la componente angular ;9 en el intervalo
[0,7], procediendo de manera analoga a como hicimos en el apartado anterior

obtenemos N:

N2 f"@ o Y dg =1 N Q@l+1) (A—|m]!
. ol —_ o .
o I,m(cos8) I,m(cos@) 2 (l+ |m|),
Finalmente, la solucion de 0, .,y normalizada es:
2l+1) (- |m])!
O1m(coso) = 2 : A+ m)! . Pl|m|(C059) (3.19)
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3.2.4. El nimero cuantico acimutal.

Podemos observar que para ciertos valores de [y m la funcion 0;,,.s¢) deja de
adoptar valores reales. Esto nos sugiere que igual que para el caso anterior, a parte
de m, el pardmetro [ también debe estar cuantizado. Los valores posibles son:

e [ >0 :valorde [ negativo nos llevaria a la raiz de un nimero negativo.

e |m| < [: si |m| > [ obtendriamos la raiz de un nUmero negativo.
Por tanto, la introduccién de un nuevo parametro [ nos lleva a la modificacién de la
cuantizaciéon del namero cuantico magnético m. Anteriormente, m podia tomar
Unicamente valores enteros, ahora ademas de lo anterior, su valor absoluto siempre
debe ser menor o igual que [. El pardmetro [ es lo que conocemos como ndamero
cuantico acimutal y solo puede tomar valores naturales, como hemos justificado
anteriormente. Dicho esto, los numeros cuanticos [ y m estan relacionados de la

siguiente manera:

m=0,+1+2,..4+1 (3.20)

1=0123,.. (3.21)

En conclusion, las soluciones de la ecuacion angular validas para la ecuacion de
Schrédinger, son los polinomios de Legendre normalizados. La solucion obtenida, es
decir, 0,050y ademas de ser dependiente de 6, lo es de [ y m. Para que la funcién
se comporte bien tuvimos que cuantificar [, (obteniendo un nuevo niamero cuéntico
llamado numero cuantico acimutal) y modificar la cuantizacion del nimero cuantico

magnético m.

3.3. Funcion radial R,.

Para concluir este capitulo procedemos a resolver la parte radial de la ecuacion de
Schrédinger. La ecuacion radial es la siguiente
1d(ZdR)+zz +2Er? =1L+ 1) (3.22)
RdR\ dr resT = ' '
En el capitulo anterior caracterizamos la ecuacion radial como una EDOCYV, de tipo
Laguerre, cuyo método resolutivo es, como para el apartado 3.2, el método serie de

potencias. ¢ Coémo podemos escribir la ecuacién angular para que se pueda resolver
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por el método serie de potencias, ademas de presentar una estructura similar a la
ecuacion de Legendre?
Mediante transformaciones sencillas y al aplicar las condiciones de contorno
adecuadas. Dicho esto, si partimos de la ecuacion radial:

1d

dR
(r2 W) +2Zr+2Er? =1(l+ 1) (3.22)

d (29R) _ R(+2Zr + 2Er? —I(1 + 1
ar (7 gr) = ~R(r2zr + 267 — 10+ D),

. 1,
multiplicamos por =

! d(zdR)— R(2Zr + 2Er? —I(1 + 1)) !
2 ar\" ar) " ( r r r?

Quedandonos de la siguiente forma:

1 d dR 27 l(l+1
(rz—)+(7+2E— + )>R=0. (3.23)

r2 dR dr r2
Al explicar cada una de las soluciones de la ecuacion de Schradinger, gy y @4,
hemos definido en qué intervalo deben estar definidas y que esto dependia de cada
coordenada esférica 6 y ¢, respectivamente. Ahora tenemos una ecuacion
dependiente de la coordenada esférica r. Esta coordenada define la distancia al origen
y toma valores desde 0 hasta co.

Para que R, se comporte bien para valores grandes de r establecemos:
Rpy — 0 cuando r —

r es la distancia que separa el electron del nucleo. El electron se encuentra ligado al
nacleo mediante fuerzas de Coulomb, si el electron se encuentra a una distancia
r = o del nudcleo, la atraccion electrostatica desaparece, provocando que la
componente radial R, se anule. Que la funcion radial se anule cuando r tiende a
infinito implica que la energia de estos estados siempre sea negativa (el cero de
energia corresponde a dos cargas en reposo infinitamente separadas). Cuando r
tiende a infinito, el electrén esta cada vez mas lejos del nucleo y el cero de energia
corresponde al electron a una separacion infinita del nicleo. El cero de energia es una
cuestion de convencion en lugar de ser una cantidad que se pueda determinar.

Dicho esto, estableceremos algunas equivalencias que posteriormente acoplaremos
a la ecuacion radial, con el fin que hemos dicho anteriormente, que es el obtener una

ecuacion cuyo método resolutivo sea similar al visto en el capitulo anterior. Tomamos
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2 _

a = —-2E n= (3.24)

y definimos la nueva variable
:P(r) = 2ar, (3.25)

si aplicamos la regla de la cadena, como hicimos en el apartado 3.2, obtenemos:
dP

Py =2 —=2
Q) ar—>dr a

dR _dR dP _ dR

R _ 3.26
o ap ar - % 13.26)
d?R d’R
4% (3.27)
dr? dP?

Ahora seguimos desarrollando la ecuacion radial, introduciendo ademas de las
expresiones de primera y segunda derivada, las condiciones de contorno. De manera
analoga al apartado anterior, para facilitar la comprension, la separaremos en dos

sumandos que posteriormente agruparemos.

. 1 d dR
3.3.1. Primer sumando: —2-—(r2 —)
r“ dR dr

Si tenemos:
L . i (rz d_R), (3.28)

aplicamos la regla de la cadena:

1 (, dR ,d*R
T—Z' T%-FTW,

introducimos las expresiones para la primera y segunda derivada obtenidas en (3.26)
y (3.27)

L (00 @R o, o @R
R e I TV

sacamos factor coman 4ar, quedandonos:

1 dR d?R
—dar(—=+ra——
r

dP dP?
1 4 dR N d’R
;' a E ra—d?z .
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3.3.2. Segundo sumando: (272 + 2E — l(m)) R

r2

27 I(1+ 1)
= +2E-———|R
Tr T

Introducimos las equivalencias a? = —2Eyn =

(3.29)

Z-

a
l(l+1 2na
sty

CONNt2

40%1(1+1) 4a’n
(— 3(32 ) + = a2> R,

—a? |R

P

sacamos factor comudn 4a?:

1a? l(l+1)+n 1 R .30
“ PE P 4) '

3.3.3. Resultado final

Si agrupamos sumando 1 y sumando 2 nos queda:

L S A DY O (R B A
r T\ ap T gz ) T Pz TP z)"

(3.31)
Sacamos factor comun 4a:

1 (dR d’R (l+1) n 1
da-|=|-=z+tra—=|+a|-——=—+=—=|R[=0.
r \dP dP P P 4

Introducimos P = 2ar:

2P [1 dR+ d’R +3> l(l+1)+n 1R_0
r|r \ap T Yapz) T 2r Y R

2P dR 2P d*R 2P ( I(1+1) n 1) _ 0

P? P 4

2P dR+7>2 d2R+iP2 l(l+1)+n 1 R—0
r2 dP  r?2 dp? r? P? P 4)"

r2 dP  2r?2 qp? 2r?

, P>
Sacamos factor comun =

P? (2 dR+d2R+ W+ n 1)\ _ .32)
r2\P dP dp? P2 P 4 - '

2
SiP =2ar — 7:—2 = 4a?. Sustituimos esto en (3.32):
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r? 2 dR+d2R+ l(l+1)+n 1 o) =
C\P ap e P2 P 4 B

Como 4a? # 0, el otro término debe ser 0. Por tanto, la ecuacion final tendria la

siguiente forma:

Pz P ap

d’R 2 dR/n I(l+1) 1
> P2 R=0. (3.33)

(3.33) sera la ecuacion que mediante serie de potencias nos llevara a la solucion de
la ecuacion radial.

Como hemos dicho anteriormente, podemos escribir la ecuacién radial con una
estructura similar a las ecuaciones de tipo Laguerre. La ecuacién de Laguerre

presenta la siguiente forma:
xy"+ (1 —=x)y'+ny=0. (3.34)

Si comparamos ambas ecuaciones, podemos ver como la ecuacion de Laguerre y la
ecuacion radial no presentan similitud alguna. Entonces, ¢ por qué hemos dicho que
la ecuacion radial era de tipo Laguerre?

En el apartado 3.2 vimos como la ecuacion angular presentaba una estructura similar
a una ecuacion que derivaba de la ecuacion de Legendre, llamada ecuacion asociada
de Legendre. En este apartado ocurre algo parecido, la solucion a la ecuacién radial
es de tipo Laguerre, pero no es exactamente esta ecuacion si no una que deriva de
ella. Nuestro objetivo ahora sera relacionar la ecuacion radial con la ecuacion de
Laguerre.

Como sabemos, la ecuacion de Laguerre es una EDOCYV capaz de ser resuelta por el
método serie de potencias. Este tipo de ecuaciones, las EDOCV, al pretender que
sean aplicables a las ciencias fisicas, se transforman y surgen las ecuaciones
asociadas. Las soluciones a estas ecuaciones asociadas son los polinomios
asociados. Pero aun hay mas, si a las ecuaciones asociadas, le inducimos un cambio
de variable, surge otro tipo de ecuacion, cuya soluciéon ya no son los polinomios
asociados. Este nuevo tipo de ecuacion, que llamaremos ecuacion variada de

Laguerre, presenta una estructura similar a la ecuacion radial:
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Podemos observar que esta ecuacion diferencial, originaria de la ecuacion asociada
de Laguerre, es idéntica a la ecuacion radial. Las soluciones a esta ecuacion se llaman

funciones asociadas de Laguerre y son del tipo

X
fai =€ 2-xb- L2 (), (3.35)

donde L2 (x) son los polinomios asociados de Laguerre y vienen dados por

20+1 n+l

2l+1 — l -
Lt () = dx 2+l e* dxn+l (x™-e™) (3.36)

En conclusion, la ecuacion radial es idéntica a la ecuacion variada de Laguerre, que
surge al inducir un cambio de variable en la ecuacion asociada de Laguerre. Las
soluciones de la ecuacion radial, como de la ecuaciéon variada de Laguerre son las
funciones asociadas de Laguerre. Puede parecer lioso, pero al fin y al cabo este tipo
de ecuacion es una EDOCV cuya naturaleza es de tipo Laguerre, y se resuelve de
igual manera que la resuelta en el capitulo anterior, aplicando el método serie de
potencias. Asi, nuestro proposito que es ilustrar el método mateméatico empleado para
resolver cada una de las ecuaciones que surgen de la ecuacion de Schrddinger queda

totalmente cubierto. Para una mejor comprension resumiremos lo dicho a modo de

esquema:
R R
Ecuacion de Ecuacion asociada de Ecuacion derivada de

Laguerre Laguerre Laguerre = Ecuacion radial

J J
} ! !
N N
Polinomios de Polinomios asociados Funciones asociadas de

Laguerre de Laguerre Laguerre

J J

Figura 1:Soluciones particulares de las ecuaciones de tipo Laguerre

Las soluciones de la ecuacion radial seran por tanto las funciones asociadas de
Laguerre, pero estas funciones siguen sin ser solucion de la ecuacion de Schrédinger.
Para que sean solucién de la ecuacion de Schrédinger, debemos normalizarlas.

El intervalo en el que debemos normalizar es aquel en el que esta definida la
coordenada esférica r esta definida y este intervalo, como hemos dicho antes, es

[0.00). La constante de normalizacion obtenida al normalizaren 0 < r < oo es

1
2

(3.37)

N (2_2)3 (n—1-1)!

n 2n[(n+ D)']3
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Por tanto, la solucion radial de la ecuacion de Schrodinger es
1

22\ (n—-1-1DI']? _?
(_> Q] e 2Pl LA (). (3.38)

R (P) = — |~ 2n[(n + D)3

3.3.4. El nimero cuantico principal n.

Si analizamos (3.38), a parte de depender del radio (P = 2ar), depende de dos
parametros n y [. El parAmetro [ ya nos aparecio en el apartado anterior y lo
designamos como numero cuantico azimutal [, ahora debemos definir n.

Podemos ver en la ecuacion (3.38) que n, al igual que el nUmero cuantico [, no puede
presentar valores continuos si no que debe estar cuantizado. Las restricciones que
debemos imponerle a esto pardmetros para que la funcién radial siga siendo continua

en el intervalo 0 < r < oo son las siguientes:

. , . . .z . K .z
e n>0: Si n=0, obtendriamos una indeterminacién del tipo S en la ecuacion

radial.
e n—[l—1>0: Si n—1—1fuera menor que 0, obtendriamos la raiz de un

namero negativo.

Si desarrollamos la inecuacién obtenemos:
n—-01-1>0—-»n—-1>1, (3.39)

la conclusion que obtenemos es que el nUmero cuantico acimutal [ siempre debe ser
una unidad menor que n.

A parte de la cuantizacion de n y [, otro aspecto que podemos deducir de la
componente radial es el hecho de que la energia se encuentra cuantizada. Nétese
que la energia, E, solo aparece en la ecuacion radial y no en las ecuaciones angulares.

Asi, los valores permitidos de la energia o la cuantizacion de la energia se obtienen a
2
partir de (3.24). Sia = %y E= —“7. Por tanto:

ZZ
- 2n?’

Siendo E, los valores propios del operador hamiltoniano, como explicamos en el

E, = n=123,.. (3.40)

Capitulo 1.
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Globalmente, la redaccién del Capitulo 3 nos ha llevado a obtener las soluciones de
la ecuacion de Schrodinger. Al llegar a estas soluciones hemos tenido que establecer
unas condiciones de contorno. Estas condiciones de contorno junto con la resolucion
matematica de cada ecuacion nos ha llevado a la cuantizacion los ciertos pardmetros,
conocidos como numeros cuanticos. Con las condiciones de contorno establecidas en
la ecuacion radial justificamos la cuantizacion de energia.

Los nimeros cuanticos obtenidos junto con los valores posibles los representamos a

modo de tabla:

NuUmero cuantico Representacion Valores posibles
Numero cuantico principal n n=123,..
Numero cuantico acimutal l [=012,..(n—1)

NUmero cuantico magnético m m=0,+1,+2,+I

Tabla 5: Representacion y valores posibles de los numeros cudnticos.

CAPITULO 4. REPRESENTACION GRAFICA DE LOS ORBITALES.

Si echamos la vista atras, partiendo de una ecuacién diferencial como la ecuacién de
Schrédinger, con el fin de resolverla, comenzamos aplicando sobre esta el método de
separacién de variables. Este método consiste en suponer que la solucion de la

ecuacion de Schrodinger tiene las componentes separadas
Y000 = Rey - Yo.p) = O0) - P,

donde R, recibiria el nombre de funcion radial y Yy 4) son los conocidos armoénicos

esféricos.

Se consiguid expresar una funcion dependiente de tres variables como el producto de
tres funciones, cada una dependiente de una variable. A ellas llegamos aplicando los
métodos matematicos expuestos en el Capitulo 2. Mientras aplicamos los métodos
matematicos y establecemos las condiciones de contorno, vimos cOmo era necesario
cuantizar unos determinados parametros, emergentes en las soluciones de la
ecuacion de Schrodinger, estos parametros son conocidos como nimeros cuanticos.
Los valores posibles de los nimeros cuanticos quedaron representados en la Tabla
7. Cabe decir que, al resolver la ecuacion de Schrdédinger, establecimos el nucleo del

atomo como una entidad fija, siendo el electrén el que se movia.
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El objetivo de este capitulo serd por tanto representar graficamente los orbitales
atomicos. Explicaremos como obtener la funcion de un orbital sencillo como W;qr6,4),
y después lo representaremos graficamente. Procediendo de manera similar,
representaremos graficamente otros orbitales atomicos.

Los orbitales atdbmicos del &tomo hidrogenoide se obtienen al establecer los nUmeros
cuanticos de la funcion de onda W, ; 6,4, €S decir, si damos valores a los nimeros
cuanticos, obtenemos un orbital. Los valores posibles que pueden tomar los nUmeros
cuanticos, se muestran en la Tabla 7. Para ayudar al entendimiento, ilustraremos la

relacion entre la funcién de onda, nUmeros cuanticos y orbital a modo de tabla:

Funcién de onda Ndmeros cuanticos Orbital

n=1

=0 lp100(r,¢9,</>)
m=20

¥200(r,6,¢)

lpn!l!m(rﬂer(p) LIJZOI(T,B,d))

n= Y20-1(r6,4)
=01

m=0,+1 Wa100r,6,0)

Wo11(1,6,0)

WYo1-1(r0,0)

Tabla 6: Relacion de funcion de onda, numeros cudnticos y orbital.
Hemos pasado de un orbital posible para una funcion de onda con n =1, a seis
orbitales posibles si n = 2. El nUmero cuantico n determina los posibles valores de [ y

m, por esta razon se denomina numero cuantico principal.

4.1.OBTENCION ORBITAL Wi00-6,6)-

Hasta ahora en este Capitulo nos hemos limitado a explicar el concepto de orbital y
como partiendo de ¥, ; 6,4, Obtenemos los diferentes orbitales. Sabemos ademas
gue un orbital es una funcién de onda con los nimeros cuanticos definidos. Entonces,
¢,cOmo obtenemos la funcion de un orbital? ¢Cual es la funcion matematica de un

orbital con nimeros cuanticos, por ejemplo,n =1,1 =0, m = 0?
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La funcion matematica W;4o(rg,4) S€ Obtiene al sustituir los nimeros cuanticos en las
soluciones de la ecuacion de Schrodinger, es decir, al sustituirn =1, [=0ym=20
en (3.38), (3.19) y en (3.2). No olvidemos que, aunque la funcion radial (3.38) esta
expresada en funcién de P, esta depende del radio, ya que P = 2ar. Por tanto,

W100(r,6,¢) quedaria como sigue

Y100(r6,¢) = R10(T) - Opo(e) - Pocg) = R10(T) - Yoo(6,4)- (4.2)

Obtendremos la funcion orbital W04 €N dos pasos. Primero obtendremos la
funcion radial y posteriormente la funcion angular. W;406,4) Sera el producto de estas
dos funciones. Para representar graficamente el orbital W;go¢-g,4) Obraremos de

manera similar, representando por una parte la funcién radial y por otra parte los
armonicos esféricos. Woo0,4) €S UNa funcion dependiente de tres variables, por
tanto, necesitariamos un sistema de coordenadas de 4 dimensiones; 3 dimensiones
para cada una de las coordenadas mas una dimension mas para la funcién que
gueremos representar. Al no existir tal sistema de coordenadas, representamos la
funcion radial y los arménicos esféricos por separado. Para la representacion gréafica

se utilizara el programa Mathematica.

4.1.1. Funcion radial Ry

Sea la funcién radial
1
2

27\3 —1-=1) P
<—> (n )] -e"2- P LZHN(P),

=5zl oF

.. . . 27
si introducimos la igualdad P = # nos queda:
0

1 27r
2 nag
—— . 72l+1 4.3
e 2 'Lnlrl (P). (4.3)

(2_2)3 (n—1-1)!

R P =10ar)  2nlm+ DT

Donde P = % es una combinacién de las ecuaciones (3.26) y (3.27), que son las
0

condiciones de contorno establecidas en la ecuacion radial. El radio de Bohr es la
unidad atomica de distancia, al afiadir el radio de Bohr a la funcion radial, la
conseguimos expresar en unidades atomicas, simplificacion los calculos.

Supondremos que Z = 1, es decir, obtendremos el orbital para el atomo de hidrogeno.
Si quisiéramos obtener el orbital W;409,4) Para otro atomo hidrogenoide, como iHe',

en este caso Z = 2.

39



Dicho esto, seguimos trabajando con la funcion radial. Si sustituimos Z=1,n=1y

[ =0 en (4.3) tenemos

3 ; x
27 (1-0-1) _nag
R = — . . 2 . LZl+1 P
10() [(1 : ao) 2-1[(1 + 01 nat (P)
2 _r
Ryo(r) = ~oaz ¢ % - LN (P), (4.4)
0

tan solo quedaria desarrollar L2411 () para acabar con la parte radial. Por ser un poco

mas complejo, lo desarrollaremos a parte.

4.1.1.1. Los polinomios asociados de Laquerre L2 (P).

Como dijimos en el Capitulo 3, L2471 () son los polinomios asociados de Laguerre y
J n+l

vienen dados por

n+l

2141
x n+l , ,—x
e P (x e )],

L%ll-l_fll (x) = d?21+1

si afladimos en (3.36) los valores de los nUmeros cuanticos n = 1yl = 0 nos queda
d d
1 _ P L ,=P
L =55 [e ap e )]'
el desarrollo de L1 (P) seria

Li(P) = %[e? (1-eP-1-e7.2)]
Li(P) = %[e? e (1 -P)]
d
Li(P) = 5[0 = P)]

LY(P)=-1. (4.5)

4.1.1.2. Resultado final

La funcion radial, tras resolver los polinomios asociados de Laguerre quedaria

T

2
Rlo(r) = m -e Qo, (4.6)
0

La representacion gréfica de R,,(r) frente a r seria:
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llustracién 1: Grdfico de Ry frente a r, ambos expresados en metros.

La funcion radial nos da informacion de como varia R con la distancia, para una
orientacién fija. Podemos ver en Gréafica 1 que para grandes valores de r, la funcion
radial se anula, es decir, R;) — 0 cuando r — oo. Esta es la condicién de contorno
establecida en el Capitulo 3 para la funcién radial. r es la distancia entre el proton y el
electrén, cuando la distancia entre estas dos cargas es muy grande, debe desaparecer
casi la interaccion. Observamos ademas que la funcién radial tiene un méximo en r =
0, esto significa que el maximo valor de la funcion radial esta sobre el nucleo del
atomo, lo cual no tiene significado fisico. Como hemos dicho antes, ¥ no tiene
significado fisico, sino que es W2 quien lo tiene. W2 esta relacionado con la densidad
electronica, y esta densidad electronica, en mecénica cuéntica es proporcional a la
probabilidad de que el electron esté en algun punto del espacio atomico. El significado
fisico de la funcion de onda no se tratara en este trabajo, Unicamente nos limitaremos

a representar graficamente las soluciones de la ecuacion de Schrédinger.

4.1.2. Armdnicos esféricos Yy,.

Los armonicos esféricos presentan la siguiente forma

Yl,m(9,¢) = Gl,m(cose) : q)m((l)),

Q@L+1) (- Im]!
ime$) = |72 T F fm)!

- P (cos6) - elme, (4.7)

5
=)

si introducimos [ = 0y m = 0 en (4.7) tenemos
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. el'0'¢

2-04+1) (0O—0P! m
Yim,0) =J > oFon Plz |(6059) .

5
=)

1 1
Yim.6) = \/;E . Pllm|((;0$0)

1
Yimeo.¢) = i

Hemos procedido de manera semejante al subapartado anterior, es decir, hemos

. P (cosH). (4.8)

desarrollado la funcion angular completa excepto Pl'm'(cose). Estos son los

polinomios asociados de Legendre, que desarrollaremos a continuacion.

4.1.2.1. Los polinomios asociados de Legendre a'm'(cose)

Los polinomios asociados de Legendre estan relacionados con los polinomios de
Legendre de la siguiente forma
ml dm
Iml 1 2y .,
B = =2 g Pueoy

si aplicamos el cambio de variable x = cos6 realizado en el apartado 3.2

|m| 20y dm (4.9)
P (cos6) = (1—-cos°0) 2 .dCOS|m| : Pl(cose); :
sustituimos [ = 0y m = 0 en (4.9)
loj (ol

[o] _ 20\ 5
0 (cos®) (1 — Cos 9) 2 - dx|o| ) PO(COS@) (4.10)
lol = 11
0 (cos®) 0(cosB)- (4.11)

Vemos que para =0y m =0, los polinomios asociados de Legendre quedan
reducidos a los polinomios de Legendre. Por tanto, solo nos quedaria obtener el
polinomio de Legendre Py, paral = 0, es decir Py,sp)-

Como dijimos en el Capitulo 2, los polinomios de Legendre se obtienen al parametrizar
en las series el valor [. Estas series se obtienen al desarrollar la ecuacion de Legendre

por el método serie de potencias. Asi, P, y lo obtendriamos de la siguiente forma:

(cos0

Si partimos de la ecuacion (2.8) que es la ecuacion de Legendre
(1-x2)y —=2xy +1(l+ 1)y =0,

la solucién obtenida al desarrollar la ecuaciéon de Legendre por serie de potencias es
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Yix) = QY1(x) T A1Y2(x)

(+1) , =2+ 1)(I+3)
T 41 '

x*+ .. ag

Vi) = (1 —

(I-DU+2) 3 (U=2)U+3)U-DU+2)
S TR 3 '

Vo) = (x xS+ .)ay

donde y;(x) € ¥2(x) representa a las potencias pares e impares de x, respectivamente.
Tan solo debemos sustituir el valor [ = 0 en y;(). El hecho de sustituir en y;,, en
lugar de en y,,, se debe a que, como hemos reflejado en el Capitulo 2 mediante la
relacion de recurrencia, y; es valida para valores pares de m (incluido el 0),
mientras que y,, solo es valida para los valores impares de m. Como en nuestro
caso !l = 0ym = 0, debemos emplear y, ) en lugar de y,,. Por tanto, si empleamos
Y1(x), afiadiendo el cambio de variable x = cos@ nos queda

0(0+1 0-2)-0-(0+1)-(0+3
yl(cosg)=(1—%-cosze+( ) (4' ) )-00529+...)a0

Pocosey = 1 - ag, (4.12)

donde a, es una constante arbitraria no nula. No debemos confundir esta constante

con el radio de Bohr a,. Para facilitar los célculos escogeremos la constante arbitraria

de manera que Py.,s¢) = 1. De modo que, el valor de Polol(cose) sera

o] — —
0 (cos®) — PO(COSB) =1

4.1.2.2. Resultado final

La funcion angular quedaria
Y, =L pI™(cost
000.0) = =" P (cost)

1

Y00(9,¢) = Var

Una representacion grafica de las superficies de nivel de Yyo(9,4) S€ acompaiia a

continuacion:
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|74

5.x10°1

llustracién 2: Grdfico de Yoo(a,4) frente a 8y ¢, ambos expresados en metros.

Otro tipo de representacién es mediante el empleo de diagramas de curvas de nivel
en un plano apropiado que contiene al nucleo. La representacion mediante curvas de

nivel en el corte con el plano z = 0 seria:

1.5x10~ 10 1 -
-0 ]
110 i ] Exqpld
sx1p-iT L ] ax 104
o 1 ax10™
_s.xq071T [ ] zxqplt
. ] 14
—q=qp-t0 L ] 1=10
~1.5x10710 | i
Co 1 3 3 3 3 1 4 P M T T
~15%10= % x 10718 107" 0 5xq107H w10 W E= 10710

llustracion 3: Diagrama de curvas de nivel para z = 0 de Yyo(g,¢).

puede verse en llustracion 3 que la representacion de Yy 4) €S parecida a una esfera.

Esto es algo comin en cualquier orbital con [ = 0. Los orbitales con [ =0 son

conocidos popularmente como orbitales s.
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4.1.3. Funcion orbital ¥;4o(r,6,¢)-

Finalmente, la funcion orbital ¥,;o.¢,4) €s la siguiente

1 _r

Lp100(r,9,¢>) = Ryo(7) - Y00(9,¢) = m . e Qo,
03/2 -

4.2. OBTENCION DE OTROS ORBITALES.

Procediendo de manera similar al apartado anterior, se obtienen todos los orbitales.
En este apartado se mostraran las funciones de algunos orbitales, ademas de la

representacion gréafica de la parte radial y de los armonicos esféricos.
4.2.1. Orbitales ¥00¢0,0) Y ¥210(r0,¢)-

Las funciones de estos orbitales son las siguientes

v, 1 (2 r )
= e 0 - - )
20000 T 0302 - anfom a
1 re

w - - . e_2a0 'T'COSH-
210(r,0,¢) a05/2 <4421

La representacion de la parte radial para cada orbital quedaria de la siguiente forma

n
o
[}
n
o

]

=

[
T

T
L]
o
[ ]
i

1 %107 2 x 110 3. % 10710 e~ 1E

—— i

llustracién 4: Grdficas radiales. R0y (azul) y R,1y (amarillo).

Como podemos ver, R,,(1071%) = 0. Esta regién donde la funcién radial (y por lo tanto

la funcién de onda) se anula se denomina nodo. No todas las funciones de onda
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presentan nodos, este es el caso de R,;(r), la cual no se anula para ningun valor de

r (sin contar el 0). El nUmero de nodos radiales viene dado por:

Numerodenodos =n—1—-1 (4.13)

Por tanto, para los orbitales W3oo,0.6), W310¢0.6) Y Wsz000,¢) €l NUMero de nodos

radiales seria

Ws00(r,6,¢) — Numero de nodos = 2
W310(r,6,¢) — Numero de nodos =1
W320(r,6,¢) — Numero de nodos = 0

Lo cual contrasta perfectamente con la representacion radial de cada orbital:

1
.
[=]
.
e

llustracion 5: Grdficas radiales. R3o(r) (azul) y R31(r) (amarillo) y R, (1) (verde).

Para la representacion de los armonicos esféricos, representaremos Unicamente
Yioe,6). NO representaremos los armoénicos esféricos de Wo9,4) POrque en este
caso, al igual que en W;40¢,0,4). | €S igual a 0 y ambos son orbitales s.

La representacion de Y;,(g,4) la mostramos a continuacion
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1.5%10" .
15x10

1
2. %4010 1.0x10 1.0x 10"
5010’ 50x 10!
0 0
-5.0x1Q -50x10
-1.0x1q -1.0x10
2 % 4p-10 gt -1.5%10

2,x10°10

llustracion 6: Representacion grdfica de Yigo(a,¢) frente a 0 y ¢. llustracion 7: Ampliacion Yyo(6,4)

El diagrama de curvas de Y;4¢g,4) €S COMO sigue

gx107 0L

ax10-10] g
- sox10l?
2 25x10"
ir 0
_zx10-0f —zEx10"?
-50=10"

-4 =107 101

—g.x107 101

| S T T L PR
5510 W x1071% x 90710 0 2 %107 1% x 19710 % 4010

llustracidn 8: Diagrama de curvas de nivel de Y (g ¢)-

Mientras Yy s,¢) S€ equiparaba a una esfera (llustraciones 2'y 3), Yo ¢) tiene forma

de dos lobulos. En el I6bulo de color azul los armonicos esféricos tienen valores
negativos mientras que en el l6bulo amarillo positivos. La forma lobular aparece en

orbitales con [ = 1, que son conocidos como orbitales p.
4.2.2. Orbital 11U320(r'9’¢).

Para finalizar este capitulo, mostraremos la funcion orbital W35, 9,4) Unicamente
mostraremos los armonicos esféricos Y94 SiN mostrar la representacion de la
parte radial R3,(r), ya que esta se expuso en llustracion 5.
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La funcion orbital ¥354(r6,4) €S:

1 T
P =———————.¢ 3% .1r2(3cos%6 — 1).
320(r,0,9) a,’/? - 81Vém ( :

Para Y,o(,0,4) tenemos

5.x 10 1P

ex1012 gx10'2

4x19" 4x 1013

2x10"1 2x10"

_2x10%2 -2x101

llustracidn 9: Representacion grdfica de Y59 ¢y frente a 6 y ¢. llustracién 10: Ampliacion Y, g,4)-

y el correspondiente diagrama de curvas de nivel, que mostramos a continuacion

1.x 1072

5.x19-10

-5.x10"10

-1.x107%

1 1
-1.x10% -5.x10""® 0 5.x10""0 4 x10°%

llustracion 11: Diagrama de curvas de nivel de Y349 ¢)-

Si nos fijamos en llustracion 10, Y, 4y €S un doble I6bulo rodeado por un anillo. Los

orbitales con [ = 2 presentan formas diversas; Suelen presentar la forma que hemos
obtenido en ilustracion 10, ademas de otra que consiste en 4 I6bulos de signos
alternados (algo parecido a dos orbitales p unidos).

Este tipo de orbitales, en los que [ = 2, se denominan orbitales d.

En este capitulo hemos trabajado los orbitales mas comunes, es decir, los orbitales s,
p y d. Para un orbital con [ = 3, los orbitales son de tipo f, para [ = 4, de tipo g,

siguiéndose ya el orden alfabético. Debido a la complejidad de estos orbitales, no se
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trataran en este trabajo. Unicamente se mostraréa las posibles formas que los orbitales

f pueden adoptar:

X X

m=+2 m=-2 m=+3 =-3

llustracion 12: Posibles formas de los orbitales f.
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