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ABSTRACT

In this Final Project of Degree, it's studying equations in differences and it showing example

of application to resolution of economics models.

While differences equations are using to resolve continuous models, equations in differences
are using to resolve discrete models. So, it presented some definition and results in methods of
resolving of differences lineal equations, it will explain the principal object of this Final Project
of Degree that it will resolve of some economics models. In this way, the Cobweb Model, a
Loan Amortization Model, a Warehouse Stock Model, the Samuelson Multiplier Model and an
Income Multiplier Model are studied. At the same time, the Wolfram Mathematica® program
will be used to show how differences in equations can be solved both analytically and

graphically using symbolic calculation programs.

RESUMEN

En el presente Trabajo Fin de Grado se estudian las ecuaciones en diferencias y se muestran

ejemplos de aplicacion para la resolucion de modelos econémicos.

Mientras que las ecuaciones diferenciales son utilizadas para la resolucion de modelos
continuos, las ecuaciones en diferencias se utilizan para la resolucién de modelos discretos. Asi,
tras presentar algunas definiciones y resultados conocidos en cuanto a métodos de resolucién
de ecuaciones diferenciales lineales, se llegara al objetivo principal de este Trabajo Fin de
Grado que sera la resolucién de algunos modelos econdmicos. De esta forma se estudiaran el
Modelo de Telarafia, un Modelo de Amortizacion de un Préstamo, un Modelo de Existencias
de Almacen, el Modelo Multiplicador de Samuelson y un Modelo Multiplicador de la Renta.
Al mismo tiempo se utilizard el programa Wolfram Mathematica® para mostrar como las
ecuaciones en diferencias pueden ser resueltas tanto analitica como gréficamente mediante

programas de célculo simbodlico.
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1. INTRODUCCION.

En este capitulo de introduccion se van a dar unas primeras definiciones y ejemplos tanto de
ecuaciones diferenciales como de ecuaciones en diferencias. Consideramos que es interesante
indicar que en el programa de la asignatura de Matematicas Il para el Grado en Administracion
y Direccion de Empresas se dedica un tema al estudio de las ecuaciones diferenciales y algunos
métodos elementales de solucion, mientras que no se abordan las ecuaciones en diferencias.
Tanto unas como otras resultan de gran interés para la resolucion de problemas de las ciencias
experimentales y sociales en los que se trata del estudio de la evolucion temporal de
determinadas variables. La diferencia fundamental entre las ecuaciones diferenciales y las
ecuaciones en diferencias es que en las primeras se consideran variables continuas (toman
valores en intervalos de nimeros reales) mientras que en las segundas se consideran variables

discretas (toman valores en nimeros enteros o naturales).

Las ecuaciones diferenciales comenzaron a desarrollarse a finales del siglo XVI1, coincidiendo
con el desarrollo del calculo diferencial e integral. En un principio surgieron para dar respuesta
a problemas concretos de la Fisica tales como elasticidad, movimiento de un pendulo, atraccion
gravitatoria, etc. De forma general podemos decir que una ecuacion diferencial representa un
modelo matematico en el que interviene una variable x que depende del tiempo t; es decir, x =
x(t), y en la que interviene también la derivada x’(t), que es la variacion instantanea de x(t).
Recordamos a continuacion algunas definiciones bésicas para ecuaciones diferenciales

ordinarias, de las cuales después veremos las correspondientes para ecuaciones en diferencias.

Definicion 1.1.- Una ecuacion diferencial ordinaria es una funcion que muestra la siguiente
forma:

F(x,y,y", ...,y™) =0
La variable dependiente y depende de un valor independiente x, es decir, que y = y(x).
Ademas, x no toma valores s6lo en un punto, sino que recorre uno o varios intervalos en el

conjunto de los numeros reales (R).

Definicion 1.2.- Se llama orden de una ecuacién diferencial ordinaria al orden de la derivada

mas alta de la variable dependiente que aparece en la ecuacidn diferencial.

Por ejemplo,

y'—y' +5x=0
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es una ecuacion diferencial de orden 2; mientras que
y"'(x) + 4sen(x) + y'(x) =0

es una ecuacion diferencial orden 3.

Si la variable dependiente y sus derivadas sucesivas aparecen con forma polinémica, entonces
se puede definir el grado de la ecuacion diferencial ordinaria. En este sentido se tiene la

siguiente definicion.

Definicion 1.3.- Cuando la variable dependiente y sus derivadas sucesivas aparecen en forma
polindmica, se define el grado de una ecuacioén diferencial ordinaria como el mayor exponente

al que aparece elevada la derivada de mayor orden.
Asi, por ejemplo, (y'")°> +y’ — 5 = 0, es una ecuacion diferencial de orden 2 y grado 5.

En el caso de que se esté analizando un fendmeno temporal se suele cambiar la variable

independiente x por t para representar ese espacio temporal.

En general, la solucion de una ecuacion diferencial de orden n involucra n constantes (es lo que
se denomina solucién general). Es por esto que ningin fendmeno queda totalmente
determinado por una ecuacién diferencial sino que para ello habra que proporcionar ademas
unas condiciones iniciales en un momento inicial t,, teniendo asi un problema de valores

iniciales.

Por ejemplo:
{y’ =fty)
y(to) = o
es un problema de valores iniciales para una ecuacion diferencial ordinaria de orden uno.
Analogamente, para una ecuacién diferencial ordinaria de orden n un problema de valores
iniciales viene dado por:
(F (x,y’,y”, ...,y(")) =0

y'(to) = Yo
y'(te) = »n

U y®™D(e) =y
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En general, cuando son ciertas determinadas condiciones de regularidad, los problemas de
valores iniciales tienen solucion Unica. Finalmente, recordemos que se llama solucion

particular a una solucién de la ecuacion diferencial en la que no intervienen constantes.

Ejemplo 1.1.- Probar que la funcién y = Cx + C? es lasolucion general, en R, de la ecuacion

diferencial

xy' + (@) —-y=0

Para comprobar que la solucion general de la ecuacion recorre todo R, se deriva en la expresion
y = Cx + C?. De esta forma, se obtiene que el valor de la derivada es

y =C.

Asi, sustituyendo en la ecuacion diferencial la variable y con la derivada de la misma, y’, se

demuestra que es cierta VxeR.

Ejemplo 1.2.- Encontrar una solucidn particular de la ecuacion diferencial
xy + @) —-y=0
que pase por el punto (0, 1).

Sabemos que y = Cx + C? es la solucién general de la ecuacion diferencial:

xy'+ () -y =0.

De aqui, para obtener una solucion particular que pase por el punto (0, 1) sustituimos x por 0 e
y por 1 en la expresion de la solucion general y obtenemos el valor o valores de la constante C
que determinan dicha solucidn particular:

1=C*0+C?>C=+=1.

Como vemos se obtienen entonces dos soluciones particulares; asaber,y = —x —ley =x +
1, lo que pone de manifiesto que por un punto se pueden tener varias soluciones particulares de

una ecuacion diferencial.

Para resolver determinados tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y problemas de valores
iniciales son conocidos algunos métodos como el de variables separadas, ecuaciones
diferenciales homogeneas, ecuaciones diferenciales exactas, factores integrantes, etc. Sin

embargo, en la practica es frecuente que los referidos métodos de resolucion no nos permitan
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obtener la solucién exacta de determinados problemas de valores iniciales. En estos casos se

tienen dos opciones:

e Calcular soluciones numéricas haciendo uso, por ejemplo, del método de Euler, métodos
de Runge-Kultta, etc. (ver Quesada, Molina y Sanchez, 2000).

e Estudiar el comportamiento de las soluciones a través de su campo direccional (ver
Definicion 1.4).

El calculo de soluciones numéricas de valores de problemas iniciales conllevaria un estudio
exhaustivo que no es objeto de este Trabajo Fin de Grado, por lo que a continuacion s6lo vamos
a mostrar un ejemplo de como la representacion grafica del campo direccional de una ecuacion

diferencial de primer orden nos permite visualizar la forma de sus soluciones.

Definicion 1.4.- Dada una ecuacion diferencial de primer orden
y = flxy),
se define su campo direccional como la representacion grafica de las direcciones asociadas a

cada punto (x,y).

Observemos que, de acuerdo con la definicion de campo direccional, como y' = dy/dx es la
pendiente de la recta tangente a la curva y= y(x) en el punto (x, y), en cada punto del plano en

el que la funcion esté definida el valor de dicha pendiente viene dado por f(x, y).

Vemos a continuacion el siguiente ejemplo en el que, con la ayuda del programa Wolfram
Mathematica®, representamos campos direccionales y soluciones particulares de problemas de

valores iniciales.

Ejemplo 1.3.- Representar graficamente el campo direccional correspondiente a la ecuacion
diferencial ordinaria y’(x) = x. Calcular la solucion particular del problema de valores
iniciales
{Y’(x) =X
y(0) =0,
y representar graficamente esta solucion particular superponiéndola al campo direccional.

Resolvemos el ejemplo utilizando el programa Wolfram Mathematica®. En primer lugar
hacemos la representacion grafica del campo direccional de la ecuacion diferencial y’'(x) = x

mediante el comando VectorPlot:
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In[1]:=
figural = VectorPlot[{1, x}, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}]

out[1]=

1.0} \\\\\‘1—*—»-&)/////
0.0} \\\\\\-—L—»J/r///f//
~1.0} \\\\\m-—s—-_-r/rj////

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

A continuacion, con el comando DSolve calculamos la solucion general de la ecuacion

diferencial dada.

In[2]:=
DSolvely' [x]==x,y[x],x]

_ |
12] ]

2
X
{{y[x] a?+C[1]}}

Asi, es inmediato ver que en si la solucidn particular pasa por el punto (0,0), entonces C[1] =
0.

Finalmente representamos la referida solucién particular y el campo direccional de la ecuacion

diferencial.
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In[3]:=
figura2 =Plot[x*2/2, {x, -1, 1}, PlotStyle -» Thickness[0.02]];
Show[{figural, figura2}]

outf4]=

o o A A
NN ey

-1.0} \\\\\m——;—r»-r)/////

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Siguiendo con la comparativa que queremos mostrar en esta seccion entre ecuaciones
diferenciales y ecuaciones en diferencias, pasamos a continuacion a presentar definiciones y

ejemplos analogos a los vistos hasta ahora, pero en este caso para ecuaciones en diferencias.

Las ecuaciones en diferencias surgen para el estudio de modelos matematicos de fenémenos
que evolucionan en el tiempo, pero considerando que la variable t, que representa al tiempo,
toma valores discretos (valores en el conjunto de los nUmeros enteros o naturales). De esta
forma, en las ecuaciones en diferencias denotaremos y, en lugar de y(t) para referirnos al valor
de y en el momento t. Asi, por ejemplo, las ecuaciones en diferencias se utilizan en operaciones
discretas para medir momentos exactos en el tiempo como el pago de un préstamo a lo largo de

la vida del mismo, que puede ser en meses 0 en afios.

Presentamos a continuacion unas primeras definiciones de ecuaciones en diferencias que seran

similares a las vistas anteriormente para ecuaciones diferenciales.

Definicion 1.5. - Una ecuacion en diferencias es una ecuacion que se formula de la siguiente

manera.

F(Yt4n Yern—1r =0 Y41, Yo t) = 0.
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Diremos que y es la variable dependiente y que t es la variable independiente.

Definicion 1.6. — Se llama orden en una ecuacion en diferencias al subindice mayor que esté

sumando a t en la variable dependiente de la ecuacion en diferencias.

Por ejemplo:
2Yiy1 4y +6 =0
es una ecuacion en diferencias de orden 1 y
6Yti2 + 3Yr41 + 24y —18 =0

es una ecuacion en diferencias de orden 2.

Las soluciones de una ecuacion en diferencias son todas las sucesiones que la verifiquen. Asi,
de manera similar a como sucedia en las ecuaciones diferenciales, también ahora distinguiremos
entres soluciones generales, en las que intervienen constantes, y soluciones particulares. La
solucion general de una ecuacion en diferencias de orden n involucra n constantes. De esta
forma se tendran que establecer n condiciones iniciales para poder obtener una solucién

particular.

Resolvemos a continuacion con la ayuda del programa Wolfram Mathematica® una ecuacion

en diferencias de orden 2.

Ejemplo 1.4.- Resolver, con el comando RSolve del programa Wolfram Mathematica®, la

ecuacion en diferencias

Vesz = Yer1 — 2Y: =0

Representar graficamente alguna solucién particular.

Obtenemos en primer lugar la solucién general de la ecuacién en diferencias.

4= RSolve[y[t+2] -y[t+1] -2¥y[t] =0, y[t], t] }
oup= {{y[t] = (-1)FC[1] +27C[2]}} 1
Como vemos, esta solucién general involucra 2 constantes, puesto que la ecuacion en

diferencias es de orden 2.

También con el programa Wolfram Mathematica® podemos representar graficamente las
soluciones particulares. Asi, por ejemplo, representamos a continuacion la solucion particular
cuando C[1] =8y C[2] = 1.

10
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In[5]:=
ListPlot[Table[{t, (-1)°8+2°}, {t, 0, 5}]]
25} . .
20}
15t
[ ]
104
ousl= @
5_
1 2 3 4 5
5t .

Observar que en la representacién grafica se consideran los valores enteros de t en el intervalo

[0, 5]; es decir, se consideran valores discretos.

Tras esta seccion de introduccion donde se han visto algunas similitudes entre ecuaciones
diferenciales y ecuaciones en diferencias, pero donde también se ha puesto de manifiesto la
diferencia fundamental entre ambas, en cuanto a que, en las primeras, las variables son
continuas y en las segundas, las variables son discretas, nos centramos a continuacién en el

estudio de métodos de resolucion de determinados tipos de ecuaciones en diferencias.
2. ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Las ecuaciones en diferencias son una herramienta que ha ido adquiriendo protagonismo con el
paso del tiempo, ya que se ha incrementado la importancia de su estudio en hechos discretos y

en la simulacién de los mismos.

2.1. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS

Definicion 2.1.- Una ecuacion en diferencias sera lineal de orden n cuando su expresion sea:

Yean T A1 (O)Vesn-1 + -+ a1 (OYes1 + an(©)y: = b(t)
Por ejemplo,

Yey1 5ty =5
es una ecuacion en diferencias lineal de orden 1.

Definicién 2.2.- Una ecuacion lineal en diferencias es homogénea cuando b(t) es igual a 0,

es decir, puede escribirse de la siguiente forma:

11
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Veen T A1) Vesn—1 + -+ @1 (Y1 + an(O)y: =0

Por ejemplo,

Yer1 +2y: =0
es una ecuacion lineal en diferencias homogénea de orden 1.

Si b(t) = 0, entonces se dice que la ecuacion en diferencias es completa.

Definicion 2.3.- Una ecuacién lineal en diferencias de orden n se dice que es de coeficientes
constantes si puede escribirse en la forma:

Yeen T+ G YVesn—1 T+ QGuo1Ver1 + apye = 0.
Es decir, los coeficientes a4, a,, ..., a,, no dependen de t

Asi, por ejemplo,
YVerz = 2Yt+1 + 3y =1
seria una ecuacién lineal en diferencias de orden 2 y con coeficientes constantes, ya que a, =

—2 Yy a, = 3,no dependen de t.

Ejemplo 2.1.- Clasifica las siguientes ecuaciones en diferencias segin sean lineales o no,
segun su orden, y si son homogéneas o de coeficientes constantes:

a) 5Yi42 +8y, =4

b) Ye41+y: =0

C) 3Ye41 +cos(2y) =8

d) Y2ty =2 +tant

€) Yers — 8Ver1 =Vt

f) Yes3 —3cosy, =3

9) Yeezo—7€t+y. =3

h) 51y,,s+ 14y, =2

) Yy +€76=0

Recordemos que en la definicion 1.6., el orden es el mayor subindice que esté sumando a t en
la variable dependiente que haya en la ecuacién en diferencias.
a) Es una ecuacion lineal, no homogeénea y con coeficientes constantes con orden 2.

b) Es una ecuacién lineal, homogénea y con coeficientes constantes con orden 1.

12
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¢) Esunaecuacion no lineal, porque el valor y, esta afectado por el coseno, no homogénea
y con coeficientes constantes.

d) Es una ecuacidn lineal (aunque haya una tangente en la ecuacion esta afecta a t, no a
¥:), N0 homogénea y sin coeficientes constantes con orden 1.

e) Es una ecuacion lineal, no homogénea y con coeficientes constantes con orden 3.

f) Esunaecuacion no lineal, porque el valor y, esta afectado por el coseno, no homogénea
y con coeficientes constantes.

g) Esunaecuacion lineal (aunque este el valor e en la ecuacion esta afectaa t, no a y;), no
homogénea y sin coeficientes constantes con orden 1.

h) Es una ecuacion lineal, homogénea y con coeficientes constantes con orden 5.

i) Esunaecuacion no lineal, porque el valor y, esté afectado por el valor e, no homogénea

y sin coeficientes constantes.

2.2. RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS CON
COEFICIENTES CONSTANTES

En esta seccidén se estudian los procedimientos de resolucién de ecuaciones lineales en
diferencias con coeficientes constantes, ya que éstas son las mas utilizadas en el estudio de
modelos econdmico discretos. Las demostraciones de los Teoremas 1, 2 y 3 pueden consultarse

en los libros Gutiérrez, Balbas y Gil, (1998), y Pérez-Grasa, Minguillon y Jarne (2001).

Definicion 2.4. — Dada la ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes

Yesn T Q1 Yeon—1 + -+ Qn1Yes1 + @Y =0

definimos su polinomio caracteristico como
p(A) ="+ a A"+ 4 a,
Yy su ecuacion caracteristica

M+ a A+t a, =0.

Asi, por ejemplo, dada la ecuacion lineal en diferencias, homogénea y con coeficientes
constantes:
YVera T 3Vt43 + 2Ve42+y: =0,
su ecuacion caracteristica es:
AM+323+22+21=0.

13
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2.2.1. RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS CON
COEFICIENTES CONSTANTES HOMOGENEAS

Los Teoremas 1y 2 que vemos a continuacién nos van a proporcionar un método para el calculo
de la solucion general de una ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes y

homogénea.

Teorema 1.- Si uy, uy, ..., U, son soluciones linealmente independientes de la ecuacion lineal

en diferencias homogénea y con coeficientes constantes

Yern ¥ Q1Yein-1 + -+ An1Ver1 + a4y = 0,
entonces su solucion general viene dada por:

Ciuq + Couy + -+ Chu,

donde C;,i = 1,2, ...,n, son constantes.

Teorema 2.- Dada la ecuacidn lineal en diferencias homogénea y con coeficientes constantes

Yeen T G YVesn—1 T+ QGuo1Ver1 + @y =0,
se tiene que:

1. Si A5 € R es raiz con multiplicidad m (m < n) de su polinomio caracteristico,

entonces

A5, A8, L, tmIAl

son m soluciones linealmente independientes de la ecuacion en diferencias.

2. Si Ay =a+iby A, =a—ib son raices complejas simples de su polinomio

caracteristico, entonces

rtcosat y rfsenat

son soluciones linealmente independientes de la ecuacion en diferencias, siendo

b
r=+a*+b? y a=arctan

E .
3. SiA; =a+iby A, =a—ibson raices complejas con multiplicidad m (2m < n)

de su polinomio caracteristico, entonces

rtcosat,rtsen at, trt cosat,trtsenat, ...,t™ rtcos at, t™ rtsen at,

son 2m soluciones linealmente independientes de la ecuacion en diferencias.

14
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4. Todas las soluciones consideradas en los apartados anteriores son también

linealmente independientes.

De acuerdo con los Teoremas 1 y 2, resolveremos a continuacion ejemplos en los que se
obtienen las soluciones generales de algunas ecuaciones lineales en diferencias con coeficientes

constantes y homogéneas.

Ejemplo 2.2.- Calcular la solucion general de la ecuacion lineal en diferencias de orden 1,

homogénea y con coeficientes constantes:

Yes1 + 2y = 0.

Dado que la ecuacion en diferencias es de orden 1, de acuerdo con el Teorema 1, su solucidn
general serd de la forma C,u,, siendo u,; unasolucion particular y C; una constante. Ahora bien,
teniendo en cuenta el Teorema 2, para obtener la solucion u, calculamos la raiz de la ecuacion
caracteristica correspondiente:

A+2=0,
que obviamente es 1, = —2. Asi, por el apartado 1 del Teorema 2 se tiene que una solucion de
la ecuacion en diferencias es

u; = (=2)4

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
C1(=2)"

Ejemplo 2.3.- Calcular la solucion general de la ecuacion lineal en diferencias de orden 2,

homogénea y con coeficientes constantes:

Veyz T 2Ye41 — 8y = 0.

Dado que la ecuacion en diferencias es de orden 2, de acuerdo con el Teorema 1, su solucidn
general sera de la forma C;u; + C,u,, siendo u, y u, soluciones linealmente independientes;
y C, y C, constantes. Ahora bien, teniendo en cuenta el Teorema 2, para obtener las soluciones
u; y u,, calculamos las raices de la ecuacion caracteristica correspondiente:

A2 +21-8=0.

Al tratarse de una ecuacion de segundo grado, las soluciones de las raices son A; =2y A, =

—4, por lo que
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w =2y up;=(-4"
son soluciones linealmente independientes, segun el apartado 4 del Teorema 2.

Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:
yt = C12t + Cz(_4‘)t

Ejemplo 2.4.- Resuelve la ecuacion en diferencias homogénea y con coeficientes constantes:

Yesz T 2Ye41+2y: = 0.

Dado que la ecuacion en diferencias es de orden 2, su solucion general seréd de la forma Cyu; +
C,u,, siendo u; y u, soluciones particulares; y C; y C, las constantes, de acuerdo con el
Teorema 1. Ahora bien, teniendo en cuenta el Teorema 2, para obtener las soluciones u; y u,,

calculamos la raiz de la ecuacidn caracteristica correspondiente:

A2 4+21+5=0.
Las soluciones de las raices son:
=2+ V-16  —2+4i Lo
1 — 2 - ) = l
—2—vV-16 -2-—4i
A, = 3 = > =—-142i

Como el resultado de las raices tienen la forma a + bi donde a =-1y b =+2, de acuerdo con el

Teorema 2 apartado 2, calculamos los valores de r y la arco tangente

El calculo der es:

r=ya?+b2=J(-1)2+22=1,
y el arco tangente:
2

a=arctg— = -2
Asi,
1t cos(—2t) y 1lsen (—2t)
son soluciones linealmente independientes de la ecuacidn en diferencias.
Finalmente, por el Teorema 1 se concluye que la solucién general es

y: = Cy1t cos(—2t) + C,(—2)t sen(—2t).
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2.2.2. RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS CON
COEFICIENTES CONSTANTES COMPLETAS

Teorema 3.- Dada la ecuacion lineal en diferencias completa y coeficientes constantes:
Yern + GYein-1+ -+ Quo1Ver1 + @nye = b(8),
su solucién general es:
Ciug + Couy + -+ Chu, +V
donde uy,u,, ... , u, son soluciones linealmente independientes de la correspondiente ecuacion
lineal en diferencias homogénea

Yesn T Q1 Yeon—1 + -+ Qn1Yes1 T Y =0
y V es una solucion particular de la ecuacion en diferencias completa.

De acuerdo con este Teorema 3, y teniendo en cuenta los resultados vistos en la anterior seccion
para ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes y homogéneas, se
contemplan a continuacién diferentes casos dependiendo de la forma del término independiente

de la ecuacién en diferencias.

El método de los coeficientes indeterminados consiste en buscar una solucién particular V
dependiendo de la forma de b(t). Se distinguiran los siguientes cuatros casos:

Caso 1. Si b(t) = aBt, con a,BeR no nulos y p(B) # 0, entonces se buscard una
solucion particular de la forma V = CB¢, siendo € una constante.

Caso 2. Si b(t) = aft, con a,feR no nulos y S es raiz con multiplicidad k del
polinomio caracteristico p(1), entonces se buscara una solucion particular V = Ct*pt, con C
constante.

Caso 3. Si b(t) es un polinomio de grado m, entonces el método de coeficientes
indeterminados consiste en buscar una solucion particular V' que sea un polinomio de grado
menor o igual que m.

Caso 4. Si b(t) = by(t) + b,(t) , entonces se puede calcular una solucién particular
V =V, +V,, donde V; seria la solucion particular de la ecuacion completa con término
independiente b, (t) y V, seria la solucion particular de la ecuacion completa con término

independiente b, (t).

De acuerdo con el Teorema 3, los anteriores Teoremas 1y 2, y los distintos casos de método

de los coeficientes indeterminados, resolvemos a continuacion ejemplos en los que se obtienen
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las soluciones generales de algunas ecuaciones lineales en diferencias completas con

coeficientes constantes.

Ejemplo 2.5.- Obtén la solucién general de la ecuacion lineal en diferencias de orden 1, no
homogénea y con coeficientes constantes:
5y441 + 10y, = 15.

En primer lugar, se simplifica la ecuacién, sacando factor comun de 5:
Yer1 + 2y = 3.

Como vimos en el Ejemplo 2.2., la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea
es:

ye = C(=2)"
Como se dijo en el Teorema 3, para obtener una solucién general de una ecuacion lineal en
diferencias no homogénea, hay que calcular una solucion particular de la ecuacion completa.
Dado que b(t) = 3 probamos a encontrar una solucion particular que sea una constante, seguin
el Caso 3 del método de los coeficientes indeterminados. Asi, si y, = C para todo t, se tiene
que

C+2C=3
Por tanto,
c=3

De esta forma, de acuerdo con el Teorema 3, la solucion general de la ecuacion en diferencias
no homogenea es:
— t
ye = C1(=2)" + 3.

Ejemplo 2.6.- Calcula la solucién general de la ecuacion lineal en diferencias de orden 2 y

con coeficientes constantes:

Verz T 2Ye41 — 8y = 4.

Como en el ejemplo anterior se trataria de calcular la solucion general de la ecuacion en
diferencias homogénea, que se ha calculado en el Ejemplo 2.3., es:
Ci2t + C,(—4)t

Por el Caso 3 del método de coeficientes indeterminados, se buscara la solucion particular de

la ecuacion en diferencias a traves de la resolucion de la ecuacion de grado 1:
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C+2C—-8C=4.
Asi,

y, por el Teorema 3, la solucion general de la ecuacion en diferencias completa es:

4
ye= €28+ G(—D)" - c-

Ejemplo 2.7.- Calcula la solucion general de la ecuacion lineal en diferencias con
coeficientes constantes de orden 2:

Yerz — 6Yey1 + 9y = 3t+2.

La ecuacion homogénea correspondiente es:

YVeyz — 6Yey1 + 9y = 0.

Se sustituye la incdgnita para obtener la ecuacion caracteristica
A2—61+9=0

y las raices de la ecuacién son

Como la solucion general es una raiz doble, es decir, las soluciones de ambas A son iguales,

seguiremos resolviendo la ecuacion a través del Teorema 2 apartado 2.

La solucion general de la ecuacion en diferencias es:
yt = C13t + C2t3t.

Como b(t) en la ecuacion en diferencias es una suma de dos términos, se aplicara el Caso 4 del
método de coeficientes indeterminados para obtener la solucidn particular. De acuerdo con el
Caso 4, se buscara la solucion particular de la exponencial, 3t (Caso 2), y la solucion particular

del polinomio 2 (Caso 3).

Para el polinomio, se calcularia como si calcularamos esta ecuacion en diferencias

Verz = 6Ye41 + 9y = 2.
Este tipo de ecuacion ya ha sido explicada con anterioridad por lo que su resultado es:

C—6C+9C=2
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En la exponencial, el calculo de una solucion particular de la ecuacién en diferencias es:

Verz — 6Yes1 + 9y, = 3°

La funcion y, sera sustituida por Ct%B¢pero solo en caso de que la raiz sea doble. En el caso de

que la raiz no fuese doble, habria que sustituirla por CtS°.

Como B = 3, através del Caso 2 de los métodos de coeficientes indeterminados, se tiene que
Yerr = C(¢ +1)?35H1
Yerz = C(t +2)?35%2

En nuestra ecuacion:

C(t + 2)23t%2 — 6C(t + 1)23t*1 + 9C(£)23t = 3¢

Sacamos factor comun de C:
C[(t+2)23t%2 —6(t + 1)?3*1 +9(¢)?3t] = 3¢

Sacamos factor comun de 3¢:
3tC[(t + 2)232 —6(t+ 1)23 + 9(t)2] =3t

Resolvemos la ecuacion paso por paso:
31C[9(t + 2)? — 18(t + 1)%2 + 9(¢)?] = 3¢
3t C[9* (t2+4t+4)> — 18+ (t?> + 2t + 1)2 + (9t)%] = 3¢
3tC[9t? + 36t + 36 — 18t% — 36t — 18 + 9t?] = 3¢
3tC[18] = 3¢
t

18C=¥

Como tenemos el valor de la constante que queriamos obtener de Ct?* sustituimos:
1

—t23t,
18
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Para concluir, la solucion general de la ecuacion en diferencias es:

1 1
— t t _ 429t
Ye= Ci3°+ Cot3' + 5+ t?3"

3. APLICACIONES ECONOMICAS

Las ecuaciones en diferencias se han ido aplicando en mayor medida a la economia porque este
tipo de ecuaciones modelan de mejor manera los hechos reales. Ademas, las ecuaciones en

diferencias tienen la capacidad de ser Utiles tanto en el marco tedrico como en el préctico.

3.1. MODELO DE LA TELARANA

En una economia existen dos partes fundamentales en el mercado que son: la demanda y la
oferta. La demanda es la cantidad de bienes y servicios que adquiere un consumidor o una
entidad en el mercado a un determinado precio, y la oferta es la cantidad de bienes y servicios
gue una empresa pone a disposicion del mercado a un determinado precio. Ambas definiciones

Ilevan consigo dos variables relevantes: el precio y la cantidad.

Cuando un demandante desea adquirir un bien o un servicio tiene en cuenta el precio, es decir,
cuanto mas bajo sea el precio mayor sera la posibilidad de que el cliente lo compre, provocando

asi un mayor consumo de ese bien o servicio.

Cuando el precio es muy elevado para el demandante, no lo comprard o comprard en menor
medida porque no tenga la suficiente capacidad adquisitiva para adquirirlo o sea excesivamente

caro respecto al resto de productos competitivos.

Teniendo en cuenta las anteriores afirmaciones, desde la perspectiva de la oferta, las empresas
no pueden poner precios excesivamente bajos porque no tendrian beneficios con la venta de
bienes o servicios, pero tampoco pueden ser elevados porque no venderian los suficientes bienes
para hacer frente al mercado. Como consecuencia de este hecho, se busca un punto de
equilibrio, es decir, un punto en el que el precio que no seria elevado para los compradores ni

lo suficientemente bajo para los vendedores.

A continuacién, un ejemplo de como se representaria graficamente con el programa Excel.
(Gréfico 1):
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Grafico 1 Demanda y Oferta. Elaboracion propia.

Sin embargo, en la practica, esto no es suficiente debido a que el punto de equilibrio solo mide
un instante en el tiempo en un mercado que esta en constante cambio. Un ejemplo sencillo seria
la venta de dulces navidefios. Al principio los dulces tendran una elevada demanda hasta un
nivel en el que hay un exceso de demanda, pero a medida que pasa el tiempo hay mas
competidores y los clientes no le dan la misma importancia al producto que antes. También hay
que tener en cuenta que después de la temporada navidefia, tienen una menor demanda. El
modelo de la telarafia predice cual seria el precio y la cantidad idénea en diferentes momentos

de tiempo.

Teniendo en cuenta lo anteriormente mencionado el modelo de la telarafia se fundamenta en:
a) Laofertade un bien o servicio de una empresa depende del precio en el periodo anterior.
Es decir,
S =—-c+dP_,
b) Lademanda de ese bien o servicio depende del precio en el periodo inicial:
D; =a—bP;

Conociendo la férmula de la demanda y la oferta podemos obtener la condicién de equilibrio,
anteriormente mencionada, en el que la oferta debe ser igual a la demanda,
S =D, .
Podemos ver que:
—c+dP,_; =a—bP;
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0 también
_a_C+dPt_1=th
—a—c —d
T Tl
que finalmente, reordenando los subindices, puede escribirse en la forma:
d a+c

Pt+1+EPt=_ b )

que es una ecuacion lineal en diferencias no homogénea, de orden 1 y con coeficientes

constantes.

Veamos a continuacion un ejemplo concreto del modelo de la Telarafia.

Ejercicio 3.1. La entidad “Ecuacién S.A.”, tras varios estudios, encuentra que la demanda de
un bien en el momento t viene dado por
D, =22 -3y,
y su oferta en el mismo momento t estd determinada por
Se =—24+yi 1.
a) Resolver la ecuacion en diferencias para el modelo de la telarafia correspondiente.
b) Resolver el problema de valores iniciales resultante cuando el precio del bien en el
momento inicial es de 18 unidades monetarias.

La ecuacién debe cumplir la igualdad S, = D;. Por lo tanto, la ecuacion a resolver es:

22 - 3yt = _2 + yt—l'

Reordenando los indices:

22 =3yt11 =2+ .

El siguiente paso es reducir la ecuacion:
3Ye+1 + Ve = 24
Dividiendo por 3 quedaria:

1
Yey1 T 3V = 8.
Se homogeneiza la ecuacion y se obtiene su ecuacién caracteristica:
1
Yey1 T 3V = 0
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cuya solucion es:

Entonces, por el Teorema 2 apartado 1, la solucién de la ecuacion en diferencias homogénea

€es:

—1\¢
a(5).
\'3
Para el calculo de una solucion particular de la ecuacion en diferencias no homogénea, por el

Caso 3 del método de los coeficientes indeterminados,

C+1C—8
3C=

C =6.

Asi, la solucion general de la ecuacion en diferencias no homogeénea es:
t

—c(l) v
Yt_ 3 "

Ya obtenida la solucion general de la ecuacion en diferencias para el apartado a), continuaremos
con el apartado b).

Conociendo que el precio en el momento cero que es 18, la constante, C;, es:
0

1

18=¢, (=

8 61(3) +6
C,=12.

Asi, la solucion del problema de valores iniciales es:
t

—12(1) +6
Ve = 3 .

3.2.  MODELO MULTIPLICADOR DE LA RENTA

Supongamos que, en una economia, el consumo, Q;, en un periodo t depende de la renta en el
periodo t — 1, es decir,

Q¢ =a+DbY 4
donde a > 0 es llamado consumo auténomo 'y b que esta entre los valores 0 y 1, es la propension

marginal al consumo.
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Para que haya una condicion de equilibrio en la renta, el modelo debe ser
Yo = Q¢ + I,
donde la inversion, I, varia de forma autébnoma en un periodo t, siendo constantes en los
siguientes periodos; es decir, que partiendo de una inversion inicial I,, se produciria un
incremento en un periodo determinado de la inversion, Al. Asi, la inversion en los siguientes
periodos vendria dada por:
I, =1=1I,+Al

Por tanto, sustituyendo en la condicion de equilibrio, se obtiene
Yt = Qt+1t :a+bYt_1+1,

de donde

Y, —bY,_, =a+1.
Reordenando los subindices:

Yoo1 - DYy =a+],

que es una ecuacion lineal en diferencias de orden 1, no homogénea con coeficientes constantes.

Vamos a continuacién a resolver un ejemplo concreto del Modelo Multiplicador de la Renta.

Ejercicio 3.2. En un pais, tras varios estudios, la renta media de un ciudadano se compone:
600 unidades monetarias de consumo autonomo; 400 unidades monetarias de ingreso inicial
con un incremento de 75 unidades monetarias; y una propensién marginal de 0,5.
a) Resolver la correspondiente ecuacion en diferencias para el Modelo Multiplicador de
la Renta.
b) Resolver el problema de valores iniciales resultante cuando la renta en el momento 0

es de 1200 unidades monetarias.

Sustituyendo con los datos del enunciado en la ecuacién obtenemos
Y;41 — 0,5Y, = 600 + 475.
La variable ingresos se ha obtenido a través de
I, = I + Al = 400 + 75 = 475.

Por tanto, la ecuacion en diferencias a resolver es
Yt+1 - O,SYt S 1075.
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Su correspondiente ecuacion homogenea es
Y;41 —0,5Y; =0,
y Su ecuacion caracteristica
A=05=0

tiene raiz A = 0,5.

La solucion general de la ecuacion en diferencias homogénea es
Y, = €(0,5)".
Se obtiene la solucion particular de la ecuacion en diferencias, como se indica en el Caso 3 de
los métodos de coeficientes indeterminados, que es
C —0,5C =1075

C = 1075 _ 2150
05 '

Con las soluciones que hemos calculado anteriormente obtenemos que la solucion general de
la ecuacion en diferencias no homogénea es
Y, = €,(0,5) + 2150.

Resuelto la ecuacion en diferencias del apartado a), pasaremos a resolver el problema de valores
iniciales del apartado b).

Al conocer el valor de Y, = 1200, planteamos la solucion de C.
1200 = €(0,5)° + 2150.
C = —950.
Asi, la solucidn del problema de valores iniciales es
Y, = —950(0,5)* + 2150.

3.3.  MODELO MULTIPLICADOR-ACELERADOR DE SAMUELSON

El modelo multiplicador-acelerador de Samuelson mide la renta nacional de la siguiente

manera.
Yt == Qt + It + GO
Q: = z¥i4
I = w(Q—Q¢—1)

donde los parametros z y w cumplen: w > 0y 0 < z <1. Las variables dependientes Y;, Q; € I;
representan la renta, el consumo y la inversion nacional en cada periodo t, respectivamente, y

G, representa el gasto publico.
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La primera ecuacién es una condicion de equilibrio que iguala los ingresos de la renta y los

gastos del consumo, de la inversion y del gasto publico.

En la segunda ecuacion, z es un porcentaje de la renta obtenida en el periodo anterior debido a
gue z debe ser mayor a cero y menor a 1, representando asi la propension del consumo marginal

al consumo.

En la tercera ecuacion, la variable inversion en un periodo t es proporcional al incremento del
consumo en los distintos periodos consecutivos, es decir, de la diferencia entre Q; y Q;_;. La
constante w es el factor de aceleracion de la inversion, es decir, es el efecto positivo que tiene

el crecimiento econdmico sobre la inversidn. Todo esto basado en la variacion del consumo.

Para obtener la ecuacion en diferencias que represente la evolucién de Y;:
1) Sustituimos las variables de consumo (Q;) e inversion nacional (I;) del modelo en la
primera ecuacion. Obtenemos,
Y; =2V + w(Q:—Q¢—1) + Go.
2) Sustituimos Q;, de nuevo, en esta expresion y conseguimos
Y; —z(1 +w)Y,_; + wz¥,_, = G,.
3) Reordenando indices

Yieo —2z(1 + W)Yy g + wzY; = G,.

A continuacion, se resolvera un ejemplo sobre el modelo multiplicador-acelerador de

Samuelson.

Ejercicio 3.3. En un pais, la renta nacional (Y;) en millones de euros, en el periodo t, se
estructura como se muestra en las siguientes ecuaciones:
Y =Q:+ 1 + Gy

Q¢ = 2z¥r_4
It = w(Q—0Q¢—1),

. 1
donde G, = 8 millones de euros es el gasto gubernamental constante, z =3 €s el
porcentaje de la renta nacional del afio anterior que se dedica al consumo en este afio y

1 .
w= —es el coeficiente acelerador.

a) Resolver la ecuacion en diferencias para el modelo multiplicador-acelerador de

Samuelson.
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b) Resolver el problema de valores iniciales resultante cuando la renta en 2020, el

momento inicial, es de 10 millones de euros y en 2021 es de 10,2 millones de euros.

Con los datos que nos dan, las ecuaciones del modelo de Samuelson quedan como:

Y, =Q,+1,+8
1

Q: = §Yt—1

1
Ut = E (Qt—0Q¢-1),

cuya correspondiente ecuacion en diferencias, es:

11 1
Yey2 — %Yt+1 + %Yt = 8.

Obtenida la ecuacion lineal en diferencias no homogénea y con coeficientes constantes de orden
2, podemos calcular las soluciones de la misma.

La ecuacidn en diferencias homogénea es

11 1
Yer2 — %Yt+1 + %Yt =0,
Yy Su ecuacion caracteristica
2% — EA + 1. 0
30 30 '
cuyas raices son:
W W1
2 6
no
fp = =50 2.

Como ambas raices son reales y distintas, se tiene que su solucién general es:
t

1\¢ 1
o= Cl(‘a) +C2(‘§)-

Para calcular la solucién de la ecuacién no homogénea consideraremos, como en los ejercicios
y ejemplos anteriores, que Y; = C. Sustituimos y conseguimos

C 11C+1C—8
30 30

. . 2
y despejando se tiene que C = 5.
Por tanto, la solucion general de la ecuacion en diferencias no homogénea es:
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1\¢ e 2
h=a(-g) +a(-5) +3

Resuelta la ecuacion en diferencias del apartado a) pasamos a resolver el apartado b).

Conociendo los valoresde Y, = 10 e Y; = 10,2, planteamos las soluciones de C; y C,.

En el momento Y,
0

1,° 1 2
10=6(-5) +a(-g) +3

que simplificando seria:

C,+C _28
1 2 - 3 "
En el momento Y;,
102= ¢, (-2) +6(~2) +2
) 1 2 5 3r
y simplificando:
c 1C 143
61 527 15
Resolvemos:
Cl + CZ - T
1C 1143
61 527 15

de donde obtenemos los valores C; = 342y C, = ? .

Sustituyendo los valores anteriores, la solucion del problema de valores iniciales es:

= aa2(-1) + 28y 4
a 6 3\ 5/ "3

3.4. MODELO DE EXISTENCIAS DE ALMACEN
Este modelo matematico regula las existencias que tendria una empresa en su almacen.

Las hipotesis que sigue este modelo son:
1) Los empresarios producen una cantidad determinada de productos para su venta.
2) Los empresarios producen una cantidad determinada de productos para mantener un
nivel de existencias adecuado al stock del mercado.
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3) Los apartados 1 y 2 ocurren en un determinado tiempo.

Suponemos que los empresarios invierten una cantidad j, en cada periodo, y el numero de
unidades producidas para su venta como v,, y para el almacén como [. Entonces, la renta
conseguida por los empresarios en un periodo t, denominada Y;, esta regida por:

Yt=jt+17t+l

Otra hipotesis que incorporaremos en este modelo es que la produccion de cada periodo de
tiempo esta basada en las ventas del periodo anterior. Asi que supondremos que el numero de
ventas en un periodo depende proporcionalmente de la renta en ese periodo y que la produccion
en un momento t es igual a las ventas del periodo anterior. Esto nos da una nueva ecuacion en
diferencias para la resolucion donde

Je =vY1
con y es una constante en el intervalo entre 0 y 1.

Afadimos que la produccién destinada al almacenaje en un periodo t, es igual a la diferencia

entre las ventas esperadas en ese periodo y las ventas del periodo anterior, es decir,

Ve = Jr — Je-1 = VVim1 — VY2

La union de las tres hipotesis anteriores nos permitira obtener
Yo =y +yVea — VY2 +1
Vo —2yY s +yYo =1L
Reordenando los subindices conseguimos
Yero = 2vY HyYe =1,
que es una ecuacion lineal en diferencias de orden 2, no homogénea y con coeficientes

constantes.

Ejercicio 3.4. — En una empresa te han encargado que crees un modelo para las existencias
de boligrafos para el almacén. Después de un estudio, sabes que el valor y = iy [ =1000.

Resuelve la ecuacion en diferencias para el modelo de existencias de almacén.

1 . ., ;. . .
Con los valores y = oy [ = 1000, y de acuerdo con la explicacion tedrica previa, se tiene la
ecuacion en diferencias:

2 1
Yt+2 - EYt+1 + EYt S 1000
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Para resolverla consideramos en primer lugar su correspondiente ecuacion en diferencias

homogénea
2 1
Yii2 _gyt+1 + EYt =0,
cuya ecuacion caracteristica
A2 2 A+ !_ 0
5 5
tiene las siguientes soluciones:
% +0,8x1i
A= ———=02+04
% —0,8x*1i
Ay = = 0,2 —0,4i

De aqui calculamos el modulo

r=+a?+b%=.022+0,22=04
y Su arco tangente:

0,2
a= arctgo—2 =1

De acuerdo con el apartado 2 del Teorema 2, la solucidn general de la ecuacion lineal en
diferencias no homogénea es:
Y, = C;(0,4)t x cos t + C,(0,4)t = sen t.

Para la solucion particular de la ecuacion en diferencias aplicamos el método de los coeficientes
indeterminados. Asi,

C—2¢+=€=1000
5° 57

C = 2500.
Finalmente, la solucidn general de la ecuacion lineal en diferencias de este caso, como se indica
en el Teorema 3, es
Y, = C;(0,4)¢ = cos t + C,t(0,4)" * sen t + 2500.
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3.5. MODELO DE AMORTIZACION DE UN PRESTAMO

En una economia, el dinero no permanece estatico en un lugar, sino que esta en constante

movimiento a través de operaciones financieras.

Una de las operaciones financieras méas conocidas y usadas en la actualidad es el préstamo. Un
préstamo es la cesion de una cantidad de dinero a cambio de que se devuelva en un futuro con

unos intereses.
La ecuacidn inicial del préstamo es
Ct+1 = Ct+iCt_a,

es decir, C;,4, la cantidad a devolver al banco en un periodo t + 1, es igual a la deuda del
periodo anterior, C;, mas los intereses del préstamo en el periodo anterior, iC;, menos la cuota

fija, a, que se paga en cada periodo.
La ecuacion en diferencias seria

Cry1—Ce—1C = —a
y sacando factor comun C;

Crpr1—C(1+10) = —a.

Esta ecuacion es una ecuacion lineal en diferencias con coeficientes constantes de orden uno.

Ejercicio 3.5.- El banco le confiere un préstamo a Problema S.A. de 800.000 euros con un
tipo de interés del 8% anual.
a) Sabiendo que se paga una cantidad fija anual de 119.223,59 euros. Plantea y resuelve
la correspondiente ecuaciéon en diferencias para el modelo de amortizacion del
préstamo.

b) Determina el cuadro de amortizacion del préstamo.

La ecuacion inicial es
Crrq = C(140,08) —119.223,59,

ordenandolo
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Crsq — 1,08C, = —119.223,59.

La ecuacidn en diferencias homogénea es
Cer1 — 1,08C: = 0,

se obtiene la ecuacion caracteristica de la ecuacion,
A1—-108=0
y su valor es
A =1,08.

La solucién general de la ecuacion en diferencias homogénea es:

Cesr = K(1,08)F,
donde K seria la constante que a lo largo de todo el trabajo se ha denominado C;, de acuerdo
con la notacion en el Teorema 1. En este sentido, recordar que en el presente ejemplo, el

significado de C; es la deuda en el momento t.

Para la solucion general de la ecuacion en diferencias no homogeénea buscamos el valor de C,
C —1,08C = —119.223,59
C = 1.490.294,88.
La solucion general de la ecuacion lineal en diferencias completa es:
Crr1 = K(1,08)t + 1.490.294,88

Obtenida la solucion de la ecuacién en diferencias completa del apartado a), pasaremos a
resolver el problema de valores iniciales, del apartado b), conociendo que el capital en el
momento ¢t = 0 es 800.000. Por lo tanto:
800.000 = K(1,08)° + 1.490.294,88
K = —690.294,88.
Asi la solucion del problema de valores iniciales es:
Crr1 = —690.294,88(1,08)¢ + 1.490.294,88

A continuacion se muestra el cuadro de amortizacion del préstamo (Tabla 1):
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n A C M

0 800.000,00 €
1 119.223,59€ 64.000,00€  55.223,59€ 744.776,41€  55.223,59€
2 119.224,59€ 59.583,11€ 59.641,48€ 685.134,93€ 114.865,07€
3 119.225,59€ 54.812,80€ 64.412,79€ 620.722,14€ 179.277,86€
4 119.226,59€ 49.660,77€  69.565,82€ 551.156,32€ 248.843,68 €
5 119.227,59€ 44.096,50€  75.131,09€ 476.025,23€ 323.974,77€
6 119.228,59€ 38.087,02€ 81.141,57€ 394.883,66€ 405.116,34€
7 119.229,59€ 31.596,69€  87.632,90€ 307.250,76€ 492.749,24 €
8 119.230,59€ 24.587,06€ 94.643,53€ 212.607,23€ 587.392,77€
9 119.231,59€ 17.016,58€ 102.215,01€ 110.392,22€ 689.607,78 €

10 119.232,59€  8.840,37€ 110.392,22 € - € 800.000,00€

Tabla 1. Cuadro de amortizacion del Ejemplo 3.5 con Microsoft Excel.

Siendo los elementos del cuadro de amortizacion:

- n. Numero de periodos en que se amortiza el préstamo.

a. Cuota fija que se paga en cada periodo.

I. Cantidad a pagar en concepto de intereses del préstamo en cada periodo.

A. Cantidad a pagar en concepto de devolucion del préstamo en cada periodo.

C. Deuda restante del préstamo tras la amortizacion en cada periodo.

M. Cantidad total de la deuda amortizada en cada periodo.

4. CONCLUSIONES

Con la redaccién de este Trabajo Fin de Grado se ha comprobado que las ecuaciones en
diferencias son necesarias para la Economia. Este hecho se ve claramente en la explicacion del
modelo de la amortizacion del préstamo, ya que es una de las operaciones financieras mas

conocidas en la sociedad.

Con la informacidn de este documento, permitird cumplir el objetivo de ampliar los horizontes
del lector, en conocimientos matematicos, para la realizacion de estudios en la rama econdémica
0 asentar unas bases para el lector en otras ramas, como la ciencia en el estudio de elementos

relevantes para la misma, como se explico en la introduccion de este documento.

Con el uso de la informacion obtenida a través de la bibliografica y de las webs visitadas, he
comprobado que los estudios econdémicos con ecuaciones en diferencias no se enfocan de la

misma manera que las ecuaciones diferenciales porque la informacién mas usada en la
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economia es de caracter continuo. Aungue considerar solo las variables continuas seria erroneo
al llevar a cabo un proyecto porque las variables discretas permiten enfocarse en distintos
aspectos, por ejemplo, el planteamiento de un objetivo como el stock que desea tener en un

almacén de una empresa para hacer frente a sus demandantes de bienes.

Por ello, en este documento se ha tratado las ecuaciones en diferencias y diferenciales debido a
gue ambas son relevantes cuando se lleva a cabo un estudio economico, ya que tratan de traducir
al leguaje de las matematicas la naturaleza del mismo, permitiendo su analisis y profundizar en

su comprension.

Debido a que una sociedad esta limitada en base a unos recursos, se crean diversos modelos
para explotar de la forma mas eficaz y eficiente los recursos de los que se dispone. Por ejemplo,
con los modelos que se han tratado en este TFG afectarian a distintos departamentos que tendria
una empresa, por ejemplo, el modelo de existencias de almacén que afectaria al departamento
de logistica y almacenamiento de una empresa; o el modelo de amortizacion de un préstamo

que es relevante para el departamento financiero.

Este TFG tiene como finalidad explicar los principios basicos de las ecuaciones en diferencias
en modelos discretos, a la vez de mostrar aplicaciones reales en la Economia. Aunque este
trabajo solo se enfoca en ser una introduccion a las ecuaciones lineales en diferencias y, en

menor medida, a las ecuaciones diferenciales.
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