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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Objetivos del trabajo

Los principales objetivos que pueden establecerse para el presente trabajo son
aquellos, derivados de los establecidos por la guia docente del Trabajo Fin de Master
(TFM) de la Universidad de Jaén, con los que se pretende ejercer la mejor labor
docente posible, tanto desde el punto de vista de la rigurosidad matematica y la
legalidad vigente como desde el punto de vista didactico, que permita propiciar un

ambiente adecuado para el desarrollo del aprendizaje de los alumnos.

Estos objetivos pueden clasificarse en dos bloques distintos, en funcién de los
puntos de vista expuestos en el parrafo anterior. Ambos puntos de vista podrian
nombrarse como el punto de vista del docente, que debe impartir unos contenidos
con exactitud ateniéndose a una normativa concreta, y el punto de vista del
alumno, que, a fin de cuentas, es el protagonista ultimo de la labor docente y para
el que se deben desarrollar situaciones de aprendizaje adecuadas a partir de los

contenidos y la normativa estipulados.

Desde el punto de vista del docente, los objetivos que busca alcanzar la
realizacién del presente TFM se alcanzaran a través del desarrollo de un triple
andlisis (curricular, epistemoldgico y diddctico) de los contenidos que van a ser

estudiados. Estos objetivos son los siguientes:

» Conocer el curriculo de la etapa, Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) en
este caso, aplicable al curso de 3° de ESO y a la asignatura de Matemadticas
orientadas a las ensenanzas académicas.

= Comprender y conocer el proceso de transposicion didactica, entre el saber
sabio y el saber escolar, realizado en los libros de texto empleados en la
docencia.

= Ampliar el proceso de transposicién didactica desde el saber escolar al saber
ensenado.

» Analizar criticamente las bondades y limitaciones que aparecen en todo el
proceso de transposicion didactica.

= Describir con rigurosidad la complejidad matematica de los contenidos a
ensenar.

» Identificar dificultades o problemaéticas asociadas al proceso de aprendizaje del

alumnado en referencia a los contenidos a ensenar.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Por otro lado, enfocandonos en el punto de vista del alumno, los objetivos
perseguidos se alcanzardn mediante el desarrollo de una unidad didéctica (UD),
en este caso la referente a los contenidos relacionados con sucesiones, progresiones y
series, extraidos de entre los contenidos determinados por el Real Decreto 1105/2014,
de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacién
Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. Estos objetivos buscan aportar a los
alumnos, no solo conocimientos, sino capacidades y habilidades que puedan aplicarse

fuera del contexto escolar. Mostramos los objetivos a continuacion:

= Desarrollar las habilidades de aprendizaje que les permitan continuar
estudiando de un modo que habra de ser en gran medida autodirigido o
auténomo.

= Aplicar tanto los conocimientos adquiridos como la capacidad de resolucién
de problemas en entornos nuevos o poco conocidos dentro de contextos mas
amplios (o multidisciplinares) relacionados con su drea de estudio.

= Comunicar sus conclusiones y los conocimientos y razones tultimas que las
sustentan a publicos especializados y no especializados de un modo claro y sin
ambigiiedades.

» Elaborar propuestas basadas en la adquisiciéon de conocimientos, destrezas y
aptitudes intelectuales y emocionales.

» Analizar el poder educador de la escuela en continua relacién e interaccién con
otros contextos educadores de los adolescentes.

= Conocer contextos y situaciones en que se usan o aplican los diversos
contenidos curriculares.

= Fomentar el espiritu critico, reflexivo y emprendedor.

1.2 Motivacion

Este trabajo se enmarca dentro de los requerimientos oficialmente estipulados para
la obtencion del titulo de Master Universitario en Profesorado de Eduacacion
Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional y Ensenanza de

Idiomas.

Como motivacién fundamental cabe destacar el deseo propio del autor de la
profundizacién en unos contenidos del curriculo que, bajo su punto de vista, reciben
un peso inferior al que deberian, teniendo en cuenta la relevancia que tienen algunos
de ellos. Ademads, no existe unanimidad entre los agentes educativos en cuanto a
la posicion que esta unidad didactica debe tener dentro del temario, por lo que se
pretende ofrecer el punto de vista del autor respecto a esta problematica, partiendo
de la tesis de que su posicionamiento tras el bloque de geometria beneficiaria a los

alumnos, ademéds de rentabilizar los contenidos en mayor medida.

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

1.3 Estructura del trabajo

El presente trabajo se organiza de la siguiente forma: en el Capitulo 1 se han expuesto
las secciones basicas de todo Trabajo Fin de Master, incluyendo éstas los objetivos

perseguidos en el trabajo y la motivacién personal que lo conlleva.

El Capitulo 2 nos presenta la fundamentacién curricular para la unidad
didactica escogida. En ella se hara un analisis de la legislacién vigente en referencia
a dicha unidad, mostrando todo aquello que dicha legislacion estipula como minimo,
ademas de una comparativa y anélisis profundos del tema dedicado a las sucesiones

en tres libros de texto diferentes.

El Capitulo 3 corresponde con una fundamentacién epistemoldgica de los
contenidos a desarrollar en la unidad didactica, desde un punto de vista riguroso y
segun la estructura légica esperada en una fundamentacién matematica profesional.
Esta fundamentacién busca ser la parte del saber sabio que debe ser transformado

hasta convertirse en el saber aprendido por los alumnos.

El Capitulo 4 mostrara al lector una fundamentacién didactica de la unidad,
basada en el analisis de una breve revisién bibliografica relacionada con el desarrollo
en los adolescentes del razonamiento inductivo, intimamente ligado con el estudio

de las sucesiones.

El Capitulo 5 representara el grueso del trabajo, desarrollando una unidad
didactica completa, basdandose tanto en la legalidad vigente como en las

fundamentaciones desarrolladas previamente en el trabajo.

El Capitulo 6 finalizara el desarrollo principal del trabajo, presentando un

resumen de las conclusiones y los objetivos alcanzados en el trabajo.

Para finalizar el documento se adjuntan dos anexos distintos. En el primero de
ellos (Anexo I) se muestran las actividades a realizar con los alumnos a lo largo
del desarrollo de la unidad didactica en el aula. En el segundo anexo (Anexo II)

encontramos el examen de evaluacion y su correspondiente ribrica.

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
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Capitulo 2

FUNDAMENTACION CURRICULAR

En la fundamentacion curricular se pretendera realizar, por un lado, un analisis del
curriculo escolar establecido en la legislacién! vigente y, por el otro, un andlisis de
diferentes libros de texto, concretamente de la parte del temario referente a la unidad

sobre la que se desarrolla el presente TFM.

Concretamente, se estudiara la tematica referente a sucesiones, progresiones
y series, orientada a discentes de 3° de ESO, en la asignatura de Matemadticas

orientadas a las ensenanzas académicas.

2.1 Analisis del curriculo

Para realizar el andlisis del curriculo vigente nos remitiremos a los siguientes
documentos, ambos dentro del marco normativo establecido por la Ley Organica
8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa,

popularmente conocida como LOMCE:

» Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre de 2014, por el que se
establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria
y del Bachillerato, donde podemos obtener la informacion refererida a los
contenidos, criterios de evaluaciéon y estandares de aprendizaje evaluables para
cada una de las materias de ESO y Bachillerato.

= Orden de 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el
curriculo correspondiente a la Educacién Secundaria Obligatoria en
la Comunidad Auténoma de Andalucia, se regulan determinados
aspectos de la atencién a la diversidad y se establece la ordenacion
de la evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado, donde
podemos obtener las competencias clave asociadas a cada uno de los criterios

de evaluacién establecidos en el Real Decreto anterior.

! Ante la falta de informacién sobre la forma de citar legislacién espafiola se ha optado por
emplear alias estéticos que no lleven a confusién a la hora de citas textuales, mientras que para la

lista de referencias se ha empleado una estructura similar a la empleada en articulos.
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La asignatura en la que se encuadra el presente trabajo es Matematicas
orientadas a las ensenanzas académicas para el curso de 3° de ESO. Segin el
Real Decreto 1105/2014, esta asignatura queda dividida en 5 bloques diferentes

de contenidos:

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matemaéticas.
Bloque 2. Numeros y édlgebra.

Bloque 3. Geometria.

Bloque 4. Funciones.

Bloque 5. Estadistica y probabilidad.

En este TFM nos centraremos en los dos primeros bloques antes mencionados:

= El primero de ellos, Procesos, métodos y actitudes en matemdticas, ya que
es un bloque transversal de competencias a desarrollar a lo largo de todo el
curso escolar y simultaneamente al resto de bloques. Este bloque se sustenta
sobre tres pilares basicos: la resolucion de problemas, el uso sistematicamente
adecuado de los medios tecnolégicos y la dimension socio-cultural de las
matematicas.

= El segundo, Numeros y dlgebra, por ser el bloque que incluye el contenido

relacionado con la tematica a desarrollar sobre sucesiones, progresiones y series.

Queremos destacar aqui los objetivos perseguidos por la Orden de 14 de julio
de 2016 para ser alcanzados por los alumnos, durante el desarrollo de la asignatura

de Matematicas orientadas a las ensenianzas académicas:

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje v modos de argumentacién la racionalidad y las formas de expresion
y razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y
tecnologicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los
resultados utilizando los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de medida, realizar
el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases de niimeros y la selecciéon
de los célculos apropiados a cada situacion.

4. Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos,
graficos, calculos, etc.) presentes en los medios de comunicacién, Internet, publicidad

u otras fuentes de informacién, analizar criticamente las funciones que desempenan

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
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CAPITULO 2. FUNDAMENTACION CURRICULAR 6

estos elementos matematicos y valorar su aportacion para una mejor comprension
de los mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible
a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacién.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas
(calculadora, ordenador, dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto
para realizar calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de indole
diversa y también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matematica, tales como la exploracion
sistematica de alternativas, la precisién en el lenguaje, la flexibilidad para modificar
el punto de vista o la perseverancia en la buisqueda de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacién y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos
y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién del andlisis de
los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos,
manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se
van adquiriendo desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto
desde un punto de vista historico como desde la perspectiva de su papel en la
sociedad actual, apreciar el conocimiento matematico acumulado por la humanidad

y su aportaciéon al desarrollo social, econémico y cultural.

De entre los objetivos anteriores, aquellos que pueden relacionarse en mayor

medida con el presente tema son los objetivos 1, 2, 6, 7, 8, 9 y 10.

A continuacién, se muestran los distintos contenidos extraidos de la legislacion
vigente. Como se ha mencionado en la descripcion de la legislacién empleada,
obtendremos los contenidos, criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje
evaluables del Real Decreto 1105/2014, mientras que las competencias clave
asociadas a los criterios de evaluacién se extraeran de la Orden de 14 de julio de

2016 de la Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia.

Por motivos de resolucion del formato mostramos figuras que representan el
bloque 1 del curriculo, mientras que para el bloque 2 se muestra una tabla con los

contenidos exclusivos referentes a la teméatica tratada en este TFM.
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Contenidos

Criterios de evaluacion

| Estandares de aprendizaje evaluables

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en

matematicas

Planificacién del proceso de resolucion
de problemas.

Estrategias y procedimientos puestos
en praclica: uso del lenguaje apropiado
(gréfico, numérico, algebraico, efc.),
reformulacién  del problema, resolver
subproblemas, recuento  exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, efc.

Reflexion sobre los resultados: revision
de las operaciones utilizadas, asignacion
de unidades a los resultados,
comprobacion e interpretacién de las
soluciones en el contexto de la situacion,
bisqueda de otras formas de resolucién,
efc.

Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos
numéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

Practica de los procesos de
matematizacion y modelizacién, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades
para desamollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacién de medios tecnolégicos en
el proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenada y Ila
organizacion de datos.

b). la elaboracién y creacion de
representaciones graficas de datos
numéricos, funcionales o estadisticos.

c). facilitar la comprensién de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacién de célculos de tipo
numérico, algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la
elaboracion de predicciones sobre
situaciones matematicas diversas.

e). la elaboracion de infomes y
documentos sobre los procesos llevados
a cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entomos
apropiados, la informacién y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y
estrategias de resolucion de problemas, realizando
los célculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio,
para encontrar patrones, regularidades y leyes
mateméaticas, en contextos numericos,
geomélricos,  funcionales,  estadisticos vy
probabilisticos, valorando su utilidad para hacer
predicciones.

4. Profundizar en  problemas resueltos
planteando pequefias varaciones en los datos,
otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes sobre el
proceso, resultados y conclusiones obtenidas en
los procesos de investigacion.

6. Desarrollar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos,  funcionales, estadisticos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problematicas de la
realidad.

7. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al quehacer matematico.

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la
resolucién de situaciones desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas,
aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las herramientas tecnologicas
adecuadas, de forma auténoma, realizando
célculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones gréficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprensién de conceptos
mateméaticos o a la resolucién de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacién y
la comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando ¥
seleccionando informacion relevante en Internet o
en otras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposiciones y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar la interaccion.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucién de un problema, con el
rigor y la precision adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).

2.2. Valora la informacién de un enunciado y la relaciona
con el nimero de soluciones del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, valorando su
utilidad y eficacia.

24, Utiiza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resolucién de problemas, reflexionando
sobre el proceso de resolucién de problemas.

3.1. Identifica patrones, regularidades vy leyes
matematicas en situaciones de cambio, en contextos
numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos.

3.2. Uiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucion y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando ofras formas de resolucién.

42. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno
resuelto: variando los datos, proponiendo nuevas
preguntas, resolviendo ofros problemas parecidos,
planteando casos particulares o mas generales de interés,
estableciendo conexiones entre el problema y la realidad.

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas
de las conclusiones obtenidas utilizando distintos
lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistico-
probabilistico.

6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo
real y el mundo matematico, identificando el problema o
problemas matematicos que subyacen en él y los
conocimientos matematicos necesarios.

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o
problemas dentro del campo de las mateméticas.

6.4. Interpreta la solucién matematica del problema en el
contexto de la realidad.

6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

7.1. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacién y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia
Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él
y sus resultados.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
mateméticas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y
aceptacion de la critica razonada.

8.2. Se plantea la resolucién de retos y problemas con la
precision, esmero e interés adecuados al nivel educativoy a
la dificultad de la situacion.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la
actitud adecuada para cada caso.

8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitoes de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos
como en la resolucion de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de
problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y
su conveniencia por su sencillez y utilidad.
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Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los
procesos desarrollados, valorando la potencia y sencillez de
las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
similares.

11.1. Selecciona hemramientas tecnoldgicas adecuadas y
las utiliza para la realizacién de célculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

11.2. Utiiza medios tecnolégicos para  hacer
representaciones gréficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

11.3. Disefia representaciones gréficas para explicar el
proceso seguido en la solucién de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnoldgicos.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con
herramientas tecnolégicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacién, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de blisqueda, andlisis y seleccion de informacién
relevante, con la herramienta tecnoldgica adecuada, y los
comparte para su discusion o difusion.

12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la
exposicion oral de los contenidos trabajados en el aula.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacién de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.

Figura 2.1: Bloque 1 Procesos, métodos y actitudes en matemdticas, Matematicas
orientadas a las ensenanzas académicas, 32 ESO (Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre de 2014 pp. 391-392).

Estandares de aprendizaje

Contenidos Criterios de evaluacién
evaluables
2.1. Calcula términos
de una sucesién numérica recurrente
usando la ley de formacion a partir
« Investigacién de de términos anteriores.

regularidades, relaciones y 2.2. Obtiene una ley de formacién
propiedades que aparecen 2. Obtener y manipular | o formula para el término general
en conjuntos de nimeros. | eXpresiones simbdlicas que | de una sucesion sencilla de niimeros

patrones recursivos.

Expresién usando lenguaje describan sucesiones | enteros o fraccionarios.

algebrico. numéricas, observando | 2.3. Identifica progresiones
« Sucesiones numéricas. regularidades en casos | aritméticas y geométricas, expresa
Sucesiones recurrentes. | sencillos  que incluyan | su término general, calcula la suma

de los “n” primeros términos y las

Progresiones aritméticas y
geométricas. emplea para resolver problemas.

2.4. Valora e identifica la presencia
recurrente de las sucesiones en la
naturaleza y resuelve problemas

asociados a las mismas.

Tabla 2.1: Elaboracién propia. Extracto del Bloque 2 Numeros y dlgebra,
Matemaéticas orientadas a las ensenanzas académicas, 32 ESO (Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre de 2014 pp. 392-393).
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Mostramos a continuacién los diferentes criterios de evaluacién de cada bloque

asociados a cada una de sus competencias clave:

Bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Competencias
Criterio de evaluacién =
clave
1. Expresar verbalmente y de forma razonada el proceso

P ey P CCL, CMCT

seguido en la resolucién de un problema.
2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de
resoluciéon de problemas, realizando los calculos CMCT, CAA
necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.
3. Describir y analizar situaciones de cambio, para
encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas,

prbrones, 1e oy CCL, CMCT,
en contextos numeéricos, geométricos, funcionales, CAA
estadisticos y probabilisticos, valorando su utilidad para
hacer predicciones.
4. Profundizar en problemas resueltos planteando
pequenas variaciones en los datos, otras preguntas, otros CMCT, CAA
contextos, etc.
5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso

Itad o lusi btenid 1 g ’ d CCL, CMCT,
resultados y conclusiones obtenidas en los procesos de
e y P CAA, SIEP
Investigaclion.

6. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos
de la realidad cotidiana (numéricos, geométricos,

: - s . CMCT, CAA,
funcionales, estadisticos o probabilisticos) a partir de la OSC. SIEP
identificacién de problemas en situaciones probleméticas ’
de la realidad.

7. Valorar la modelizaciéon matematica como un recurso

ara resolver problemas de la realidad cotidiana,
b g : e CMCT, CAA
evaluando la eficacia y limitaciones de los modelos
utilizados o construidos.
8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
. ' e CMCT
inherentes al quehacer matemaético.
9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de CMCT, CAA,
situaciones desconocidas. SIEP
10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, CMCT, CAA,
aprendiendo de ello para situaciones similares futuras. SIEP
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11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de
forma auténoma, realizando calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones
graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico situaciones
diversas que ayuden a la comprension de conceptos

matematicos o a la resolucién de problemas.

CMCT, CD, CAA

12. Utilizar las tecnologias de la informacién y la
comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando
informaciéon relevante en Internet o en otras fuentes,
elaborando documentos propios, haciendo exposiciones y

argumentaciones de los mismos y compartiendo estos en

entornos apropiados para facilitar la interaccion.

CCL, CMCT, CD,
CAA

Tabla 2.2: Elaboracion propia. Competencias clave asignadas a los criterios de

evaluacién del Bloque 1 (Orden de 14 de julio de 2016 p. 192).

Bloque 2: Niumeros y algebra

regularidades en casos sencillos que incluyan patrones

recursivos.

L. .. Competencias
Criterio de evaluacion
clave
2. Obtener y manipular expresiones simbdlicas que
describan sucesiones numéricas, observando
CMCT

Tabla 2.3: Elaboracion propia. Competencias clave asignadas a los criterios de

evaluacién del Bloque 2 (Orden de 14 de julio de 2016 p. 193).

Por lo tanto, podemos afirmar que las competencias que deben haber sido

desarrolladas durante el desarrollo de la unidad competente seran, como minimo,

las siguientes:
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CCL Competencia en comunicacion lingiiistica.

COMCT Competencia matematica y competencia basica en ciencia y
tecnologia.

CAA Competencia de aprender a aprender.

CD Competencia digital.

SIEP Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

CSC Competencias sociales y civicas.

Tabla 2.4: Elaboracion propia. Descripcion de las siglas empleadas para la

representacion de las competencias clave.

Una vez plasmado todo aquello que la normativa vigente plantea para el

estudio de la UD de sucesiones, progresiones y series, vamos a realizar una pequena

interpretacién sobre ello. En primer lugar, podemos discernir en qué medida

los contenidos establecidos para esta UD contribuirian a alcanzar los objetivos

establecidos para la asignatura segin la Orden de 14 de julio de 2016. En paginas

anteriores sugerimos que los objetivos que mas relacionados estan con la presente

UD son los numerados como 1, 2, 6, 7, 8 9 y 10. Mostramos su numeracién a

continuacion y su relacion con los contenidos.

1: el empleo, en general, de sucesiones implica el uso constante de expresiones
algebraicas muy bien definidas, lo que impulsa la incorporacién de formas de
expresiéon matematicas al lenguaje. En particular, la diferenciacion, tanto en
concepcién como en uso, de las progresiones aritméticas y geométricas mejora
las habilidades de pensamiento reflexivo del alumno.

2: variadas situaciones de la vida cotidiana y el diseno, especialmente las
relacionadas de alguna forma con la geometria, son modelables a través del
empleo de progresiones, o bien pueden entenderse como modelos de funciones
reales de variable real que pueden simplificarse a variable natural.

6: la presencia de las sucesiones en la naturaleza, especialmente la de
Fibonacci, es una tematica susceptible de investigaciéon por parte de los
alumnos a través del empleo de la tecnologia. De igual forma, un uso adecuado
de la tecla Ans en la calculadora puede ser de gran ayuda en la comprension
y empleo de sucesiones con ley de recurrencia de primer grado.

7: la resolucién de problemas que incidan en la diferencia entre las progresiones
aritméticas y geométricas, y en mayor medida, en sus series asociadas, imponen
la necesidad de disponer de cierta flexibilidad a la hora de convertir un tipo

concreto de situacion en otro empleando diferentes puntos de vista.
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= 8: tanto o incluso més importante que la propia resolucién de un problema
es la comprobacién de la coherencia de la solucién alcanzada. En problemas
relacionados con las progresiones y las series sera muy importante comprender
el problema para definir adecuadamente su proceso de resolucion.

= 9: este objetivo estd muy relacionado con el niimero 2. Dado que muchas
situaciones de la vida cotidiana pueden modelarse mediante sucesiones y
series, la resolucién de problemas sencillos puede influir en una mejora de
la autoestima del alumno, mostrandole la practicidad y el utilitarismo de las
matematicas.

= 10: diferentes tipos de sucesiones y progresiones son empleadas en diferentes
campos de las matematicas, como la topologia (Munkres, 2000), el andlisis

(Pugh y Pugh, 2002) o la teoria de conjuntos.

Si bien, segiun la legislacion vigente, sélo hemos extraido dos contenidos
relacionados con la UD (tabla 2.1), éstos pueden desglosarse algo mds atendiendo a
los estandares de aprendizaje evaluables extraidos de la misma tabla. Tedricamente,
los libros escolares que traten esta parte del temario deberian alcanzar, como
minimo, unos determinados niveles de profundizacion. Se muestra en la tabla 2.5
una comparativa entre el nivel de profundizacién exigido por la normativa y niveles
de profundizacién extra que podrian alcanzarse, para cada uno de los contenidos

desglosados.

Como resumen final de la legislaciéon podemos establecer los siguientes puntos:

= La profundidad alcanzada en los contenidos puede considerarse buena, si bien
deja de lado algunos contenidos puntuales que pueden ser de relevancia hoy
en dia, como la diferenciacién entre conjuntos numéricos que pueden formar o
no una sucesion, conocimiento de amplio uso en reconocimiento de patrones
(Parncutt y Strasburger, 1994; Zhou, 2015), u otros como el célculo de la serie
infinita en progresiones geométricas convergentes, que resulta de trascendental
importancia en campos como la geometria fractal (Li, 2000) o la aproximacién
de funciones, como los polinomios de Taylor (Sezer, 1994).

= Como hemos comentado al inicio de este epigrafe, el curriculo sitia esta UD
en el bloque 2 Numeros y dlgebra. Sin embargo, existen editoriales que en
sus libros escolares colocan esta UD justo al inicio del bloque de funciones,
antes de presentar las funciones reales de variable real. En el presente trabajo
se seguira el ejemplo de estas editoriales, dado que el manejo de sucesiones,
y especialmente el trabajo con su término general, puede ser una gran
introduccién al trabajo con funciones reales de variable real.

= Siguiendo el razonamiento del apartado anterior, a esas alturas de curso

académico ya debe haberse visto la parte del curriculo referente a geometria,
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que puede ser de gran ayuda en la explicacién gréfica de las sucesiones (Araya

y Alfaro, 2009), dada su relacién con el razonamiento inductivo y el empleo

de éste como estrategia de resolucién de problemas. Segin Canadas, Castro

y Castro (2008), considerando que la componente visual puede jugar un papel

crucial en el desarrollo del razonamiento, existen investigaciones que muestran

que el sistema de representacion grafico es una opcién potente cuando se trata

de identificar estrategias utilizadas por los estudiantes en tareas relacionadas

con la generalizacion lineal.

Contenidos

Profundizacién segin

Profundizacién extra

propuesta por el autor

desglosados

legislacion

Calcular términos de una

sucesiéon numérica, a partir

Diferenciar entre conjuntos

numéricos que efectivamente

Sucesiones tanto de su término general .,
) forman una sucesion y
como de su ley de recurrencia,
) ) aquellos que no la forman.
si la tiene.
. Identificarlas, expresar su Expresar su ley de recurrencia
Progresiones o . U
L. término general y emplearlas | e interpolar términos
aritméticas . .
para resolver problemas. conocidos dos cualesquiera.
Suma de , Resolver problemas que
. Calcular la suma de los “n” ;
progresiones . o involucren sumas de
L primeros términos. . .
aritméticas progresiones aritméticas.
. Identificarlas, expresar su Expresar su ley de recurrencia
Progresiones o . U
L. término general y emplearlas | e interpolar términos
geomeétricas . .
para resolver problemas. conocidos dos cualesquiera.
Calcular el valor de la serie
infinita en aquellas
Suma de ] )
. Calcular la suma de los “n” progresiones que lo permitan
progresiones . o
L. primeros términos. y resolver problemas que
geomeétricas

involucren sumas de

progresiones geométricas.

Tabla 2.5: Elaboracién propia. Diferentes niveles de profundizacién para los

conceptos vinculados a la UD estudiada.
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2.2 Analisis de libros de texto

Estemos de acuerdo o no, el empleo de libros de texto sigue siendo hoy en
dia el elemento vehicular en las clases de matematicas durante cualquiera de
las etapas escolares, especialmente en la secundaria, cuando la estructuracién del
conocimiento empieza a cobrar especial importancia. Estos libros tratan de adaptar
el denominado saber sabio, aquel saber matematico, profundo, estructurado y
riguroso, construido por matematicos profresionales, en saber escolar. Este saber
escolar sera posteriormente adaptado por el docente, que lo convertirda en saber
ensenado. Todo este proceso, que engloba todas las transformaciones realizadas
desde el saber sabio al saber ensenado, es lo que Yves Chevallard enuncié en

Chevallard y Johsua (1985) como transposicién didactica.

Nosotros nos enfocaremos en la transformacion realizada hasta llegar al saber
escolar, que, basicamente, serd aquel que encontramos al abrir un libro de texto.
Se hace necesario por tanto realizar un andlisis de las diferencias y similitudes
que podemos encontrar entre libros enfocados en la misma etapa pero de distintas

editoriales.

Para realizar dicho anélisis hemos escogido tres libros diferentes, cada uno con
sus propias caracteristicas. Estos libros, y la justificacién de su eleccion, son los

mostrados a continuacion:

» De Lucas, M., Pena, M., y Rey, M. J. (2020). Matemdticas orientadas a las
ensenanzas académicas, 3° ESO. San Fernando de Henares: Oxford University
Press Espana. ISBN: 978-01-905-3512-4: este es el libro empleado en el Colegio
Pedro Poveda? y todos aquellos dentro de la red de colegios a la que pertenece,
para los grupos de 3° de ESO. Nos referiremos a él como Oxford.

» Arias, J. M., y Maza, 1. (2020). Matemdticas académicas, 3° ESO. Madrid:
Grupo Editorial Bruno. ISBN: 978-84-696-1958-2: este libro, ademas de
estructurar la forma de introducir los contenidos de forma diferente al anterior,
fue uno de los libros valorados para ser empleado durante el presente curso
2020/2021 en el Colegio Pedro Poveda. Nos referiremos a él como Brufio.

= Martinez, R. A., Munoz, M. C., de los Santos, M. I., y Martinez, P.
(2019). Matematicas académicas. Aprendizaje Basado en Problemas. 3° ESO.
Barcelona: Editorial Casals. ISBN: 978-84-218-6628-3: diversos alumnos en 3°
de ESO en el Colegio Pedro Poveda estan diagnosticados con altas capacidades
en Matematicas, por lo que se les suministra material de este libro para
complementar y profundizar en su aprendizaje. Nos referiremos a él como

ABP (siglas en espanol de Aprendizaje Basado en Problemas).

2El Colegio Pedro Poveda es el centro donde el autor ha realizado las practicas curriculares del

presente Méster.
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2.2.1. Estructura de los libros

La primera diferencia que encontramos entre los libros es la estructuracion del
temario (tabla 2.6). La estructura del libro de ABP es sustancialmente distinta a la

de los demas, combinando contenidos de diversos bloques en el mismo tema.

Tanto Oxford como Bruno realizan una estructuracion del temario que
podriamos llamar tradicional. Por un lado, el libro de Oxford dedica 6 temas (del 1
al 6) al bloque de Numeros y algebra, 4 temas (del 7 al 10) al bloque de geometria,
2 temas (11 y 12) al bloque de funciones y 2 temas mds (13 y 14) al bloque de
estadistica y probabilidad. Por el otro lado, el libro de Bruno realiza una separaciéon
clara entre lo que llama el bloque de aritmética (ntimeros), al que dedica 4 temas
(del 1 al 4), y el bloque de &lgebra, al que dedica 3 temas (del 5 al 7). A continuacién
dedica 3 temas (del 8 al 10) al bloque de geometria, 2 temas (11 y 12) al bloque de
funciones y 2 temas maés (13 y 14) al bloque de estadistica y probabilidad.

El libro de ABP es muy diferente a los anteriores. Se estructura en 9 unidades
diferentes, contando cada una de ellas con diferentes situaciones problema que
involucran diferentes bloques de contenido. A modo de ejemplo hablaremos de la
segunda unidad, en la que se tratan las sucesiones. En esta unidad se presentan 4
situaciones distintas. Las 3 primeras emplean conocimientos del bloque de niimeros
y algebra, mientras que la cuarta desarrolla conceptos de geometria. En este libro
los contenidos de cada uno de los bloques tematicos se reparten a lo largo de las

unidades de la siguiente forma:

Bloque de nimeros y algebra: todas las unidades.

Bloque de geometria: unidades 2, 3, 4, 6 y 8.

Bloque de funciones: unidades 1, 3, 6, 7 y 8.
Bloque de estadistica y probabilidad: unidades 1, 4, 5, 6, 7 y 9.

2.2.2. Enfoque y estructura de las unidades

Tanto el libro de Oxford como el de Bruno presentan un enfoque didéctico
principalmente transmisivo, mediante el cual los contenidos son explicados por el
profesor, para posteriormente ser trabajados mediante la realizacion de actividades
por los alumnos. Los libros tienen pequenas partes en cada tema dedicadas a trabajo
auténomo del alumno guiado por el profesor que demuestra un enfoque conductista.
En el caso del libro de Oxford, al comienzo de cada tema se propone un proyecto
de trabajo completamente auténomo por parte del alumno, que sera validado por
el profesor una vez entregado. Este tipo de proyectos denota un enfoque socio-

constructivista, que no aparece en el libro de Bruno.

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
Alvaro Garzén Casado



CAPITULO 2. FUNDAMENTACION CURRICULAR

16

Oxford

Bruno

ABP

1. Numeros racionales e

irracionales

1. Niimeros racionales e

irracionales

1. Campamento de

verano

2. Potencias y raices

2. Potencias y raices

2. Naturaleza

matematica

3. Polinomios

3. Problemas aritméticos

3. En movimiento

4. Ecuaciones

4. Sucesiones y

progresiones

4. Historias matematicas

5. Sistemas de

ecuaciones

5. Polinomios

5. Tiempo libre y ocio

6. Sucesiones

6. Ecuaciones

6. El mundo de la
publicidad

7. Geometria del plano.

Movimientos

7. Sistemas de

ecuaciones lineales

7. Los numeros te cuidan

8. Triangulos.

Propiedades

8. Teoremas de Pitagoras
y Thales

8. Arquitectura

matematica

Poliedros

9. Geometria del espacio.

9. Areas y volumenes

9. Comer con cabeza

10. Cuerpos de

revolucién

10. Movimientos, frisios

y 1mosaicos

11. Funciones

11. Caracteristicas de las

funciones. Rectas

12. Funciones lineales y

cuadraticas

12. Parabola e hipérbola

13. Estadistica

13. Estadistica

14. Probabilidad

14. Probabilidad

Tabla 2.6: Elaboracién propia. Comparacion del indice del temario en los diferentes

libros analizados. Se muestra en rojo el tema donde se imparten los contenidos sobre

los que tratan este TFM. Fuentes: (Arias y Maza, 2020; De Lucas, Pena y Rey, 2020;

Martinez, Munoz, de los Santos y Martinez, 2019)
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El libro de Oxford plantea una estructura inductivista en sus unidades,
poniendo siempre en primer lugar ejemplos resueltos antes de proceder con la
teoria (figura 2.2(a)). Cada una de las unidades se estructura aproximadamente
de la siguiente manera: justo al inicio, durante la presentacion de la unidad se nos
muestra un resumen de los contenidos que se desarrollardn en la misma, asi como
los conceptos previos que deberian conocerse y el proyecto auténomo que debera
realizar el alumno. A lo largo de la unidad se exponen los contenidos organizados
en epigrafes, introducidos a través de situaciones cotidianas y resaltando las ideas
principales en recuadros. Todas las actividades propuestas estan clasificadas por
grado de dificultad. Al finalizar los puntos de contenido tedrico encontramos una
serie de secciones que permiten sintetizar e integrar los conocimientos adquiridos.
En estas secciones se encuentra contenido muy variado, como formas de emplear
la calculadora para resolver problemas de la unidad en cuestion o curiosidades
relacionadas. Se adjuntan también varias paginas de actividades para reforzar lo
aprendido, asi como una rubrica de evaluacion para el proyecto que se introdujo al
inicio de la unidad. Por ultimo, se incorporéd contenido de mayor nivel o incluso de
cursos superiores, con algunas actividades que pretender servir de ampliaciéon para

alumnos con mayor facilidad.

Por su parte, cada unidad del libro de Bruno, que emplea una estructura
deductivista (figura 2.2(b)), se estructura de la siguiente forma: tras una presentacién
de la unidad, donde se muestra un pequenio indice de contenidos y un breve
texto introductorio, se realiza el desarrollo de los contenidos. En primer lugar se
desarrollan los contenidos en dobles paginas, resaltando las partes més importantes.
A continuacién se realizan ejemplos sencillos para cada concepto o procedimiento
estudiado y se proponen ejercicios para aplicar la teoria. Al finalizar los contenidos
de la unidad encontramos una serie de ejercicios y problemas tipo resueltos de
forma pormenorizada, continuando con una gran cantidad de ejercicios y problemas
propuestos clasificados en distintas secciones y niveles de dificultad. Por ltimo, el
libro muestra una seccién sobre matematizacion en contextos reales, proponiendo
ejercicios con una aplicacion real a la vida cotidiana, a la Ciencia, Tecnologia,
Ingenieria, Arte y Matematicas (STEAM), y una seccién de autoevaluacién para

el alumno.

Por su parte, el libro de ABP presenta un enfoque principalmente socio-
constructivista dado que el libro se basa casi en su totalidad en la realizacion
de proyectos y situaciones de aprendizaje. Cada trimestre es planteado como un
proyecto principal, desarrollando cada unidad diversas situaciones de aprendizaje

relacionadas de alguna forma con el proyecto.
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€) sucesiones

Pablo se ha entretenids jll;nndn con unas fichas.

E . . . “ .
[ 2L W —t -

Ha construida trigngulos empezando con una ficha y afadiendo cada vez una
columna con una ficha mas. El nimero de fichas que emplea cada ver es:

1 1+2=3 3+3=6 G+4=10 10+5=15

La lista dhe los nomeros que indican |a cantidad de fichas que utiiza para cads
figura e2 unas sucesicn.

Una sucesién es una Esta ordenada de niomeros resles: a:a,0..4,,9,, 0,...
Se llama término a cada uno de los nimeros que forman | secesian. El
subindice de cada término indica su posicidn en la lista.

Cudntas fichas necesitard para la Sguiente figura? Pable puede averiguar
cudntas fichas necesitasd surnands Las que corresponden a la posician que va
aocupar el trigngula: a, =15 + &= 21 fichas
Esta forma de definir la sucesion se denoming por recurrencia, & partir del
término anterior se obtiene e siguiente, En este caso:
a,=la,=a_ +nperanz=1
Lh\nmgeﬁoenpea recurrente si podemos construir cads uno

de sus i son algebraica, llamada ley de
m-ﬂqapnrﬁrdelmt&mmnnmnu

Perg Palila no quiere tener que recurrir al término anterior para saber cudntas
fichas va a necesitar, ;Serd posble averiguar cuntas fichas necesita para la
figura ndrmera 20 sin hallar todas las anteriores?
Manipulande las fichas sbserva gue dos figuras iguales forman un rectingulo
i las que necesita. Organiza los dstos =n una tabla escribienda
Ia relacian entre la posicidn que ocupa la figura y lax fichas que necesita,

[ 1 2 3 + = .
Nimero de Fichas [ARTT E] Sl R S L L))
3 3 2 2 2

n-la+1)

El término general de |2 sucesidn es: o, =

20-2
Asi, para la pasician nimero 20, Pablo necesitard o, = T =210 fichas.

[El términa g aan esla i i permite
averiguar el valor de cualquier término de la sucesién sabiendo qué
posician ocupa en ells.

(a) Planteamiento inductivista del libro de (b) Planteamiento deductivista del libro de Bruiio.
Oxford. Fuente: versién web de De Lucas, Fuente: elaboracién propia a partir de Arias y Maza

Petia y Rey (2020). (2020).

Figura 2.2: Comparativa del planteamiento de las unidades en el primer punto

(definiciones relacionadas con sucesiones) del tema de sucesiones entre los libros

de Oxford y Bruno.
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Cada unidad se estructura aproximadamente de la misma forma, que
describimos a continuacién. En la presentaciéon de la unidad se muestran una
serie de preguntas iniciales para cada situacion y la relacién entre los distintos
bloques curriculares y las situaciones a desarrollar. En cada unidad se plantean
3 o 4 situaciones reales y de interés para el alumnado, a partir de las cuales se
iran construyendo distintos conocimientos matematicos, planteando retos que el
alumnado podréa resolver mediante actividades dirigidas y orientadas. Planteada
la situacién se desarrollan los contenidos implicados en ella, alternando los
conocimientos tedricos esenciales con ejemplos e ilustraciones. Tras los contenidos se
plantean dos tipologias de actividades para asegurar la adquisicién de las distintas
competencias matematicas: la primera de ellas se refiere a ejercicios de ejercitacion,
mientras que la segunda hace lo propio con problemas contextualizados que indican
la gradacién de los procesos matematicos (PISA) y las habilidades de la competencia

matematica.

Al finalizar todas las situaciones de una misma unidad nos encontramos con
dos paginas que muestran los contenidos resumidos y organizados por bloques,
mostrando también la relaciéon que existe entre los mismos. Finalmente, cada
unidad concluye con cuatro paginas que replican las dos tipologias de actividades
comentadas anteriormente, pero en las que se entremezclan los contenidos
desarrollados durante toda la unidad, y una pequena autoevaluacion con ribrica

para los alumnos.

2.2.3. Analisis de los contenidos teoricos relacionados con

sucesiones

A continuacién realizaremos el andlisis de los contenidos tedricos de los libros
de texto analizados. Compararemos el tema 6 del libro de Oxford, Sucesiones, con

el tema 4 del libro de Bruno, Sucesiones y progresiones.

Para simplificar la estructuracion de este contenido y facilitar la lectura vamos
a separar la comparativa segun el desglose realizado en la tabla 2.5. En primer lugar
mostraremos el contenido a analizar, con la profundizacién minima requerida por el
curriculo y la posible profundizaciéon que propusimos en dicha tabla. Posteriormente
analizaremos de qué forma tratan dicho contenido los libros de Oxford y Bruno,
dado que no tiene mucho sentido comparar de esta forma ambos libros con el de
ABP, debido a la particularidad de este 1ltimo.

Una vez finalizada la comparaciéon de contenidos entre Oxford y Bruno

explicaremos la estructuracion de la unidad relacionada con sucesiones en el libro
de ABP.
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Sucesiones

Profundizacién segiun legislacion: calcular términos de una sucesion
numérica, a partir tanto de su término general como de su ley de recurrencia,

si la tiene.

Profundizacién propuesta: diferenciar entre conjuntos numéricos que

efectivamente forman una sucesion y aquellos que no la forman.

Oxford: en este primer punto introductorio el libro se encarga de definir los
términos de sucesién, término y subindice. A continuacién dedica una parte
del espacio para definir y ejemplificar la ley de recurrencia de una sucesion,
para finalmente mencionar, dedicandole mucho menos peso, el término general

de una sucesion.

Bruno: este libro por su parte comienza definiendo el concepto de sucesion
de ntimeros reales y término, omitiendo la definicién de subindice. En este
apartado destaca que las sucesiones pueden verse como una funcién discreta,
es decir, una funcién real de variable natural. Incorpora también el concepto

de regularidad, mostrando las 3 formas en que pueden definirse las sucesiones:

= Enumerando los x primeros términos.
= Mediante una ley de formacién. El libro en ningin punto del tema
menciona la palabra recurrencia.

» Mediante un término general.

Finaliza el punto definiendo el término general de una sucesion, dejando en
este caso mucho mas espacio que a la ley de formacién, s6lo mencionada de

pasada durante las regularidades.

Analisis: podriamos concluir que ambas editoriales cumplen con los
contenidos minimos del curriculo. Si bien Oxford lo hace estrictamente, Bruno
no presenta la exactitud quizds necesaria al hablar de ley de recurrencia,
aunque si que se acerca al concepto que hemos propuesto como profundizacién

extra al tratar las regularidades.

Progresiones aritméticas

Profundizacién segiin legislacién: identificarlas, expresar su término

general y emplearlas para resolver problemas.

Profundizacion propuesta: expresar su ley de recurrencia e interpolar

términos conocidos dos cualesquiera.
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Oxford: tras un ejemplo sencillo este libro define el concepto de progresién
aritmética, introduciendo el término de diferencia. A continuacion, y tras otro
ejemplo relacionado con el anterior, propone cual seria el término general de

la progresion.

Bruno: en el libro de Bruno se sigue una estructura muy similar a la de
Oxford, pero realizando un enfoque deductivo, mostrando primero la teoria
en lugar de los ejemplos de aplicacién. Adicionalmente incorpora la forma del
término general de la progresion con dos términos cualesquiera.

Este libro tiene la particularidad de incluir el contenido relacionado con la

suma de los “n” primeros términos en este punto.

Analisis: ambos libros cumplen con lo estipulado por el curriculo para
este contenido. Muestran la teoria apropiadamente y realizan ejercicios y
problemas de ejemplo. Sin embargo, ninguno va mas alla del curriculo, con la
salvedad de la inclusion por parte del libro de Bruno de la obtencion de la

forma del término general de la progresién con dos términos cualesquiera.

Suma de progresiones aritméticas

Profundizacién segiin legislacion: calcular la suma de los “n” primeros

términos.

Profundizacion propuesta: resolver problemas que involucren sumas de

progresiones aritméticas.

Oxford: al igual que el punto anterior, tras un pequeno ejemplo se realiza
una demostracién de la férmula empleada para el calculo de los “n” primeros
términos de una progresion aritmética, pero es una demostracién distinta a la
habitual.

Bruno: en este caso, como se menciona en el punto anterior, esta parte del
contenido viene adjuntado con el punto previo sobre progresiones aritméticas.
A diferencia del anterior, la demostracién no se realiza en las mismas péaginas,

sino que se expresa directamente la férmula final.

Analisis: ambos libros de nuevo cumplen con las exigencias del curriculo, sin
embargo, en ningin momento tratan a estas sumas como una nueva sucesion
denominada serie. En las paginas del libro destinadas al desarrollo de este
contenido ningun libro dedica espacio al desarrollo de problemas que empleen

el uso de suma de términos de progresiones aritméticas.
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Los 1ltimos dos puntos de contenido tedrico, relacionados con las progresiones
geométricas, son una completa analogia a las aritméticas, con sus propias

caracteristicas.

Progresiones geométricas

Profundizacién segin legislacién: identificarlas, expresar su término

general y emplearlas para resolver problemas.

Profundizacién propuesta: expresar su ley de recurrencia e interpolar

términos conocidos dos cualesquiera.

Oxford: tras un ejemplo sencillo este libro define el concepto de progresion
geomeétrica, introduciendo el término de razén. A continuacion, y tras otro
ejemplo relacionado con el anterior, propone cual seria el término general de

la progresion.

Bruno: en el libro de Bruno se sigue una estructura muy similar a la de
Oxford. En este caso, al igual que con progresiones aritméticas, también
incorpora la forma del término general de la progresion con dos términos
cualesquiera.

Este libro tiene la particularidad de incluir el contenido relacionado con la
suma de los “n” primeros términos en este punto, asi como la suma infinita

de términos para |r| < 1, donde r es la razén de la progresién geométrica

Analisis: ambos libros cumplen con lo estipulado por el curriculo para este
contenido. Sin embargo, al igual que ocurria con las progresiones aritméticas,
no se va mas alld, no mostrando ni la ley de recurrencia ni interpolando

términos en la progresion.

Suma de progresiones geométricas

Profundizacién segiin legislacion: calcular la suma de los “n” primeros

términos.

Profundizacién propuesta: calcular el valor de la serie infinita en aquellas
progresiones que lo permitan y resolver problemas que involucren sumas de

progresiones geométricas.

Oxford: al igual que el punto anterior, tras un pequeno ejemplo se realiza
una demostracién de la férmula empleada para el calculo de los “n” primeros
términos de una progresién geométrica que, por el contrario a lo que ocurria

con las aritméticas, si que es la demostracién tradicional de dicha férmula. A

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
Alvaro Garzén Casado



CAPITULO 2. FUNDAMENTACION CURRICULAR 23

partir de una modificacién del ejemplo anterior se introduce la posibilidad de

calcular la suma de infinitos términos, mostrando finalmente la expresién.

Bruno: en este caso, como se menciona en el punto anterior, esta parte del
contenido viene adjuntado con el punto previo sobre progresiones geométricas.
En este caso se muestra la formula para la suma de los primeros “n” términos
de la progresiéon y un pequeno ejemplo a continuacion. Finalmente muestra
la féormula para el cdlculo de la suma infinita, pero sin ningin tipo de

introduccién o ejemplo.

Analisis: ambos libros de nuevo cumplen con las exigencias del curriculo,
ademas de anadir el concepto de suma infinita, aunque en el caso de Oxford
estd mucho mas justificada. También es el libro de Oxford el inico que muestra
un pequeno problema resuelto de aplicacion de la suma de los primeros “n”

términos de la progresion, referido al calculo de fracciones generatrices.

Podemos destacar que, como se menciona en el apartado de la suma de términos
de las progresiones artiméticas, en ninguno de los libros se menciona el término de
serie. Entendemos que se debe a que, para el alumnado al que va dirigido este
contenido, puede ser complicado comprender como la suma de los términos de
una sucesion forman en si mismos una nueva sucesién, ademas de ser la primera y
Unica vez que se tratan estos contenidos en el curriculo de la educacion secundaria,
limitandose de esta forma a mostrar los contenidos que ya hemos mencionado en los

cuadros anteriores.

Las demostraciones de las férmulas mostradas en los temas suelen ser realizadas
a través de ejemplos, con poca rigurosidad, a excepcion de las formulas para la suma
de los primeros “n” términos tanto de progresiones aritméticas como geométricas. En
el caso del libro de Oxford estas demostraciones se realizan en el propio apartado
tedrico, mientras que en el caso de Brufio se reservan para una parte posterior,
después de la finalizacion de la teoria y antes del inicio del bloque de ejercicios y
problemas del final del tema.

En el caso de Bruno se dedica un ultimo punto de teoria dedicado
exlclusivamente a aplicaciones financieras de las progresiones, concretamente las
aplicaciones sobre interés simple y compuesto, en ambos casos con distintos periodos
de capitalizacion.
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Analisis de los contenidos teodricos en el libro sobre Aprendizaje Basado

en Problemas

Describimos a continuacién la estructuracion del espacio dedicado a las
sucesiones en el libro de ABP. Como ya se ha mencionado anteriormente, la
estructura que sigue este libro esta muy alejada de la estructura tradicional que

siguen los libros comparados anteriormente.

El contenido relacionado con sucesiones se localiza en el primer trimestre,
dentro de la segunda unidad, denominada Naturaleza matemdtica, representando

concretamente la tercera situacién de aprendizaje de la unidad.

Al inicio de la situacién se plantean dos problemas diferentes, con 8 ejercicios de
caracter socioconstructivista cada uno. En el primero de ellos se plantea un problema
relacionado con el patron regular que siguen las aves en su vuelo, y los ejercicios
relacionados con dicho problema estan enfocados a introducir los conceptos bésicos
de las sucesiones y todo lo relacionado con progresiones aritméticas, incluida la suma

de los primeros “n” términos.

El segundo problema trata sobre los periodos de semidesintegracién radiactiva
de los materiales radiactivos, cuyos ejercicios relacionados estan enfocados a
introducir las progresiones geométricas, diferenciarlas adecuadamente de las

aritméticas y sumar los primeros “n” términos de la progresién (figura 2.3).

Una vez finalizados los dos problemas el libro dedica dos péginas a la fase
de institucionalizaciéon del aprendizaje, donde desarrolla toda la teoria que se ha
introducido en los problemas del inicio de la situacion. El esquema seguido es
muy similar al de los otros libros, planteando al inicio las definiciones de sucesion,
término, subindice y término n-ésimo. Como elemento que se da tnicamente en
este libro encontramos una secciéon dedicada exclusivamente a tratar la sucesién de
Fibonacci. A continuacion se desarrollan los contenidos de progresiones aritméticas
y geométricas de la misma forma que en el libro de Bruno, incluyendo la suma de los
“n” primeros términos de la progresion. En este caso, sin embargo, no se muestra
en este espacio la expresiéon para la suma infinita de términos en una progresion
geométrica ni la demostracion de las expresiones de la suma de los “n” primeros

términos de la progresion.

Para reforzar el contenido desarrollado se plantean a continuacién una serie de
ejercicios independientes, ademas de dos nuevos problemas similares a los del inicio.
Es en el espacio dedicado a los ejercicios independientes donde se incluye la teoria

relativa a la suma de los infinitos términos de la progresion geométrica.
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Figura 2.3: Segundo problema planteado por el libro de ABP en la situacion de
aprendizaje relacionada con la tematica de sucesiones y series. Fuente: elaboraciéon

propia a partir de Martinez, Munoz, de los Santos y Martinez (2019).
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2.2.4. Analisis de actividades

En el punto anterior hemos tratado todo lo relacionado con el desarrollo de los
contenidos tedricos en los tres libros. A continuacién compararemos lo relacionado
con el desarrollo practico de los conocimientos impartidos, es decir, las actividades,

los ejercicios y problemas, propuestas por cada uno de los libros.

En primer lugar debemos realizar una diferenciacion entre lo que aqui
llamaremos ejercicio y lo que llamaremos problema. Nieto (1993) propone
una clasificacién en hasta 8 categorias diferentes de actividades, que nosotros

resumiremos en dos:

» Ejercicio: engloba las categorias denominadas 1) Ejercicios de reconocimiento
y 2) Ejercicios algoritmicos o de repeticion (Nieto, 1993, pp. 1-3). Estas
actividades seran aquellas en las que se pretende resolver o recordar un
conocimiento concreto, una definiciéon o una proposicién de un teorema, o bien
reforzar alguna expresién matematica determinada o potenciar las habilidades
de calculo del alumnado.

» Problema: engloba el resto de categorias mencionadas por Nieto (1993, pp. 3-
8), 3) Problemas de traduccion simple o compleja, 4) Problemas de procesos, 5)
Problemas sobre situaciones reales, 6) Problemas de investigacidn matemdtica,
7) Problemas de puzzles y 8) Historias matemdticas. Resumiendo, estos
problemas son aquellas actividades formuladas de tal forma que requieren,
como minimo, la traduccion de un enunciado en lenguaje verbal a lenguaje
algebraico, numérico o incluso pictérico. Los enunciados de los problemas
también pueden diferenciarse en funcién de si la estrategia de resolucién viene
implicitamente explicada en el enunciado o no, asi como en funciéon de su

aproximacién a situaciones de la vida real o no.

Mostramos una pequena tabla (tabla 2.7) donde comprobamos numéricamente

la totalidad de los ejercicios y problemas en cada uno de los dos libros de estructura

tradicional.
Ejercicios Problemas
Oxford 81 25 [7] 106 [7]
Bruno 56 [9] 50 [15] 106 [24]

Tabla 2.7: Elaboracion propia. Comparativa de la cantidad de ejercicios y problemas
en cada uno de los libros de estructura tradicional. Entre corchetes los elementos
encuadrados dentro de un apartado de ampliar y/o profundizar. Fuentes: (Arias
y Maza, 2020; De Lucas, Pena y Rey, 2020).
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En el libro de Oxford tenemos una totalidad de 106 actividades, desglosadas
en 81 ejercicios (75,7 %) y 25 problemas (24,3 %). Acompanando al desarrollo de los
contenidos tedricos el libro presenta un total de 44 ejercicios, pero sélo 6 problemas.
Es ya en la parte final de la unidad, en la seccién dedicada a reforzar lo aprendido,
donde encontramos un total de 56 actividades, que podemos desglosar de la siguiente

forma:

= 4 ejercicios destinados a ser resueltos con calculadora.

» 33 ejercicios similares a los propuestos durante el desarrollo del tema.

= 12 problemas, similares tambien a los propuestos durante el tema.

= 7 problemas en una secciéon denominada Para profundizar, de mayor nivel y
habitualmente dedicada a introducir contenido de 4° de ESO. En este caso los

problemas de profundizacion tratan sobre el interés compuesto.

Como vamos a poder comprobar a continuacion, el libro de Bruno es mucho
mas prolifico en cuanto a problemas se refiere. En este caso tenemos, curiosamente
al igual que en Oxford, un total de 106 actividades, desglosadas de forma diferente
en este caso: 56 ejercicios (52,83 %) y 50 problemas (47,17 %). Tras el desarrollo de
cada contenido tedrico se proponen diferentes ejercicios, un total de 17. En el espacio
dedicado al desarrollo tedrico solo se proponen 7 problemas, 1 de ellos junto a las
progresiones geométricas y 6 destinados al punto referente a las aplicaciones de las

sucesiones en el interés simple y compuesto.

Antes de pasar a la seccién final de actividades el libro muestra dos paginas con
7 ejercicios y 2 problemas resueltos con detalle. Ya en dicha seccién final el libro

propone el siguiente desglose de actividades:

= 2 ejercicios destinados a ser resueltos con calculadora.

= 21 ejercicios similares a los propuestos durante el desarrollo del tema.

= 26 problemas, de tematica muy repartida entre todos los contenidos
desarrollados tedricamente.

» Una dultima secciéon denominada Para ampliar y profundizar, donde

encontramos 9 ejercicios y 15 problemas.

Analisis de las actividades en el libro sobre Aprendizaje Basado en

Problemas

Ya hemos comentado anteriormente la estructura de este libro, ademas de haber
analizado la forma en que desarrolla los contenidos tedricos. Dada su naturaleza, este
libro es mucho mas prolifico en problemas, porcentualmente hablando, que los otros

dos.
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Como ya dijimos anteriormente se plantean un total de 4 problemas de gran

dimension, subdivididos en una serie de apartados de la siguiente forma:

» Problema 1 (patrones en el vuelo de las aves): se subdivide en 7
apartados diferentes.

» Problema 2 (periodos de semidesintegracién radiactiva): se subdivide
en 9 apartados diferentes.

» Problema 3 (saltos de rana sobre una charca): se subdivide en 11
apartados diferentes.

» Problema 4 (crianza de conejos): se subdivide en 9 apartados diferentes.

Previa a la propuesta de los problemas 3 y 4, el libro propone una totalidad de

18 ejercicios, independientes entre si, como refuerzo de lo aprendido.

2.2.5. Consideraciones finales

Hemos analizado con detalle en esta seccién la adaptaciéon del curriculo por
parte de tres libros diferentes, cada uno con sus propias caracteristicas, asi como el

componente practico que proponen, en forma de ejercicios y problemas.

Como resumen podriamos decir que los tres cumplen con los contenidos minimos
relacionados con sucesiones que exige el Real Decreto 1105/2014. En los tres
podemos encontrar pinceladas de contenidos extras, ya sea la suma de infinitos
términos de una progresién geométrica, presente en todos los libros analizados, o
distintos contenidos presentes particularmente en cada libro, como la sucesién de
Fibonacci en el libro de ABP o la determinacién de progresiones a partir de dos

términos cualesquiera en el libro de Bruno.

Atendiendo a su estructura, el libro de ABP se torna complejo de emplear en
una clase promedio de la ESO espanola. Es muy dificil trabajar de la forma que
propone el libro en clases con mas de 25 alumnos de media y gran diversidad de
niveles distintos. Sin embargo, puede ser muy 1til para el desarrollo cognitivo de
alumnos con un nivel alto en matematicas. En cuanto a los libros de Oxford y
Bruno, ambos presentan una estructura tradicional muy similar, con la salvedad
de seguir el primero una estructura inductiva, mostrando primero ejemplos para
expresar después la teoria, y una estructura deductiva en el caso de Bruno, pasando

de la teoria a los ejemplos.

Hablando sélo de los libros de Oxford y Bruno, podriamos decir que el segundo
adopta un planteamiento mucho més practico que el primero, ofreciendo una mayor

variedad de problemas para reforzar lo aprendido, tanto en cantidad como calidad

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
Alvaro Garzén Casado



CAPITULO 2. FUNDAMENTACION CURRICULAR 29

de los mismos. Ademas, este cardcter practico se ve muy reforzado con la inclusion

de un punto completo de la teoria dedicada a las matematicas financieras.

Con respecto a la relacién que establecen los libros entre el temario y las
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC), en primer lugar debemos
reconocer que nos encontramos ante un tema del bloque de nimeros y &lgebra,
quizas no tan dado al empleo de software especificos como si lo son los bloques de
funciones, geometria o incluso estadistica y probabilidad. Ni en el libro de Oxford ni
en el de ABP aparece una sola mencién a algin tipo de recurso TIC. En el caso del
libro de Bruno, la tltima pagina del tema consiste en una pequena autoevaluacion
para el alumno. En la misma, los dos primeros ejercicios responden a ser realizados

con GeoGebra, pero con un aporte al conocimiento general del tema muy limitado.
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Capitulo 3

FUNDAMENTACION EPISTEMOLOGICA

Para la exposiciéon de la fundamentacion epistemoldgica se va a desarrollar el
tema 8 del temario oficial de las oposiciones de Matematicas, estipulado por
la Orden de 9 de septiembre de 1993, por la que se aprueban los
temarios que han de regir en los procedimientos de ingreso, adquisicion
de nuevas especialidades y movilidad para determinadas especialidades
de los Cuerpos de Maestros, Profesores de Ensenanza Secundaria y
Profesores de Escuelas Oficiales de Idiomas, regulados por el Real Decreto
850/1993, de 4 de junio (Ministerio de Educacién y Ciencia, 1993, pp. 27414~
27415), denominado oficialmente 8. Sucesiones. Término general y forma recurrente.

Progresiones aritméticas y geométricas. Aplicaciones.

3.1 Introduccion

Ya en el algebra babilénica aparecen problemas de progresiones: por ejemplo en una
de las tablillas encontradas aparece el calculo de la suma 1 +2 + 22 + ... +2° y
en otra incluso la suma de los 10 primeros cuadrados, que no es una progresion.
Desconocemos si los babilonios conocian las férmulas generales que dan tales sumas,
aunque es muy posible que las conocieran e incluso se ha conjeturado que quizas
supieran que la suma de los “n”primeros cubos es igual al cuadrado de la suma de
los “n” primeros nimeros naturales. No hay que olvidar, sin embargo, que tanto las
tablillas mesopotamicas como los papiros egipcios contienen solo casos concretos,

sin ninguna formulaciéon general.

Por otra parte, el libro VIII de los Elementos de Euclides contiene proposiciones
acerca de numeros en proporciéon continua y en progresion geométrica. La
proposicion 35 del libro IX contiene una férmula para hallar una suma de ntimeros
en progresion geométrica, expresada de una manera elegante, pero poco usual: “Si
tantos nimeros como queramos estan en proporcién continua, y se restan del segundo
y del iltimo nimeros iguales al primero, entonces asi como el exceso del segundo es

al primero, asi serd el exceso del dltimo a todos los anteriores a é1”.

La féormula de la suma de los términos de una progresiéon geométrica, cuando la
razén es menor que la unidad, fue dada por Euler. Las restantes propiedades de las
progresiones aparecen sistematizadas por primera vez en una obra sobre algebra de

Christoff Rudolff, matematico aleman de principios del siglo XVI.
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Ejemplos de sucesiones famosas en la historia de las matemaéticas existen
bastantes: mencionemos desde la historia famosa del inventor del ajedrez en la India,
hasta por ejemplo la famosa conjetura sobre la sucesién de los nimeros de Fermat.
Este escribié en 1640 a uno de sus amigos que pensaba que todos los niimeros de la

forma:

F,=2"+1con k=2",

para n = 0,1, 2,3... eran primos, pero que no lo podia demostrar. Los 5 primeros
son primos; sin embargo Euler comprobé en 1732 que Fy = 23241 no es primo. Més
adelante, se descubrié que Fg, Fr y Fg también son compuestos. Es mas, no se ha

encontrado ninguno mas que sea primo y se conjetura que no lo hay.

Algunas de las sucesiones mas famosas, como la de Fibonacci, estan fuertemente
representadas en otros campos ajenos a las matemadticas, como la misica (van Gend,

2014), la arquitectura (Bartoli, 2004) o la naturaleza (Grigas, 2013).

3.2 Sucesiones

3.2.1. Término general y forma recurrente

Definicién 1
Llamaremos sucesion de niimeros reales a cualquier aplicacién del conjunto
de los nimeros naturales N en cualquier otro conjunto no vacio que, por

simplicidad y sin pérdida de generalidad, supondremos que es el conjunto

de los niimeros reales R:

f: N>R

A cada numero natural n le corresponde una unica imagen f(n). Como el
conjunto inicial de todas las sucesiones es el mismo, N, se suele identificar a la

sucesiéon con la imagen de la aplicacion:

Im(f)={f1), f(2),..., f(n),...} = {a,a9,...,an, ...}

A cada uno de los valores a; de la sucesién se le denomina término i-ésimo,
mientras que al término a, se le denomina término n-ésimo de la sucesion. En lo

que sigue la sucesion se escribird {a, }.
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Al conjunto de todas las sucesiones de niimero reales se le representa por R> o
RN

Una sucesion queda definida cuando es posible escribir sus términos hasta el
ultimo que se desee, es decir, no basta con dar algunos de sus primeros términos.
Se torna muy conveniente la posibilidad de poder determinar cualquier término de
una sucesion, si bien esto no siempre es posible. Teniendo esto en cuenta podemos

establecer las siguientes definiciones.

Definicién 2
El término general de una sucesion sera una expresion mediante la que se

calcula cada término de la sucesién en funcién del lugar que ocupa, y que se

expresa bajo la forma del término n-ésimo de la sucesion.
Ejemplo 1
an, =1+2n = a; =3;a, =5;...

Definicién 3
La ley de recurrencia de una sucesion serd una expresion mediante la que

se calcula cada término de la sucesion en funcién de k£ términos anteriores al

que se quiere calcular.

Ejemplo 2

a1 =200 =3;ap =Qp_1 — Qp_o = a1 = 2;a9 = 3;a3 = 1;a4 = —2; ...

Derivada de la definicién 3, podemos establecer la siguiente:

Definicién 4
Una sucesion sera recurrente de orden £ si conocemos los £ primeros términos

ai,as, ..., ax, y cada término siguiente viene dado en funcién de los k anteriores:

an = f(an_1,0n-2, .., ank) Yn >k

Esta ecuacién se llama ecuacién de recurrencia de orden k.
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Ejemplo 3

La sucesion de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... es una sucesién recurrente de

orden 2, puesto que viene dada por la expresién:

a1 =1l;as=1;a, =ap_ 1+ ap_o VYN >2

Otros ejemplos de sucesiones recurrentes son las llamadas progresiones, que

estudiaremos posteriormente con mas detalle.

Dentro de las sucesiones recurrentes podemos enfocarnos en las denominadas
linealmente recurrentes, que definimos a continuacion.
Definicién 5

Una sucesion serd linealmente recurrente de orden k si podemos expresarla

como combinacién lineal de los k términos anteriores:

Up =01 Ap_1+ Q2 Qp_o+ ... + Qg VN >k,

con o; € Ry ay,...,a, conocidos

En el caso de este tipo de sucesiones es posible obtener el término general de la
sucesion a partir de la ley de recurrencia. Para profundizar en la tematica se puede

consultar (Brousseau, 1971).

No debemos olvidar que existen sucesiones para las que no se puede encontrar ni
término general ni ley de recurrencia que permita encontrar cualquier término de la
sucesién aunque esté perfectamente definida, como la sucesién de los niimeros primos

o la sucesion que forman los digitos de la parte decimal de un ntimero irracional.

3.2.2. Operaciones con sucesiones

En el conjunto de todas las sucesiones, RY, se puede definir una operacién
interna suma y una externa sobre el conjunto de los niimeros reales, para dotarla de

estructura de espacio vectorial.

Definicion 6

Dadas dos sucesiones {a, } y {b,}, se define la sucesiéon suma como una nueva
sucesion cuyos términos son el resultado de sumar, uno a uno, los términos

correspondientes de cada sucesién:

{a,} +{b.} ={an +b,}, VneN
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Proposicién 1

(RY) +) es un grupo abeliano.

Demostracion 1

Se demuestra facilmente que la suma de sucesiones verifica las propiedades
conmutativa, asociativa, existencia de elemento neutro y existencia de

elemento simétrico.

Definicién 7

Dadas una sucesién {a,} y un nimero real o € R, se define el producto de
«a por la sucesiéon como una nueva sucesion cuyos términos son los términos

de {a,} multiplicados por «:
a-{a,} ={a-a,}, VaeR VneN

Proposicién 2

(RN, +, -) es un espacio vectorial sobre R.

Demostracién 2

Se demuestra facilmente que el producto por un escalar real definido
previamente verifica las propiedades distributiva respecto de la suma de
nimeros reales (escalares), distributiva respecto de la suma de sucesiones

(vectores), pseudoasociativa y de neutralidad del 1.

3.2.3. Tipos de sucesiones

Segun el criterio elegido, se pueden realizar multitud de clasificaciones con las

sucesiones. Algunas de las mas conocidas son:

s Mond6tonas:

e Una sucesion es monotona estrictamente creciente si Vn € N, a,, > a,_1.

e Una sucesion es mondtona creciente o mondtona no decreciente si Vn €
N; an, Z Qp—1-

e Una sucesion es mondtona estrictamente decreciente si Vn € N, a,, < a,,_1.

e Una sucesién es mondtona decreciente o mondtona no creciente si Vn €
N,a, <a,_.
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= Convergentes: son aquellas que tienen un limite finito p, es decir, aquellas que
verifican que, para cualquier entorno de p, toda la sucesién, salvo a lo sumo
un numero finito de términos, esta contenida en dicho entorno.

» Acotadas: sus términos alcanzan un valor maximo (acotadas superiormente),
minimo (acotadas inferiormente) o ambos (acotadas), distinto de +oo. Es
decir, si m y M son numeros reales, entonces la sucesion estarda acotada
inferiormente si a,, > m, superiormente si a,, < M o simplemente acotada si se
cumplen ambas condiciones, para todo n € N. Cabe aclarar que convergente
implica acotada, pero no el reciproco necesariamente.

= Recurrentes de orden k: son las definidas por una ley de recurrencia en la que
intervienen los k términos anteriores. Por ejemplo, la sucesién de Fibonacci es
recurrente de orden 2.

= Alternadas: aquellas que alternan los signos de sus elementos sucesivamente.

3.3 Progresiones aritméticas

3.3.1. Definiciéon. Término general

Definicién 8
Diremos que una sucesién de nimeros reales {a, } es una progresién aritmética

si la distancia entre un término de la sucesiéon y el inmediatamente anterior

es un valor constante d, que llamaremos diferencia, es decir:
{a,} es una progresién aritmética <= ap4; —ar=d, VkeN

Proposicion 3

El término general de una progresién aritmética tiene la forma:
ap=a1+(n—-1)-d VYnéeN.

Demostracion 3

Sea {a,} una progresiéon aritmética de diferencia d. Entonces tenemos lo

siguiente:
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ay =a1+d

a3 =as+d=(a;+d)+d=a;+2d
ay =az+d=a;+3d

as =a;+4d

a, =ap1+d=a+n—-1)-d

Proposicién 4

Toda progresién aritmética {a,} es una sucesién recurrente de segundo orden.

Demostracién 4

Sea {a,} una progresiéon aritmética de diferencia d. Entonces tenemos lo
siguiente:
Upt2 — Apgl = Apyl — A VN E N,

y por tanto:

Qpia = 2Gp41 — @y, Y € N.

3.3.2. Propiedades de las progresiones aritméticas

En este apartado enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las

progresiones aritméticas.
Proposicién 5

Sea {a,} una progresién aritmética. Entonces, ésta queda determinada si se

conoce un término cualquiera ay y la diferencia d. En concreto:

an=ay+ (n—~k)-d, VYneN.

Demostracién 5

Para cada n > 2 tenemos a, = a1 +d =0, 2+2d=..=a;+ (n—1)-d,
y, en particular, ay = a3 + (k — 1) - d. Restando ambas igualdades tenemos

anp—ay = a;—a;+d-(n—1—k+1), de donde obtenemos que a,, = ax+(n—=k)-d.
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Proposicion 6

Si consideramos una progresién {a;}, con valores extremos a, y a,, donde
p < 1 < ¢, obtenida como subconjunto finito de una progresién aritmética
{a,}, entonces la suma de dos términos equidistantes de dichos extremos es

igual a la suma de estos extremos.

Demostracién 6

Sea {a,} una progresién aritmética de diferencia d. Sea {a;} una progresién
obtenida como subconjunto finito de {a,}, con extremos a, y a,, donde

p <1 < q. Entonces, para cada k > 0 ocurre que:

apik + a4 =ap,+k-d+a,+(q—k+p)-d
= Gy T @ = (@ = ) » @

= ap + agq.

Proposicion 7

La suma de los n primeros términos consecutivos de una progresion aritmética

se puede expresar de la forma:

n- (a1 + ap)

Sn=——

Demostracion 7

Sea {a,} una progresién aritmética. Si se suma término a término la sucesién
a otra equivalente a si misma pero en sentido inverso, es decir, se suman
Sp,=ar+ay+...+ap1+a,y S, =an,+ a,_1+ ... + as + a1, entonces el
resultado es 25, = (a1 + a,) + (ag + any1) + ... + (@n_1 + a2) + (an, + a1).

Se observa que en cada paréntesis aparece la suma de dos términos
equidistantes de ay y a,, por lo que el resultado de cada sumando es a; + a,

segun la proposicién 6. Como hay n sumandos:

n- (a1 + ap)

25, =n-(a;1+a,) = S, = >
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Corolario 1

La suma de k£ términos consecutivos cualesquiera de una progresion aritmética
se puede expresar de la forma:
k- (ap +ag)

Se=—""7

donde g >pyq—p=Fk—1.

3.3.3. Interpolacion aritmética

Proposicién 8

Se pueden intercalar n términos entre dos nimeros cualesquiera, a y b, con

b > a, de manera que la diferencia, d, entre cada dos términos consecutivos

del conjunto resultante sea la misma, es decir, los n + 2 términos resultantes

siguen una progresion aritmética. La expresion para dicha diferencia sera:
b—a

d= .
n—1

Demostracién 8

Sea {a,} una progresién aritmética. Sean los términos a; = a y a,+2 = b. Se

debe cumplir que a,.2 = a; +d- (n+ 1), por lo que:

_b—a_an+2—a1_a1+d~(n—|—1)—a1_d-(n+1)_d
n4+1 a4+l n+1  on+1

3.3.4. Series aritméticas

Definicién 9
Dada una sucesion aritmética {a, }, llamaremos serie aritmética a una nueva

sucesion, {S,}, definida de la siguiente forma:

S,=a1+ay+ ...+ a,_1+a,
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Proposicion 9

Si {S,} es una serie aritmética (construida a partir de una sucesién aritmética

{a,} de diferencia d), entonces su término general viene dado por la férmula:

Sn:g'n2+<a1—g>~n.

Demostracién 9

Sea {S,,} una serie aritmética formada a partir de una progresién aritmética
{a,}. Sabemos que el término general de {a,} es a, = a;+(n—1)-d y que la

suma de los primeros n términos consecutivos de {a,} se puede expresar de

n-(a1+an)

5, por lo tanto:

la forma S,, =

_n-(a1+ay)

S, = >
~n-(a+a+(n—-1)-d
N 2

2 d
=N a1+%d—7n
d d
—5 n+(a1—§> n

Proposicion 10

Si {S,} es una serie aritmética (construida a partir de una sucesién aritmética

{a,} de diferencia d), se verifica que:

= Sid > 0, la serie no estd acotada superiormente, es decir:
VM € Rt ,3ng € N/S,, > M,Vn > ny.

= Sid <0, la serie no esta acotada inferiormente, es decir:
VM € R™,3ng € N/S,, < M,Vn > ny.

Demostracién 10

Sea {5, } una serie aritmética. Entonces tenemos que:

d d d
S, > M <— §-n2+<a1—§>-n>M = §-n2+<a1——>-n—M>O.

Esta inecuacién se resuelve mediante las soluciones de la ecuacién de segundo

grado asociada % -n? + (a1 — %) -n — M = 0, cuyo discriminante sera

2
A= <a1 — g) +2d-M > 0, por ser d y M positivos. Ademas, por esto mismo,
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2
tenemos que A > (al — g) = +VA >

la ecuacion seran:

a; — %‘ Entonces, las soluciones de

¢ o VE 4 aivE
7 ) 2 — d 9
que son de tal modo que ny < 0y ngy > 0.

ny =

Por ser el coeficiente de n? positivo, sabemos que la inecuacién se cumplirfa

Si:

= n < n; — imposible por ser n natural y x; negativo.

= n > ny — siempre posible, por ser R un cuerpo arquimediano.

En definitiva, si la diferencia de una progresién aritmética es positiva, y dado
un numero positivo arbitrariamente grande, siempre podremos encontrar un
término de la serie aritmética mayor que el nimero dado. Ademas, todos los

términos a partir de éste son mayores aun.

De manera semejante se puede demostrar que si la diferencia es negativa
podemos encontrar un término de la serie a partir del cual todos los términos son

menores que un numero real negativo dado.

Podemos concluir que la tnica opcién para que una serie aritmética sea

convergente es que su diferencia d = 0.

3.4 Progresiones geométricas

3.4.1. Definicion. Término general

Definicién 10

Diremos que una sucesién de nimeros reales {a,, } es una progresién geométrica
si el cociente entre un término y el inmediatamente anterior es un valor

constante r, que llamaremos razon, es decir:

. 2 B k+1
{a,} es una progresién geométrica <= Lam g r, VkeN
Qg
Proposicién 11

El término general de una progresién geométrica tiene la forma

a,=r"1-a;, VYneN.
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Demostracion 11

Sea {a,} una progresién geométrica de razén r. Entonces tenemos lo siguiente:

g =T-aq
— _ 2

as =T-Q =T -7T-a1 =7T"-a;
— — 3

as =T-a3 =7 -Qa

as =T*-ay
— _ n—1

Ap =T -Qp—1 =T -y

Proposicion 12

Toda progresiéon geométrica {a,} es una sucesioén recurrente de segundo orden.

Demostracion 12

Sea {a,} una progresién geométrica de razén r. Entonces tenemos lo siguiente:

In+2 _ Ontl gy e N
— )

Q41 Qp
y por tanto:
2
a
1
Unyo = L Vn e N.
an

3.4.2. Propiedades de las progresiones geométricas

En este apartado enunciaremos y demostraremos algunas propiedades de las
progresiones geométricas. No se muestran las demostraciones de las tres primeras

propiedades por ser analogas a las de las progresiones aritméticas.
Proposicién 13

Sea {a,} una progresién geométrica. Entonces, ésta queda determinada si se

conoce un término cualquiera ay y la razéon r. En conreto:

an =ax -, VneN
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Proposiciéon 14

Si consideramos una progresién {a;}, con valores extremos a, y a,, donde
p < @ < @, obtenida como subconjunto finito de una progresion geométrica
{a,}, entonces el producto de dos términos equidistantes de dichos extremos

es igual al producto de estos extremos.

Proposicién 15

El producto de los n primeros términos consecutivos de una progresion

geométrica se puede expresar de la forma:

Proposicién 16
La suma de los n primeros términos consecutivos de una progresion geométrica

de razon r # 1 se puede expresar de la forma:

r*—1
r—1"

S% = aj -

Demostraciéon 13

Sea {a,} una progresion geométrica. Si se resta la progresién a otra equivalente

a si misma multiplicada por r tenemos:

(r—=1)-S,=r-5,—5,
=(r-a+r-a+..+r-a,)— (a1 +as+..+ay,)
=(ag+as+..+a,+r-a,) — (a1 +ay+..+a,)

=r-a, —a
=r"-a; —a
=ap-(r"—1).

r"—1
r—1

Despejando de la expresion anterior obtenemos S,, = a1
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3.4.3. Interpolacion geométrica

Proposiciéon 17

Se pueden intercalar n términos entre dos nimeros cualesquiera, a y b, con
b > a, de manera que la razén, r, entre cada dos términos consecutivos del
conjunto resultante sea la misma, es decir, los n+2 términos resultantes siguen

una progresion geométrica. La expresion para dicha razén sera:

r= "+\l/E
a

Sea {a,} una progresiéon geométrica. Sean los términos a; = a y a,+2 = b. Se

Demostraciéon 14

debe cumplir que a,42 = a;7™ !, por lo que:
n+1
r = n+\1/§ = @Al _Cln+2 — ®arl —(117" = " Tn+1 =7r
a aq aq

3.4.4. Series geométricas

Definicién 11
Dada una sucesiéon geométrica {a,}, llamaremos serie geométrica a una

nueva sucesion, {S,}, definida de la siguiente forma:

S,=a1+ay+ ...+ a,-1+a,

En el caso que r = 1, la serie geométrica tiene como término general S,, = n-aq,

y si r = —1, éste término general es Sy, = 0,5,.1 =a; Vn € N.

Vamos a estudiar la variacién de los términos de S,, en funcién de la razén de
la progresion, tal como hicimos con la serie aritmética y su diferencia. En primer

lugar, estableceremos una serie de proposiciones sobre las series geométricas.
Proposicion 18

Dador e R,r > 1, sing,n; € Ny ny >ng— r™ > rho.
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Demostracion 15

Como r > 1, debido a la compatibilidad del producto con la relacién de orden,
podemos multiplicar los dos miembros de la desigualdad por r tantas veces

como deseemos, con lo que se obtiene:

r>1,7r2 > > 2 L ptetl s pno et s il

Uniendo las desigualdades obtenemos 7™t > r™ =1 > > protl 5 pno,

Proposicién 19

Dador e R,0<r <1, sing,ni € Nyn; >ng—1>7r" >r" > (.

Demostracion 16

. / / . o oy o
Consideramos r’ = % >1—7r"™ >r" > 1, aplicando la proposicion anterior.

Pero esto es equivalente a que 1 > 7™ > r™ > (.

Proposicién 20

Dador eR,|r| > 1, y M € Rt — 3ng € N/|r|" > M Vn > ny.

Demostracién 17

Sean r € R |r| = a > 1,y M € R*. Entonces 36 € R,0 < f/a =1+ 5.
En ese caso, si calculamos |r|™ = (1 + )",n € N, aplicando el binomio de

Newton:

r|* = (g) + (T)ﬂ+ (Z)BQ+...+ <Z>6”: 1+nf+K, KEeR".

Por tanto, |r|™ > 1+nf. Si exigimos que 1+nf > M tenemos una inecuacién
M-1
B8
un ng € N que cumplird esta condicion, y entonces tendremos que si n € N es

tal que n > ng — |r|* > |r|"™ >1+np > M.

que se cumple con seguridad si n > € R. Por ser R arquimediano, existira

Proposiciéon 21

Dador e R,|r| <1, ye € Rt — 3ng € N/|r|" < e Vn > no.
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Demostraciéon 18

Sean r € R, |r|* = é <1, ye € RT. Entonces, a > 1y % € R, por lo que,

segun la proposicién anterior, Ing € N/a™ > % sin € Nyn > ng. Pero esto
1

an’

es equivalente a decir que € > |r|" =

A la vista de los resultados anteriores podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1

Si {S,} es una serie geométrica, obtenida a partir de una progresién geométrica
{a,} de razén r, su término general dependerd del valor de r, siendo de la
siguiente forma:

n

s Sifr|#1: 8, =a; - °=.

r—1

m Sir=1:5,=n-a;.

s Sir=-—1: S2n = 0,82n+1 = aj.

Demostracién 19

Sea {S,} una serie geométrica, cuyo término general, si |r| # 1, es de la

siguiente forma:
r" — 1

r—1"~

= k es una constante. En definitiva, S, = k(r" — 1),

Sn:(ll

al
r—1

siempre que r # +1. Supongamos que a; > 0. Distinguiremos entonces tres

donde la fraccién

casos, dependiendo de la razon r:

1 |r|>1
1.1. Si r es positivo sabemos, por la primera de las proposiciones
anteriores que el valor de r™ se hace arbitrariamente grande, mayor
que cualquier nimero positivo, M, que deseemos. Si deseamos que
S, > M', M' € Rt tenemos:

!/

M
k(r" —1) > M' < 7“”>7+1.

Aplicando la tercera proposicién con M = MT/ + 1, tendremos que
Ing e N/|r|* > M < S, > M Vn > ny.

1.2. Si r es negativo sus potencias cumplirdan que 72" > 0 y 2! < 0,
Vn € N. Ademds, como k = %5 < 0, y |r[" > 1, tendremos que
Sont1 >0y S, <0,Vn € N.

Entonces, la subsucesién S5, tiene términos que se hacen mayores

que cualquier niimero positivo que se desee, aplicando el apartado
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anterior. Es facil ver, de manera semejante, que la subsucesién
S, tiene términos menores que cualquier nimero negativo que se
quiera.
2. rl <1
En este caso sabemos que Ve € RT3ng € N/ sin > ng — € > |r|". Como
S, = k(r"—1) y el término r" estd tan cerca de 0 como queramos en valor
absoluto, serd 16gico suponer que S,, se acerca tanto como queramos a

—Fk, en valor absoluto. Veamoslo:

S0 = (=K)| = |Sn + k| = [E(r" = 1) + k| = [kr"| = |K[|r|".

Si deseamos que |k||r|™ < € donde € € RT, basta con que |r|" < % =&

cosa que sabemos que se cumple a partir de un cierto ng € N.
En resumen, Ve € R™3ng € N/ si n > ng — |5, — (—k)| < €. De donde

podemos asumir con toda légica que la suma de los infinitos términos

de una progresién geométrica de razén r, tal que |r| <1, es S = —k, es
decir:
aq
g —
1—r
3. Irl=1

Si r = 1, tenemos una sucesion constante a,, = a1, que coincide con una
progresion aritmética de diferencia 0. En este caso, .S,, = nay, que se hace
tan grande como queramos si a; > 0 y tan negativa como queramos si
a; < 0.

Si r = —1, tenemos una sucesién a,, = (—1)""'ay, con lo que as, = —ay

y aont1 = a1 Vn € N. Entonces, S5, =0y Sopi1 =a; Vn € N.
3.5 Otras progresiones
Existen muchos tipos de sucesiones. En este apartado presentaremos algunos otros

tipos, aparte de las progresiones aritméticas y geométricas ya vistas en apartados

anteriores.
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3.5.1. Progresiones armonicas

Definiciéon 12

Diremos que una sucesién de nimeros reales {a, } es una progresién arménica

si su término general viene definido por la siguiente expresion algebraica:

1
n— . 1 7b R °
a pP—— a,beRya#0

Para el caso particular en que a = 1 y b = 0 se obtiene una progresién armoénica

n 1

que da lugar a la famosa serie arménica: S, = )\ | 7, cuyos términos son conocidos

por su relacién con los sonidos arménicos que producen las cuerdas sometidas a la
111

19939 40"

serie es divergente y se suele usar para estudiar otras series por comparacion con

misma tension y de longitudes 1 ., relacion descubierta por Pitagoras. Esta

ésta.

3.5.2. Progresiones aritmético-geométricas

Definicién 13

Diremos que una sucesién de niimeros reales {a, } es una progresion aritmético-
geométrica si su término general viene definido por la siguiente expresion

algebraica:

a,=(a-n+b) ", a,b,ceR, dondeay cno seanulan simultdneamente.

Observamos que si ¢ = 1 se obtiene una progresion artimética y si a = 0 una

progresion geométrica.

3.5.3. Progresiones hipergeométricas

Definicién 14

Diremos que una sucesiéon de numeros reales {a,} es una progresién
hipergeométrica si el cociente entre un término y el inmediatamente anterior es
una funcion que depende de la posicion de esos términos dentro de la sucesion,

es decir:

a an +
o ﬁ, Vk €N, «,B3,7€R, donde @y v no se anulan a la vez.
ay an + 7y

Observamos que si a = 0 se obtiene una progresion geométrica de razén r = g
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3.5.4. Progresiones aritméticas de orden superior

Definicién 15

Dada una sucesién {a,} llamaremos diferencia de orden 1 de {a,} a la
sucesiéon {Aa,}, donde:

Aay, = Qpy1 — Q.

Definicién 16

Dada una sucesion {a,} definiremos por recurrencia la diferencia de orden

k, con k > 1, de {a,} a la sucesién {A*a,}, como:
Af{a,}, = AN a, ).

Ejemplo 4

Segun la definicién de diferencia de orden k, la diferencia de orden 2 para la

sucesion {a, } adoptaria la siguiente forma:
2
A%a, = Gpyo — 20p41 + Ap.

Ejemplo 5

Segun la definicién de diferencia de orden k, la diferencia de orden 3 para la

sucesion {a, } adoptaria la siguiente forma:

3
A’a, = apy3 — 3api2 + 30,411 — Ay

Teorema 2

Dada una sucesion {a,} llamaremos diferencia de orden k de {a,} a la

sucesién {A*a,}, donde:

Ara, = Z(—w‘ (’:) Gt
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3.6 Aplicaciones

Vamos a hacer referencia a dos de las miltiples aplicaciones de las sucesiones y las

series.

3.6.1. Calculo de la fraccién generatriz de un numero

decimal periodico

Sea el numero decimal N = ejes...ep, €1Ca...Cqd1ds...d,... que tiene infinitas cifras

decimales formadas por una parte no periddica (c;...¢,), y otra periédica (d;...d,...).

Al ntimero e;e;...e,, lo llamaremos E,,, el ndmero c;...c, serd D,, mientras que
el nimero d;...d, serd D,. Definidas estas variables podemos representar el ntimero

decimal, N, completo de la siguiente forma:

N = Ep + D107+ " D,10~ @),

=1

Asi mismo, podemos definir un nimero entero N’ de la siguiente forma:

N' = E,,107*? 4+ D,10° + D,

que no sera mas que el nimero obtenido de juntar la parte entera de N con la parte
decimal hasta el punto anterior a que el periodo comience a repetirse. De forma
analoga podemos definir otro ntimero N” similar a N’ pero contando sélo con la

parte decimal no periddica:

N" = E,,10¢ + D,.

Si nos fijamos, el sumando del sumatorio en la expresion de N corresponde con
una serie geométrica, cuya progresion asociada tiene un valor inicial a; = DplO*(qup)
y razon de la forma r = 107P. Dado el valor de la razon, sabemos que esta serie sera

convergente, y podremos expresarla de la siguiente forma:

a1 Dylo"letr D,
S 1l—r  1-10"  107(10p — 1)’

S

Aplicando el valor de la serie a la expresion original del nimero N obtenemos:

_ E,109 — E, 109 + D210 — D, + D,  N'—N"

N = .
109(107 — 1) 109(107 — 1)
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Ejemplo 6
Sea N = 24,87197197197.... Segin las expresiones anteriores, su fraccién
generatriz seria de la forma:

2487197 — 2487 2484710 248471

— = (fraccién irreducible).
102(10° — 1) 99900 9990

Podemos realizar dos particularizaciones a la expresion anterior:

1. Si N es un numero decimal periédico puro tendriamos tanto que ¢ = 0 como
que D, = 0, por lo que las expresiones de N, N” y N quedarian de la siguiente

forma:
N =E,,107 + D,,
N// — E
B N — E,,
olp—1-
Ejemplo 7

Sea N = 24,197197197.... Segtn las expresiones anteriores, su fraccion

generatriz seria de la forma:

24197 —24 24173

= (fraccién irreducible).
103 -1 999

N

2. Si N es un nimero decimal periédico puro, conp = 1y D, = 9, las expresiones

resultantes serian las siguientes:

N’ =10E,, + 9,
Nl/ — Em,

N —E,
10—1

_ 10E,+9-E,

N 9
En(10—1)+9

N 9

=FE,, +1,

demostrando de esta forma que cualquier nimero decimal periédico puro, con

periodo de 9 es en realidad el siguiente niimero entero.
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Ejemplo 8

Sea N = 24,999.... Segun las expresiones anteriores, este nimero decimal

seria en realidad:
N =24+1 = 25.

3.6.2. Matematica financiera

Veamos algunos ejemplos de operaciones econdémicas comunes en las que
intervienen progresiones aritméticas y geométricas.

Interés simple

Un capital esta colocado a interés simple cuando las ganancias del capital se
retiran y no se acumulan al capital para continuar generando beneficios. Si un capital
Cy se coloca con un interés anual simple r % anual, durante ¢ anos el interés generado

es:

i=Chort,

y el capital acumulado al final del periodo:

Ct:CO+i:CO'<1+T't).

Por tanto, cada ano el capital aumenta en Cj - » unidades, es decir, el capital

acumulado forma una progresién aritmética de diferencia Cj - r.
Ejemplo 9

Si colocamos un capital Cy = 10000 € a un interés anual simple r = 3%,

durante 7 anos, obtendremos un capital acumulado total de:

C =10000 - (1+0,03-7) = 12100 €.

Interés compuesto

Si las ganancias de capital generadas por los intereses se acumulan al capital
para seguir generando beneficios, entonces hablamos de interés compuesto. Cuando
un capital Cj se coloca a un interés anual del r % durante t anos, el capital acumulado

al final del primer ano es:

Cl = 00(1+T)
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Si dejamos todo el capital durante el segundo ano, acumularemos:

Csy = Cl<1 —|—7”) = Co(l +T>2.

Y al cabo de ¢t anos:

Ct = Co(l + T)t.
Observamos que se trata de una progresién geométrica de razon (1 + r).

Ejemplo 10

Si colocamos el mismo capital del ejemplo anterior, durante los mismos anos,
pero a un interés compuesto de r = 3 %, obtendremos un capital acumulado
total de:

C = 10000 - (1 + 0,03)" = 12298,74 €.

Anualidades de amortizacién

Supongamos que recibimos un préstamo de capital Cjy a un interés anual fijo
r % a devolver en t anos. Tendremos que calcular la cantidad fija C' a devolver

anualmente.

Si la deuda se amortiza en t afios, ésta se acaba convirtiendo en Cy = Co(1+7r)".
Las anualidades pagadas C' también producen intereses que hay que descontar:

» La primera anualidad se convierte en C(1 + )1,

» La segunda anualidad se convierte en C(1 + )2,

= La tdltima anualidad no genera intereses, por lo que permanece siendo C'.

Se debe cumplir que la cantidad a pagar es igual a las cantidades amortizadas,

es decir:

Co(l+7r)!=C+CA+r)+..+CA+nr)2+C1+7r)""

El segundo miembro es la suma de t términos de una progresion geométrica

cuyo primer término es C'y de razén 1 + r, por tanto:
1+7r)f—1 r(1+7)

— _
00(1+T) _C(l—I—T)—l :>O—Oo(1+r)t_1.
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Ejemplo 11

Si recibimos un préstamo de Cy = 10000 € a un interés fijo r = 2 %, a devolver

en 10 anos, tendremos que devolver una cantidad fija anual de:

0,02(1 + 0,02)10
(1+0,02)0 —1

C = 10000 - =1113,27 €.
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Capitulo 4

FUNDAMENTACION DIDACTICA

La investigacién en el area de la didéctica de las matematicas es un pilar fundamental
de cara a la mejora continua de la labor pedagdgica del profesorado. Esta
investigacion debe tener un claro componente de transferencia hacia los docentes,
de forma que se les ayude en su labor de educacién de los alumnos, no sélo desde
un punto de vista del profesor (cémo ensenar mejor), sino desde un punto de vista

del alumno (cémo aprender mejor).

Para la realizacion de este capitulo nos hemos centrado en el estudio del
trabajo de la tesis doctoral de la profesora Maria Consuelo Canadas Santiago,
de la Universidad de Granada, basado principalmente en las caracteristicas y
problemas surgidos durante el empleo del proceso de razonamiento inductivo durante
la resolucion de problemas sobre sucesiones por parte de alumnos de 3° y 4° de ESO.
Para el desarrollo de la investigacion se analizan las producciones realizadas en la
resolucién de 6 problemas distintos para una muestra de alumnos pertenecientes a
los cursos anteriores en distintos centros ptblicos espanioles. Uno de los problemas
empleados en el estudio, y que mas trabajos adicionales ha generado posteriormente,

es el denominado Problema de las baldosas, del que trataremos mas adelante.

Ademas, dicho estudio reforzara nuestra tesis de los beneficios de impartir los
conocimientos de sucesiones posteriormente a los de geometria. Concretamente, las
producciones principales en las que nos vamos a centrar seran las siguientes, aunque

varias mas han sido tenidas en cuenta y se citaran durante el capitulo:

» Canadas, M. C. (2007). Descripcion y caracterizacion del razonamiento
inductivo utilizado por estudiantes de educacion secundaria al resolver tareas
relacionadas con sucesiones lineales y cuadrdticas. (Tesis Doctoral, Granada:
Departamento de Didéctica de las Matemaéticas de la Universidad de Granada).

» Canadas, M. C., Castro, E., & Castro, E. (2008). Patrones, generalizacién
y estrategias inductivas de estudiantes de 3° y 4° de Educacién Secundaria
Obligatoria en el problema de las baldosas. PNA, 2(8), 137-151.

» Canadas, M. C., Castro, E., & Castro, E. (2011). Graphical representation
and generalization in sequences problems. En M. Pytlak, R. Rowland y E.
Swoboda (Eds.), Proceedings of the Seventh Congress of the European Society
for Resarch in Mathematics Education (pp. 460-469). Rzeszéw, Polonia:

Universidad de Rzeszéw.
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Segun Canadas (2007) el razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que
permite avanzar en el conocimiento mediante la obtenciéon de mas informacion de
la que aportan los datos iniciales con los que se inicia el proceso. Podriamos decir
que el razonamiento inductivo es el proceso que finaliza en la obtenciéon de un caso
general partiendo de casos particulares, valido para cualquier otro caso particular.
Diferentes autores relacionan el razonamiento inductivo con el incremento del
conocimiento cientifico y matematico (Mill, 1869; Neubert y Binko, 1992), ademés
de ser considerado como una potente herramienta heuristica para la resolucion de

problemas (Polya, 1965).

Las sucesiones son un contenido matematico idéneo para el trabajo y estudio del
razonamiento inductivo. Polya (1996) destaca una serie de contenidos matemadticos
adecuados para dicho estudio, divididos principalmente entre los campos de la
Geometria Sélida y la Teoria de Numeros. Se considera que esta ultima rama de las
matematicas posee unas caracteristicas especiales que hacen que sus propiedades,
teoremas y problemas sean altamente propensos a ser demostrados mediante
induccién. Ademas, existen diversos estudios sobre razonamiento inductivo en anos
recientes que emplean las sucesiones para estudiar el comportamiento de los alumnos

de cara al razonamiento inductivo (Castro, 1999; Garcia, 1998; Orton y Orton, 1994).

Segun Pdlya, el razonamiento inductivo se compone de tres pasos, o elementos
individuales bien diferenciados, mientras que estudios mas recientes amplian dicha
teoria a siete pasos distintos (Canadas y Castro, 2007). Una comparativa de estos

pasos puede encontrarse en la tabla 4.1.

Pasos segiin Canadas y Castro

Pasos segun Pdlya
s 4 (2007)

. Estudio de casos particulares.

. Organizacién de casos particulares.

1
2
) ) 3. Identificacion de un patrén.
1. Estudio de casos particulares. 4
2.
. : o
3. Comprobacion de conjetura con

nuevos casos particulares.

7. Demostracion de la generalizacion

con nuevos casos particulares.

Tabla 4.1: Elaboracién propia. Comparativa y equivalencia entre los pasos del
razonamiento inductivo defendidos por distintos autores. Fuente: (Canadas, Castro
y Castro, 2008).
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Los dos pasos que pueden considerarse primordiales en este proceso, sin
menoscabar la importancia de los demas, son la identificacion de un patron, o una
regularidad, presente en los casos particulares y la generalizacién de dichos casos.
La generalizacion se alcanza cuando los estudiantes son capaces de identificar un
patron subyacente en una serie de casos particulares y lo aplican correctamente a
otros casos particulares distintos (Canadas, Castro y Castro, 2011). El estudio de
estos pasos se realiza, como ya se ha mencionado anteriormente, a través de las
producciones de los alumnos, concretamente con las del problema de las baldosas
(figura 4.1), que no dejan de ser la representacion externa de las ideas matematicas

que ellos deben, en primer lugar, haber representado internamente.

Imagina que tienes unas baldosas cuadradas blancas v otras baldosas
cuadradas grises. Las baldosas blancas v las baldosas grises son del
mismo tamario. Hacemos una fila con las baldosas blancas:

Rodeamos las baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra
el dibujo:

- (Cudntas baldosas grises necesitarias si tuvieras 1320 baldosas blan-
cas y quisieras rodearlas de la forma que lo hemos hecho en el dibujo?

- Justifica tu respuesta.

Figura 4.1: Enunciado del problema de las baldosas. Fuente: Canadas, Castro
y Castro (2008).

Para la posterior generalizacion, tan importante como la simple identificacién de
un patron es que dicho patron sea adecuado y coherente con los casos particulares que
se suministran en el problema. Sin embargo, en Canadas et al. (2008) se comprueba
que estas dos variables (deteccién de patrén - creacion de generalizacion) tienen una
fuerte dependencia, siendo el porcentaje de alumnos que generalizan tras identificar

un patrén adecuado del 85 %.

La representacién externa de las ideas matematicas de la que hablabamos
anteriormente es otro de los elementos fuertemente relacionado con el razonamiento
inductivo (Stenning y Monaghan, 2005). Las cuatro formas distintas de
representacion que se pueden realizar en un proceso de generalizacién de patrones

son las mostradas en la figura 4.2.
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S. REPRESENTACI‘(:‘JN DE
SUCESIONES DE NUMEROS

NATU‘RALES
Numérico }« +{ Grifico ‘ Algebraico|q— g Verbal
ri de

I~ Nu:menca Recta rmLftyrencia

simple || numérica
|| Desarrollo Ejes Forma

| arifmético | cartesianos polinémica

Tabla de Configuraciones

valores | discretas

Figura 4.2: Diferentes formas de representacion de los elementos de una sucesion.
Fuente: Canadas y Castro (20006).

Algunos ejemplos de los sistemas de representacién se muestran a continuacion,

empleando como ejemplo la sucesion de los niimeros pares:

= Numérica simple: 2, 4, 6, 8, ...
= Desarrollo aritmético: 2, 2+2, 2+2+2, 24+2+42+42,...

= Ejes cartesianos:

Figura 4.3: Elaboracion propia. Primeros términos de la sucesién de los ntimeros

pares en un diagrama cartesiano.

= Ley de recurrencia: a, = a, 1 +2, Vn>1cona; =2.
= Verbal: bastaria con expresar sucesion de los nimeros pares.

Como también se comprueba facilmente, los términos k-ésimos de una sucesion
se podran representar de todas las formas excepto de la algebraica, mientras que los
términos generales se podran expresar tanto algebraica como verbalmente.

Hemos mencionado previamente la potencia del razonamiento inductivo como
herramienta para la resolucién de problemas. Esta herramienta, que adopta el
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nombre genérico de estrategias inductivas, se compone de tres partes fundamentales.
Las dos primeras ya las hemos mencionado: los elementos implicados en el proceso
inductivo (términos k-ésimos y término general) y los sistemas de representacién
(numérico, grafico, algebraico y verbal). La tercera de ellas sera las transformaciones
que los alumnos pueden realizar entre los distintos sistemas de representacion

durante la resolucién del problema (Canadas et al., 2008).

Se pueden realizar transformaciones del sistema de representacién dentro de un
mismo elemento implicado y transformaciones al pasar de un elemento a otro de
tipo diferente, es decir, transformaciones al tratar los términos k-ésimos, al tratar el
término general y al pasar de un término k-ésimo al general o viceversa. Todas las
posibles transformaciones pueden ser consultadas en la Tabla 1 de (Canadas et al.,
2008). A modo de ejemplo mostramos a continuacién la solucién al problema de las

baldosas realizada por un estudiante (figura 4.4).

@R (40

26%+ 6~ 269 paldose s -
St peces fam o oo ble de baldesas blancas  was &3
baldosas e codde ¢ plromeo.

Figura 4.4: Resolucién de un estudiante. Fuente: Canadas, Castro y Castro (2008).

Podemos comprobar que el estudiante realiza una primera transformacion del
sistema grafico (sistema en el que viene dado el enunciado) al sistema numérico (en el
producto de 1320 y 2). A continuacién realiza una transformacién sintéctica dentro
del sistema numérico (al pasar de la solucién del producto previo a la solucién de
la suma por la que obtiene 2646 baldosas), mientras que alcanza la generalizacién
mediante una transformacién del sistema numérico al sistema verbal (al pasar de la

solucién numérica previa a enunciar la solucién final de forma verbal).

De estos estudios también se deduce que el trabajo de razonamiento inductivo,
y mas concretamente del paso de la generalizacion, se considera una de las mejores
puertas de entrada a la introduccién de los estudiantes al dlgebra (Radford, 2010).
Ademés, los autores destacan que el 95% de los alumnos que generalizan en el
estudio sobre el problema de las baldosas lo hacen de forma verbal, obviando el

resto de posibilidades de representacion.

Parte de este estudio se centra en qué papel tiene la representacién grafica en
el proceso de generalizacién, llegandose a la conclusion de que dicha representacion

grafica parece ayudar a los estudiantes a generalizar algebraica o verbalmente y de
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esta forma obtener casos particulares para las sucesiones. De esta forma, el estudio
concluye que se puede considerar a la representacion gréafica como una forma de
desarrollar el pensamiento algebraico y la expresion de la generalizacion verbal o

algebraicamente (Canadas et al., 2011).

Ademads, una consecuencia practica de estos estudios es que seria deseable
realizar tareas en diferentes contextos para mostrar a los estudiantes el dlgebra como
una forma de generalizacion. Trabajar con tareas de generalizacion comenzando
con casos particulares expresados en diferentes formas de representacion seria muy
enriquecedor y mejoraria las capacidades de razonamiento inductivo, dado que
ayudaria a los estudiantes a relacionar el dlgebra con otras representaciones aparte

de la numérica o la verbal.

Como se desprende de este andlisis las sucesiones representan un concepto
matematico verdaderamente rico de cara al alumnado, no sélo desde el punto de
vista puramente curricular, sino de cara al reforzamiento del razonamiento inductivo.
Algunas de las conclusiones que podemos extraer del andlisis de estos estudios son

las siguientes:

= El trabajo previo con geometria ayuda al trabajo con sucesiones, dado que
el empleo de representaciones graficas tanto en los enunciados como en la
generalizacién de patrones es bastante comun.

= El trabajo con sucesiones beneficia el desarrollo del razonamiento inductivo.

= El razonamiento inductivo resulta ser una buena estrategia de resolucion de
problemas, ademés de considerarse una forma de hacer mas accesible el dlgebra

a los alumnos.
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Capitulo 5

UNIDAD DIDACTICA

5.1 Titulo

La unidad didéctica (UD) que serd objeto de estudio en el presente TFM, y cuya
programacion vamos a desarrollar a lo largo de este capitulo, llevara el nombre de
Sucesiones, incluyéndose en la asignatura Matematicas orientadas a las ensenanzas

académicas, correspondiente al nivel de 3° de ESO.

5.2 Justificacion

En la presente seccion defenderemos, desde varios puntos de vista, la necesidad de
la inclusion en el temario de una UD referente a sucesiones, que abordara también

el concepto de serie.

5.2.1. Justificacion curricular

Segtin el Real Decreto 1105/2014, en el curso de 3° de ESO de la asignatura
de Matematicas orientadas a las ensenanzas académicas se deben estudiar una serie
de contenidos relacionados con el manejo de sucesiones y progresiones. En el Real
Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre de 2014 p. 392, podemos encontrar los

siguientes contenidos:

Investigacién de regularidades, relaciones y propiedades que aparecen en
conjuntos de numeros. Expresion usando lenguaje algebraico. Sucesiones

numéricas. Sucesiones recurrentes. Progresiones aritméticas y geométricas.

Dada la limitada extension de los contenidos referentes a sucesiones, todos ellos
pueden integrarse en una unica UD. Sin embargo, tal y como ya se ha mencionado
anteriormente durante el andlisis de los libros de texto, optaremos por colocar esta
UD tras el bloque de geometria, justo antes del inicio de las unidades referentes a

funciones reales de variable real, en lugar de al final del bloque de niimeros y algebra.

Este cambio se debe a nuestra consideracién de que, por un lado, haber visto la

parte del curriculo referente a geometria puede ser de gran ayuda en la explicacién
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grafica de las sucesiones y las series (Canadas et al., 2011), mientras que por otro
lado, el manejo de sucesiones, y especialmente el trabajo con su término general,

puede ser una gran introduccién al trabajo con funciones reales de variable real.

5.2.2. Justificacién social y/o profesional

Las sucesiones en si mismas no son el concepto matematico mas utilizado en la
vida cotidiana, sin embargo, el manejo de las mismas esta intimamente relacionado
con el desarrollo de las capacidades de razonamiento inductivo de los alumnos.
Este tipo de razonamiento, en el que se va de lo concreto a lo general, si que es

ampliamente empleado en el dia a dia de cada persona (Garcia y Carretero, 1986).

Uno de los ambitos donde si que se emplean las sucesiones, tanto numeéricas
como pictoricas, es el de los examenes de oposiciones, especialmente aquellas
relacionadas con las Fuerzas y Cuerpos de Seguridad del Estado. En este tipo de
oposiciones siempre estda presente una fase de test psicotécnicos, los cuales incluyen

pruebas relacionadas con las sucesiones, como las mostradas en la figura 5.1(a) y la
figura 5.1(b).

£ Qué figura continda?

clolololo 1|7
OOOO® |=Ll LN

A B Cc D

(a) Ejercicio cldsico de razonamiento sobre (b) Ejercicio de eleccién para completar la
la posiciéon de las manecillas del reloj. sucesién de figuras. Fuente: (Kevinrm40,
Fuente: (Rivera, 2017). 2015).

Figura 5.1: Ejemplos de ejercicios de los test psicotécnicos en oposiciones de acceso
a Policia Nacional.

Otra utilidad importante, esta vez del concepto de serie, es el del ambito
financiero, donde los calculos de intereses o amortizaciones con interés simple o
compuesto siempre han sido realizados empleando series aritméticas o geométricas,
respectivamente. Sin embargo, su empleo directo ha caido en desuso ante la apariciéon

de herramientas ofimaticas que “camuflan” su manejo.
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5.2.3. Justificacion interna

El manejo adecuado de las sucesiones y las series, y especialmente de su término
general, puede ser una introduccion muy conveniente a las unidades didacticas que se
impartirian a continuacién de esta, siempre segin nuestro criterio. Segun el curriculo
establecido, las unidades didacticas que se impartirian a continuacién serian todas

aquellas relacionadas con las funciones reales de variable real.

Si consideramos las sucesiones como funciones reales de variable natural, éstas
pueden ser asemejadas a los alumnos como un caso particular de las funciones de
variable real, realizando una analogia similar a cuando se introducen los nimeros

reales como una ampliacion de los niimeros enteros.

Si bien el estudio de las sucesiones no es tan crucial en el resto de la trayectoria
educativa obligatoria de los alumnos como si lo son otros contenidos o ramas de
las matematicas, el estudio de las series particularmente se torna de trascendental
importancia en muchas ramas de la ingenieria, como puede ser el caso de las
series de Fourier (Cardenas, Gémez, Jiménez y Sanchez, 2013). Este tipo de series
nos permiten aproximar una funcién arbitraria mediante una funciéon peridédica
obtenida como sumatorio de sinusoides, y es de amplia utilizacion en ingenieria
eléctrica, andlisis de vibraciones o procesamiento de senales. Fuera del ambito de la
ingenieria también son empleadas en campos como la econometria, tal y como puede

comprobarse en el capitulo 10 de Fishman (2013).

Un andlisis mas detallado de las series de Fourier pueden encontrarse en
Bracewell (1986) o en Meikle (2004).

5.2.4. Justificacion por su relaciéon con otras disciplinas

Tal y como se menciona en Béez (2008), es muy interesante comprobar cémo,
pese a ser desconocido para la poblacién en general, en ciertos campos de la ciencia
aparentemente alejados de la rigurosidad matematica, como la boténica o la musica,
resulta perceptible un comportamiento matematico definido por elementos de las

sucesiones. Especialmente relevante en esta situacion es la sucesién de Fibonacci.

La zoologia fue uno de los primeros campos en los que se pudo advertir la
presencia de la sucesién de Fibonacci en la naturaleza. La propia sucesion surgié
como respuesta a un problema sobre la cria de conejos (figura 5.2(a)), donde se
determiné que, a partir de una pareja de conejos jévenes, éstos se irdan reproduciendo
cuando alcancen la edad minima para ello, siguiendo reproduciéndose tanto ellos
como su descendencia, cuando tengan la edad necesaria, cada mes. La cantidad
de parejas de conejos en cada mes determina la sucesién de Fibonacci (Bortner

y Peterson, 2016).
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Si nos desplazamos al campo de la botanica podemos encontrar la sucesién de
Fibonacci en multitud de elementos. Concretamente, la estructura de las semillas de
girasol (figura 5.2(b)) siguen una sucesion de Fibonacci, de forma que cada vez que
nace una nueva semilla empuja a las anteriores, formando una estructura en espiral.
Un estudio detallado, ademas de mas imagenes relacionados, puede encontrarse en
Swinton, Ochu y Consortium (2016).

19 mes " II 1 pareia
2 mes II Il Dparsias

P Y
TN M

(a) Representacién gréfica de la cria de (b) Detalle de la estructura
conejos durante 6 meses. Fuente: (Junta de de las semillas de un girasol.
Andalucia, 2019). Fuente: (@simonmaz, 2018).

Figura 5.2: Ejemplos de relacién de la sucesién de Fibonacci con la naturaleza.

5.2.5. Justificacion estética

El arte es un campo que, por supuesto, no podia ser ajeno a las matematicas,
ni concretamente a las sucesiones. Podemos encontrar la sucesién de Fibonacci, en
la forma de la espiral de Fibonacci, muy presente en la pintura. Claros ejemplos de
ello son La gran ola de Kanagawa, de Katsushika Hokusai (Lehnert et al., 2015), y
Virgen Aldobrandini, de Rafael Sanzio (Power y Shannon, 2019).

Por dltimo, la arquitectura es una rama artistica que ha explotado el empleo
del famoso nimero dureo (¢), denominado como aquel que guarda el secreto de la
belleza (Green, 1995). Es sabido que podemos determinar este nimero segin la

expresion (5.1):

Fn+1

=1l 5.1
YN TE, (5.1)
donde F,, representa el elemento n-ésimo de la sucesién de Fibonacci. Este valor
puede ser encontrado en obras de arquitectura desde los tiempos de los griegos

hasta el siglo XIX (Green, 1995).
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(a) Partenén griego, consagrado a la (b) Torre Eiffel, Parfs.
diosa Atenea. Fuente: (Noticias de Fuente: (Castor, 2016).

Arquitectura, 2018).

Figura 5.3: Ejemplos de relacién del nimero dureo con la arquitectura.

5.2.6. Justificacion cultural

Las sucesiones han estado presentes en las diferentes culturas desde el comienzo
de la civilizacién. Ya desde tiempos de los babilonios (2000 a.C. - 600 a.C.) las
sucesiones fueron estudiadas por la necesidad de saber cuanto tiempo se requeriria

para doblar una cantidad de dinero a un determinado interés compuesto.

Seria en Grecia cuando se comenzaran a usar los numeros figurados. De esta
forma, mediante un enfoque geométrico, representaban las cantidades aludiendo a
regularidades como las mostradas en la figura 5.4(a), que coinciden precisamente

con la sucesion de los niimeros triangulares.

Mas adelante, en la Edad Media, seria cuando encontrariamos algunas de las
mayores aportaciones culturales gracias al estudio de las sucesiones. En India,
el matemdtico Bhaskara II (1114 - 1185) ya planteé diferentes problemas sobre
progresiones aritméticas y geométricas. Pocos anos después Leonardo de Pisa (1170
- 1250), més conocido como Fibonacci, descubriria la sucesién que toma su nombre

durante el estudio de la cria de conejos.

Por ltimo, el Renacimiento seria una época en la que las sucesiones y las series
serian ampliamente utilizadas por importantes matematicos como Isaac Newton
(1642 - 1727), que empled las sucesiones para el desarrollo de su binomio de Newton, o
Gottfried Leibniz (1646 - 1716), que descubrié la serie infinita que permite relacionar

los nimeros fraccionarios con 7 (figura 5.4(b)).
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@
@ o0
@ o0 000
e o 000 0000
T'=1 1T5=3 T5=6 Ty =10
(]
@ o0
o0 000
000 0000
0000 00000 1 1 1 1
00000 0000OCFOC m=4 1_§+5_§+§+
Ts =15 Ty = 21
(a) Numeros (b) Serie de Leibniz. Fuente: (Alonso, 2020).
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de los nimeros triangulares. Fuente:
(Hance, 2017).

Figura 5.4: Ejemplos del empleo de las sucesiones y las series a lo largo de la historia.

5.3 Contextualizacién del centro y el aula

El Colegio Pedro Poveda, situado en la ciudad de Jaén, es un centro educativo
concertado cuya Entidad Titular es la Institucién Teresiana, una Asociacion
Internacional de Laicos de la Iglesia Catdlica. El centro se ubica en el Distrito Centro
de Jaén, concretamente en el Barrio de San Ildefonso, muy cerca de edificios notables

de la capital, como la Catedral o la Diputaciéon Provincial (figura 5.5(b)).

(a) Elaboracién propia. Fachada del Colegio Pedro (b) Elaboracién propia. Plano de localizacién

Poveda. del centro en relacién a su entorno.

Figura 5.5: Informacion sobre la localizacién del centro de estudios.

El centro cuenta con un concierto de 6 unidades para educacién infantil, 12 para

primaria y 8 para ESO, ademas de 1 mas para apoyo a la integraciéon. Cada una
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Nivel de estudios ‘ Padres ‘ Madres
Primarios 20 % 35 %
Medios 50 % 45 %
Superiores 30 % 20 %

Tabla 5.1: Elaboracion propia. Nivel de estudios de los progenitores de los alumnos.
Fuente: Plan de Centro del Colegio Pedro Poveda.

de las unidades cuenta con aproximadamente 25 alumnos, teniendo matriculados un

total de 651 alumnos, de los cuales 210 pertenecen a ESO.

El barrio en el que se ubica el colegio esta situado en el casco antiguo de Jaén.
Tiene una zona de calles estrechas y casas antiguas que van siendo remodeladas, y

otra parte de ensanche de la ciudad con vias nuevas y barriadas diseminadas.

La zona que circunda el colegio se caracteriza por un ambiente familiar y en
las calles se pueden ver grupos de ninos y jéovenes que hacen de este medio su lugar
de reunién y de juegos, a pesar de la practica inexistencia de plazoletas o parques
adecuados. La asociacién de vecinos mas cercana al colegio esta ubicada en los bajos
y sétano de un edificio y valora positivamente el establecimiento de los cauces de

relacion con el centro escolar.

Para la elaboracién del Proyecto Educativo del centro se realizé un estudio del
nivel socioeconémico de las familias, obteniendo una valoracion media de las mismas.
El perfil socioeconémico de las familias del alumnado puede analizarse conociendo
el nivel de estudios de los padres, que vemos resumidos en la tabla 5.1. Si bien en el
centro se hayan matriculados todos los alumnos inmigrantes que lo han solicitado,

no aparece en el Plan de Centro la cifra exacta de dichos alumnos.

La mayoria de padres de los alumnos del centro se dedican a empleos
administrativos y comerciales (26,16%), empleos no cualificados (19,96 %)
y profesiones liberales (16,19%), mientras que las madres se desempenan
principalmente como amas de casa (25,75%), empleadas administrativas y

comerciales (22,32 %) y profesiones liberales (16,95 %).

La clase concreta a la que va dirigida esta UD tiene, durante el curso 2020/2021,
un total de 27 estudiantes: 12 alumnos y 15 alumnas. Es un grupo mucho més
dindmico que la media de grupos del centro, aunque por ende més alborotadores. En
la clase existen dos alumnos catalogados como alumnos con Necesidades Especificas
de Apoyo Educativo (NEAE). En primer lugar tenemos una alumna diagnosticada
con altas capacidades para Matematicas, mientras que en segundo lugar tenemos a

un alumno que presenta un caso extremo de daltonismo.
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Para el primer caso se realizaran ligeras adaptaciones curriculares para la
ampliacion de los contenidos, mientras que para el segundo caso nos limitaremos
a emplear una pizarra blanca con rotulador negro, debido a la naturaleza de la

presente UD.

En principio todos los alummnos tienen una buena predisposiciéon ante el
aprendizaje, destacando algunos de ellos por un gran rendimiento académico, aunque

hay algunos alumnos con bastantes asignaturas suspensas de cursos anteriores.

5.4 Objetivos

En esta seccién mostraremos los objetivos perseguidos por el Real Decreto 1105/2014
para el curriculo general en la Educacién Secundaria Obligatoria (ESO), asi como los
objetivos concretos que se persiguen, segtin la Orden de 14 de julio de 2016, para la
asignatura de Matematicas orientadas a las ensenanzas académicas. Relacionaremos
los objetivos establecidos para ambos ambitos y, por ultimo, estableceremos también
unos objetivos minimos a cumplir para la correcta superaciéon y aprovechamiento por

parte de los alumnos de la presente UD.

5.4.1. Objetivos generales de etapa

Segun el Real Decreto 1105/2014, la ESO pretende que los alumnos adquieran
los elementos basicos de la cultura, especialmente en sus aspectos humanistico,
artistico, cientifico y tecnoldgico, prestando especial atencién a la orientacion
educativa y profesional del alumnado (Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre
de 2014 p. 176).

En el articulo 11 del Real Decreto 1105/2014 (Real Decreto 1105/2014, de 26
de diciembre de 2014 pp. 176-177) podemos encontrar los objetivos generales que
se establecen para la ESO, que buscan contribuir a que los alumnos desarrollen las

capacidades que les permitan:

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demads, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad
entre las personas y grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos
humanos y la igualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y hombres,
como valores comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de
la ciudadania democratica.

b) Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y
en equipo como condicién necesaria para una realizacién eficaz de las tareas

del aprendizaje y como medio de desarrollo personal.
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c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y
oportunidades entre ellos. Rechazar la discriminacién de las personas por
razon de sexo o por cualquier otra condiciéon o circunstancia personal o
social. Rechazar los estereotipos que supongan discriminacion entre hombres
y mujeres, asi como cualquier manifestacién de violencia contra la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los d&mbitos de la personalidad y
en sus relaciones con los demaés, asi como rechazar la violencia, los prejuicios
de cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los
conflictos.

e) Desarrollar destrezas bésicas en la utilizacion de las fuentes de informacién
para, con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una
preparacién basica en el campo de las tecnologias, especialmente las de la
informacion y la comunicacion.

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura
en distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar
los problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacién,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a
aprender, planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

h) Comprender y expresar con correccién, oralmente y por escrito, en la lengua
castellana y, si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma,
textos y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el
estudio de la literatura.

i) Comprender y expresarse en una o més lenguas extranjeras de manera
apropiada.

j) Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia
propias y de los demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.

k) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros,
respetar las diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales
e incorporar la educacién fisica y la préactica del deporte para favorecer el
desarrollo personal y social. Conocer y valorar la dimensiéon humana de la
sexualidad en toda su diversidad. Valorar criticamente los habitos sociales
relacionados con la salud, el consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio
ambiente, contribuyendo a su conservacion y mejora.

1) Apreciar la creacién artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresiéon y

representacion.

Se considera que, a la vista de todos los objetivos propuestos por el Real Decreto
1105/2014, los enumerados como b), d), f) y j) son los mds relacionados con la
presente UD, los cuales convendria trabajar y perfeccionar durante el desarrollo de

la misma.
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5.4.2. Objetivos del area de matematicas

De forma equivalente a los objetivos generales de la etapa, en la Orden de 14
de julio de 2016 podemos encontrar los objetivos particulares que se establecen para
la asignatura de Matemaéticas orientadas a las ensenanzas académicas (Orden de 14
de julio de 2016 p. 190). Estos objetivos estan establecidos tanto para 3° como para
4° de ESO, y estan basados en el cardcter propedéutico necesario para el alumnado

que tiene intencién de acceder a Bachillerato una vez finalizada su etapa obligatoria.

Paralelamente a la contribuciéon buscada para la etapa de la ESO por parte
del Real Decreto 1105/2014, la Orden de 14 de julio de 2016 establece que esta
asignatura busca contribuir a desarrollar en los alumnos las capacidades que les

permitan:

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje y modos de argumentacién la racionalidad y las formas de expresion
y razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y
tecnologicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y
analizar los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacién y procedimientos de medida,
realizar el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases de niimeros
y la seleccion de los calculos apropiados a cada situacion.

4. Identificar los elementos matemédticos (datos estadisticos, geométricos,
graficos, célculos, etc.) presentes en los medios de comunicacién, Internet,
publicidad u otras fuentes de informacion, analizar criticamente las funciones
que desempenan estos elementos matematicos y valorar su aportacién para
una mejor comprension de los mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la
imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas
(calculadora, ordenador, dispositivo mévil, pizarra digital interactiva, etc.)
tanto para realizar calculos como para buscar, tratar y representar
informaciones de indole diversa y también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo

con métodos cientificos y propios de la actividad matemaética, tales como
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la exploracion sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la
flexibilidad para modificar el punto de vista o la perseverancia en la busqueda
de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y
la identificacién y resoluciéon de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en
funcion del anélisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos
creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van
adquiriendo desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto
desde un punto de vista histérico como desde la perspectiva de su papel en
la sociedad actual, apreciar el conocimiento mateméatico acumulado por la

humanidad y su aportacién al desarrollo social, econémico y cultural.

En este caso consideramos que los objetivos 1, 2, 6, 7, 8, 9 y 10 son los mas

afines a aquellos buscados durante el desarrollo de la presente UD.

5.4.3. Relacion entre los objetivos generales de etapa y los

objetivos del area de matematicas

En la tabla 5.2 mostramos la relacion que se puede establecer entre los objetivos
generales de la ESO, establecidos por el Real Decreto 1105/2014, y los objetivos
particulares asignados a la asignatura de Matematicas orientadas a las ensenanzas

académicas por la Orden de 14 de julio de 2016.
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Objetivos del area (Orden de 14 de julio de 2016)
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Tabla 5.2: Elaboracién propia. Relacién entre los objetivos establecidos por el Real
Decreto 1105/2014 para la ESO y los establecidos para la asignatura de Mateméticas
orientadas a las ensenianzas académicas por la Orden de 14 de julio de 2016. Fuentes:
(Orden de 14 de julio de 2016; Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre de 2014).

5.4.4. Objetivos concretos de la unidad

La UD Sucesiones presenta sus propios objetivos, los cuales, en teoria, deben
haber sido alcanzados por los alumnos al superar la unidad. Estos objetivos son los

mostrados a continuacion:

1. Reconocer la regularidad implicita que sigue una sucesién determinada.

2. Conocer e identificar los conceptos de progresién aritmética, su diferencia, su
término general y su forma recurrente.

3. Resolver problemas que requieran el empleo de progresiones aritméticas,
reflexionando sobre si la solucion es coherente con el enunciado.

4. Saber interpretar el significado de la suma de los “n” primeros términos de

una progresion aritmética y resolver problemas que requieran su empleo.
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5.5

Conocer e identificar los conceptos de progresion geométrica, su razon, su

término general y su forma recurrente.

. Resolver problemas que requieran el empleo de progresiones geométricas,

reflexionando sobre si la solucion es coherente con el enunciado.

Saber interpretar el significado de la suma de los “n” primeros términos de
una progresion geométrica y resolver problemas que requieran su empleo.
Comprender el concepto de la suma de los infinitos términos de una progresién

geométrica.

Competencias clave

En el articulo 2 del Real Decreto 1105/2014 podemos encontrar cuales seran

las competencias clave que deben buscar desarrollarse en el curriculo. Estas

competencias son las siguientes:

a)

Comunicacién lingiiistica (CCL): esta competencia debe estar presente en
la mayoria de las actividades, dada la especial importancia de la comprensién
lectora y el razonamiento verbal para la correcta realizaciéon de dichas
actividades y del desarrollo personal del alumno en general.

Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y
tecnologia (CMCT): esta es una competencia troncal en el desarrollo
cognitivo de los alumnos, pero més especialmente ain cuando se trata de
una asignatura de matematicas.

Competencia digital (CD): el conocimiento y el funcionamiento de los
recursos digitales es fundamental hoy en dia para casi cualquier tipo de
actividad cotidiana. En la presente unidad se pretenderd desarrollarla a través
de actividades que requieran el empleo de calculadora y de investigacion en
fuentes digitales.

Aprender a aprender (CAA): el alumno debe ser capaz de comprender
las cosas que conoce y que desconoce, proporcionandole herramientas que le
permitan poder desarrollar un aprendizaje auténomo.

Competencias sociales y civicas (CSC): la interaccién social es esencial
en la vida de cualquier persona, por lo que valores civicos deben intentar ser
transmitidos en el dia a dia de la clase.

Sentido de iniciativa y espitiru emprendedor (SIEP): con esta
competencia se pretende desarrollar la capacidad de decisién y de confianza
en si mismo de los alumnos, esenciales en su vida futura, tanto laboral como

personal.
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g) Conciencia y expresiones culturales (CEC): pese a encontrarnos en una
asignatura técnica, la cultura es un pilar fundamental de la sociedad y debe

ser transmitida a los alumnos siempre que sea posible.

De entre las siete competencias anteriores existen dos que deben ser
desarrolladas con especial ahinco: la comunicacién lingiifstica (CCL) y la
competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT).
En esta unidad didactica se han desarrollado actividades que permiten trabajar

simultaneamente varias de estas competencias simultaneamente.

5.6 Contenidos

Los contenidos desarrollados en la UD, disenados en base a los contenidos oficiales del
Real Decreto 1105/2014, seran los mostrados en la tabla a continuacién. Se muestran
conjuntamente los contenidos que se desarrollardan concernientes a los bloques 1 y
2. Cabe mencionar que los contenidos desarrollados en la UD (segunda columna de
la tabla 5.3) aparecen ligeramente desglosados en el caso del bloque 1, mientras que
para el bloque 2 se muestran los titulos de los contenidos a desarrollar realmente,
que supondran una ampliacién desglosada con respecto a los contenidos minimos
establecidos por el Real Decreto 1105/2014, como podrd comprobarse con mayor

detalle en la Seccién 5.11.1.

Contenidos segiin Real Decreto Contenidos desarrollados en la
1105/2014 UD

e Planificacién de los pasos a seguir en

1.1. Planificacién del proceso de la resolucién de un problema tras la
resolucion de problemas. lectura y comprensién del enunciado
del mismo.

1.2. Estrategias y procedimientos
puestos en practica: uso del lenguaje
apropiado (gréfico, numérico, e Uso adecuado de la notacién

algebraico, etc.), reformulacién del algebraica

problema, resolver subproblemas, e Bisqueda del término general de una

recuento exhaustivo, empezar por sucesién mediante la experimentacion.

casos particulares sencillos, buscar

regularidades y leyes, etc.
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1.3. Reflexion sobre los resultados:
revision de las operaciones utilizadas,
asignacion de unidades a los
resultados, comprobacion e
interpretaciéon de las soluciones en el
contexto de la situacion, busqueda de

otras formas de resolucién, etc.

e Uso adecuado de unidades de
medida y cambio entre ellas.
e Uso adecuado de 6rdenes de

magnitud.

1.4. Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos
numéricos, geométricos, funcionales,

estadisticos y probabilisticos.

e Investigacién histérica en cuanto al

desarrollo de sucesiones famosas.

1.5. Practica de los procesos de
matematizacién y modelizacion, en
contextos de la realidad y en contextos

matematicos.

e Construccion, aplicacion e
interpretacion de modelos en
situaciones modelizables mediante

sucesiones y/o series.

1.7. Utilizaciéon de medios tecnolégicos

en el proceso de aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la

organizacién de datos.

c) facilitar la comprensién de
propiedades geométricas o funcionales
y la realizacion de célculos de tipo

numérico, algebraico o estadistico.

e Bisqueda de informacion web sobre
la presencia de sucesiones en la
naturaleza y el desarrollo humano.

e Empleo de software especializado

como Geogebra.

2.7. Investigacién de regularidades,
relaciones y propiedades que aparecen
en conjuntos de ntimeros. Expresién

usando lenguaje algebraico.

e Sucesiones.
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2.8. Sucesiones numéricas. Sucesiones Progresiones aritméticas.

recurrentes. Progresiones aritméticas y Suma de una progresion aritmética.

geométricas. e Progresiones geométricas.

Suma de una progresiéon geométrica.

Tabla 5.3: Elaboracion propia. Contenidos desarrollados en la UD en relacién a los
establecidos en el Real Decreto 1105/2014. Fuente: (Real Decreto 1105/2014, de 26
de diciembre de 2014 pp. 391-393).

5.7 Metodologia

Tal y como cada vez es mas habitual en las aulas, esta UD no presenta una tnica
metodologia, sino que se enriquece bebiendo de diversas fuentes metodoldgicas, de

forma que los alumnos no se vean abocados a la rutina habitual de clase.

En primer lugar, y como no puede ser de otra forma, se empleara una
metodologia transmisiva, siendo esta la metodologia tradicional empleada en
los centros educativos desde el nacimiento de la escuela. Esta metodologia consiste
en la explicacion en pizarra de los contenidos por parte del profesor, con los alumnos
sentados tomando notas sobre dicha explicacién o subrayando determinadas partes
del libro de texto.

La transmisiva se trata de una metodologia que puede resultar muy tediosa
y pesada tanto para el profesor como para los alumnos, por lo que el primero
debe tratar de dinamizar la explicacién de la mejor forma posible, interpelando
a diferentes alumnos, tanto para comprobar que la explicacion se va comprendiendo
como para realizar preguntas que resulten de interés para los alumnos. Para la
presente UD se tratara de reducir al maximo el empleo de esta metodologia,
empledndose para presentar el concepto de sucesion y los conceptos de suma de
términos en progresiones. También se emplearda como repaso de los conceptos de
progresiones aritméticas y geométricas, dado que la propia explicacion se realizara

mediante otra metodologia que veremos mas adelante.

Seguidas a las explicaciones de los contenidos siempre se realizaran ejercicios
y problemas que permitan a los alumnos reforzar lo aprendido, empleando una
metodologia activa. Se pretenderda que los alumnos realicen las actividades

consideraras como ejercicios de forma individual, mientras que, en el caso de algunos
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de los problemas, se permitira que los realicen por parejas. Serd conveniente que
las parejas que se formen incluyan alumnos con facilidad para la asignatura y
alumnos con mayor dificultad, pudiendo establecerse un proceso de ensenanza

entre iguales.

Dada la importancia de las TIC en nuestros dias, seguiremos empleando la
metodologia activa para desarrollar la capacidad de los alumnos consistente en la
busqueda y filtrado de informacién. En muchas ocasiones, dada la ingente cantidad
de informacion disponible hoy en dia, se torna muy dificil realizar una seleccién
adecuada de las fuentes de informacion y alcanzar un equilibrio adecuado entre
cantidad y calidad de la misma. Para reforzar dicha capacidad, intrinsecamente
ligada con la competencia clave de Competencia Digital, se realizara un pequeno
trabajo en grupo en la primera sesion de la UD, que servira también para que los

alumnos descubran conceptos que seran explicados en sesiones posteriores.

Otra de las metodologias empleadas, muy relacionada con la activa, es la que se
basa en herramientas de aprendizaje dialégico. Mediante este tipo de actividades,
que alternan trabajo auténomo del alumno con pequenas ayudas del profesor y
trabajo en parejas o grupos, se pretende aportar un enfoque constructivista al
proceso de aprendizaje. Los alumnos realizan una serie de actividades encaminadas
al descubrimiento de, en el caso de esta UD, los conceptos de termino general, ley de
recurrencia y progresiones aritméticas y geométricas. El trabajo en grupos potencia
las capacidades sociales de los alumnos, ademds de fomentar el debate entre ellos y

la capacidad de oratoria para convencer del trabajo propio.

Como tultima metodologia a emplear en la unidad tenemos la metodologia
de modelizacion matematica. Esta metodologia se aplica a través del desarrollo
de una sesion en la que se realizard una actividad de aprendizaje por indagaciéon
(IBL por sus siglas en inglés: inquiry based learning). Bésicamente se trata de
una metodologia activa que plantea una serie de preguntas de investigacién a
los alumnos. Las diferentes preguntas o problemas se plantean ad hoc de forma
que se facilite el aprendizaje autonomo de los alumnos gracias a su proceso de
investigacion e indagacion. En este tipo de actividades el papel de profesor se reduce
a la introduccion de la actividad y a moderar un pequeno debate al finalizar y
comparar los resultados logrados por los diferentes grupos. También debe realizarse
un proceso de institucionalizacion del nuevo conocimiento obtenido o de los procesos
desarrollados. En esta unidad emplearemos esta metodologia a modo de refuerzo
cuando la mayoria de los conceptos ya han sido introducidos, mediante una actividad

donde los alumnos deberan modelar la construccion de una piramide.
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5.8 Actividades y recursos

En esta seccion se mostraran todas las actividades que se llevaran a cabo a lo
largo de la UD. Podremos distinguir 4 tipos diferentes de actividades, que seran
descritos a continuacién. Con el desarrollo de las actividades se pretendera reforzar el
aprendizaje de los alumnos desde distintos puntos de vista y de manera coordinada,
ayudando a reforzar a aquellos con mayor problema de comprensién y permitiendo
la ampliacion a aquellos con mayor facilidad. Estas actividades, ademas, deben ser

coherentes con las metodologias explicadas en la secciéon anterior.

5.8.1. Actividades

La mayor parte de las actividades desarrolladas serén ejercicios y problemas, que
buscaran, por un lado, superar las dificultades y errores en los que con mas frecuencia
incurren los alumnos, especialmente al emplear el lenguaje algebraico, asentando el
nuevo conocimiento. Por otro lado, los problemas tienen el objetivo de desarrollar
la capacidad de resolucién de los alumnos, buscando fomentar la confianza en si

mismos y la aplicacion practica de los conocimientos adquiridos.

Una parte menor, hablando en términos de cantidad, de las actividades se
dedica a las actividades de refuerzo del uso de las TIC, el aprendizaje dialégico y las
actividades IBL. Todas las actividades tratadas en este apartado estan disponibles
en el Anexo [. A continuacién realizamos un pequeno desglose de las actividades que

se desarrollaran.

Ejercicios de consolidacion

Estos ejercicios son las clasicas actividades en las que se aplica directamente
el nuevo contenido impartido en clase, o bien con muy ligeras modificaciones con
respecto a la formulacion original. Los ejercicios serviran, principalmente, para

afianzar y asentar los conceptos explicados previamente.

Algunos de estos ejercicios pueden ser empleados al inicio de la unidad para
comprobar el conocimiento previo que tienen los alumnos sobre unidades anteriores,
para localizar de esta forma posibles carencias que pueden suponer un problema

conforme se avanza en el desarrollo de la unidad.
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Problemas de desarrollo

Los problemas supondran un nivel méas en la dificultad que representan los
ejercicios. La realizacion de problemas permite que los alumnos aborden el nuevo
conocimiento adquirido relacionandolo con situaciones de la vida real. Se considera, y
cada vez mas, que la realizacién de problemas deberia ser la base de la parte practica
del aprendizaje del alumno, al poder relacionar el alumno los conceptos abstractos

que componen los objetos matematicos con situaciones de aplicacion real.

Actividades TIC

En la unidad se desarrollan dos actividades relacionadas con las TIC, en ambos
casos vinculadas a la busqueda de informacion. En el primer caso esta bisqueda de
informacion y su posterior analisis y presentacién representa el objetivo fundamental
de la actividad, mientras que en el segundo caso serd una parte auxiliar que ayudara
a la realizacién del resto de la actividad de IBL, por lo que no aparecera directamente

explicada en el Anexo I como una actividad TIC.

Actividades de aprendizaje dialogico

En la unidad se planteara una clase enfocada a actividades de aprendizaje
dialogico, destinadas al desarrollo de algunos de los conceptos ya estudiados y
a la presentacién de otros nuevos que se desarrollaran mas adelante. Mediante
este tipo de actividades los estudiantes se ven forzados a discutir en voz alta
sobre un problema complejo que requiere colaboracién, cuestiondndose resultados
no esperados o explicando y razonando con sus companeros sobre su propia solucién
al problema (Resnick, Asterhan, Clarke y Schantz, 2018).

Actividad IBL

Otra de las sesiones se desarrollara a través de una actividad de modelizacion
matematica. Esta actividad se basard en la metodologia de aprendizaje por
indagacién (IBL), donde se pretende que los alumnos se enfrenten a una situacién
en un contexto realista y vean la aplicabilidad del conocimiento adquirido. Ademaés,
este tipo de actividades pueden emplearse para introducir conceptos que se
tornan necesarios bajo determinadas circunstancias de la situaciéon que esta siendo

modelizada.
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5.8.2. Recursos

Para el correcto desarrollo de la unidad didactica y todas sus actividades sera
necesaria una serie de recursos de distinto tipo. Estos recursos seran los mostrados

en la siguiente tabla:

Tipo de recurso ‘ Recursos

e Libro de texto: De Lucas, M., Pena, M., y Rey, M. J.

(2020). Matemadticas orientadas a las ensenanzas

Especifico académicas, 3° ESO. San Fernando de Henares: Oxford
University Press Espana. ISBN: 978-01-905-3512-4.
e Pizarra.

e Fichas de enunciados para actividades de aprendizaje

Impreso dialégico y de modelizacion.
e Apuntes de los estudiantes.
Informatico e Ordenadores con conexién a internet.
e Procesador de texto.
Tecnolégico e (Calculadora cientifica.
e Aula.
Ambiental

e Aula con ordenadores (de no disponer de ordenadores

portétiles).
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Profesor de matematicas.

Humano

Departamento de orientacion.

Familias de los alumnos.

Hojas de papel.

Otros Cartulinas.

Rotuladores.

Tabla 5.4: Elaboracién propia. Recursos necesarios para el desarrollo de la unidad

didactica.

5.9 Atencion a la diversidad

Todo el alumnado debe alcanzar los objetivos minimos establecidos para la unidad
independientemente de las necesidades educativas de cada uno, por lo que, como
docentes, debemos plantear programas de atencién a la diversidad disponibles para

ser utilizados con los alumnos que lo requieran.

El profesor necesita conocer el nivel inicial de cada alumno, cosa que conseguira
teniendo en cuenta tanto las consideraciones pertinentes en unidades previas como

los ejercicios de evaluacién inicial de esta unidad (ejercicios tipo P en el Anexo I).

El principal grupo de alumnos que pueden requerir atencién a la diversidad
son aquellos que simplemente requieran refuerzo o ampliacién. Para ellos bastard
con adaptar algunos de los ejercicios y problemas de desarrollo a su nivel concreto,
intentando por un lado nivelar al maximo posible a los alumnos con necesidades de
refuerzo para unirlos al resto de la clase y, por el otro lado, permitiendo que los
alumnos con necesidades de ampliacién no se aburran en clase, sin desligarse de la

misma a la vez.

Las adaptaciones a realizar por la atencion a la diversidad no sélo derivaran
en ejercicios de refuerzo o de ampliacién, sino que habré que tener en cuenta otras
casuisticas de alumnos, como repetidores o alumnos con la asignatura suspensa en
cursos anteriores. Este tipo de actividades podran ser suministradas tanto por el

propio docente como por el departamento de matematicas o de orientacion.
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Como ya se menciond en las metodologias a desarrollar en la presente unidad,
se fomentard el trabajo en equipo y el apoyo entre iguales, por lo que una medida de
apoyo a tener en cuenta es la realizacion de parejas en las que unamos a alumnos con

mayor facilidad para la materia con aquellos que cuentan con mayores dificultades.

5.10 Temporalizacién

Para el desarrollo de la presente UD se emplearan un total de siete sesiones, entre
las que se encuentran las dedicadas a la introduccion del tema y la evaluacion del
mismo. Cada una de estas sesiones estara programada para una duracién de una
hora. Por lo tanto el tiempo requerido para el desarrollo de la unidad sera de siete

horas.

La temporalizacion desarrollada se estructura aproximadamente de la siguiente
forma. En primer lugar se introducira el tema, mostrando un pequeno indice de los
contenidos a desarrollar e introduciendo el concepto de sucesién. Con el objetivo de
motivar al alumnado y reforzar sus competencias digitales y de emprendimiento
realizaran un trabajo sobre sucesiones famosas, que les permitird comprobar la
existencia de término general y ley de recurrencia previamente a ser explicados.

Posteriormente se pondra en comun el resultado de la investigacion.

En la segunda sesion se plantea una actividad de aprendizaje dialégico, donde
los alumnos descubrirdan a través de una serie de actividades los conceptos de
término general, ley de recurrencia y progresiones aritméticas y geométricas. Muy

ligeramente se introducira el concepto de serie.

Seguidamente, en la tercera sesion, se realizard un repaso profundo de los
conceptos aprendidos sobre progresiones en la clase anterior, introduciendo al final
la sesién cuarta, tratante sobre modelizaciéon y aprendizaje por indagacién (IBL),

donde se descubrira la utilidad del concepto de serie.

En la quinta sesién se explican con mayor detalle todo lo referente a las series

aritméticas y geométricas, con una sintesis del tema previa al examen.

La sexta sesion corresponderd con el examen de evaluacién de la UD, mientras
que la séptima y ultima sesién serd empleada en la revisién del examen y puesta
en comun de los errores mas frecuentes, asi como, de disponer del tiempo necesario,

actividades de ampliacion y refuerzo.

La presencia de examen de evaluacion en esta UD se justifica debido a las
inherentes diferencias presentes entre esta unidad y las que a continuacién se
desarrollarfan (dominio, crecimiento/decrecimiento, simetria, continuidad...) dentro

del mismo bloque del temario. Por lo tanto, éste deberia ser un examen con un menor
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peso proporcional sobre el total de la evaluacion. Derivado de ello, no se realizara

examen de recuperacion de contenidos, proponiéndose la recuperaciéon como una

adhesién a la recuperacion completa del bloque tematico.

El cuadro resumen de la temporalizacion completa de la UD se muestra a

continuacion.

Sesiones

Contenido de la sesién

Presentacién del indice del tema (5 min).

Realizacién de prueba inicial (7 min).

Concepto de sucesién (8 min).

e Explicacién trabajo: investigacion grupal sobre sucesiones famosas.
El trabajo consistird en breve descripcién y caracteristicas de una
sucesién elegida de entre las que se aportan en una lista (25 min).

e Puesta en comun del trabajo de investigacién (15 min).

e Actividades de aprendizaje dialégico (55 min): donde se incluiria el
conocimiento de término general, ley de recurrencia y se introducirian
las progresiones aritméticas y geométricas.

e Ejercicios sobre término general y ley de recurrencia (5 min).

e Correccién de ejercicios (10 min).

Repaso sobre progresiones aritméticas y geométricas (15 min).

Ejercicios y correccién (25 min).

Introduccién a la actividad de IBL de la sesién siguiente (10 min).

e Actividad de IBL: diseno y caracterizacién de una piramide,
relacién con la geometria estudiada en el 2° trimestre de la
asignatura e introduccién conceptual del limite. Descubrimiento del

alumno de la necesidad de las series (60 min).
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e Explicacién de las series aritméticas. Aplicacién al interés simple
(15 min).

e Ejercicios y correccién (10 min).

e Explicacién de las series geométricas. Aplicacion al interés

Ha compuesto (10 min).

e Ejercicios y correccién (5 min).

Suma de infinitos términos (10 min).

e Ejercicios y correccién (5 min).

Sintesis del tema (5 min).

62 Examen de evaluacién (60 min).

e Correccién del examen de evaluacion y puesta en comtn de errores
(30 min).

e Actividades de ampliacién y refuerzo (30 min).

Tabla 5.5: Elaboraciéon propia. Temporalizacion de la UD.

A continuacion mostramos el desarrollo de cada una se las sesiones propuestas
en la tabla anterior. La numeracién de contenidos y criterios de evaluacién sera de

la siguiente forma:

= Contenidos: bloque.contenido

» Criterios de evaluacién: bloque.criterio

Se debe mencionar que si la cantidad de actividades mandadas a los alumnos en
una sesion se considera demasiada dicha cantidad se puede reducir, dejando que el
resto de actividades sean opcionales para que los alumnos practiquen para la sesién

de evaluacién.

Sesion 1: Presentacion del tema, prueba inicial y trabajo de

investigacion.

Contenidos: 1.2., 1.4., 1.7., 2.1.
Criterios de evaluacién: 1.2., 1.5., 1.12., 2.1.

Metodologias: se emplea una metodologia transmisiva para la explicacion del
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concepto de sucesion y la explicacién del trabajo de investigacién. También se
pone el foco en el desarrollo de las competencias TIC de los alumnos mediante

el trabajo de investigacion.
Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:

s Pizarra del aula.
s Ordenador con conexion a internet.

» Procesador de texto.

Desarrollo de la sesion:

e Dado que esta es la sesion inicial del tema, en primer lugar se escribira en
la pizarra el indice de los contenidos que vamos a aprender en la unidad (5

min):

1
2
3
4

5) Suma de una progresién geométrica.

) Sucesiones.
) Progresiones aritméticas.
) Progresiones geométricas.

Suma de una progresién aritmética.

e A continuaciéon se permitird que los alumnos realicen los ejercicios de la
prueba inicial (P-1, P-2, P-3 y P-4). Estos ejercicios seran recogidos por
el profesor una vez se hayan finalizado y serdan evaluados posteriormente
para determinar si existe alguna dificultad derivada de la falta de algun
conocimiento previo que pueda ser necesario para el correcto desarrollo del
tema (7 min).
e Posteriormente se procederd a explicar el concepto de sucesion, fomentando
el razonamiento légico que permita distinguir entre secuencias de niimeros que
forman una sucesion y los que no, a través de ejercicios de ejemplo (

) en la pizarra (8 min).
e Una vez explicado el concepto de sucesién se pasara a explicar la actividad
de investigacién sobre sucesiones (T-1). Una descripcién més exhaustiva de
esta actividad se encuentra en el Anexo 1.3 (25 min).
e Para finalizar la clase se emplearan los iltimos 15 min para la puesta en

comtn del trabajo de investigacién previo (15 min).
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Sesion 2: Actividades de aprendizaje dialégico. Término general,

ley de recurrencia y progresiones aritméticas y geométricas.

Contenidos: 1.1., 1.2., 1.3., 1.4., 2.1., 2.2., 2.3., 2.4., 2.5.

Criterios y de evaluacion: 1.1.,1.2.,1.3.,1.4.,1.5.,2.1., 2.2., 2.3., 2.5., 2.6.,
2.8.

Metodologias: para las actividades de aprendizaje dialégico se emplea
principalmente una metodologia cooperativa, mediante la que los alumnos
cooperaran, ya sea por parejas o en el grupo completo de clase. Una minima
parte de las actividades se llevaran a cabo mediante metologia transmisiva,
indispensable para la explicacion de los conceptos de progresiones aritméticas

y geométricas.

Recursos: para las actividades de aprendizaje dialégico se emplean los

siguientes recursos:

Pizarra del aula.

Tarjetas numeradas recortables (Anexo 1.4.1).
Tabla en blanco (Anexo 1.4.2).

Cuestionario sobre progresiones aritméticas y geométricas (Anexo 1.4.3).

Desarrollo de la sesién:

e El eje central de la sesion serd el desarrollo de una serie de actividades
de aprendizaje dialdgico, exhaustivamente desarrolladas en el Anexo 1.4,
que tendran como objetivo principal que los alumnos asienten el concepto
de sucesién, asi como descubrir los conceptos de término general, ley de
recurrencia y progresion aritmética y geométrica. En estas actividades el
profesor intervendra lo minimo posible, sélo lo necesario para dirigir la
estructura de la clase y, en un momento concreto, para una breve explicacion
sobre progresiones. Estas actividades tendran una duracion total de 55 min.

Como sintesis de las actividades se espera que los alumnos:

» definan una sucesién mediante su término general.

definan una sucesién mediante su ley de recurrencia.

reconozcan y definan una progresion aritmética.

reconozcan y definan una progresion geométrica.

intuyan la necesidad del concepto de serie.

e Inicio de la realizacién de ejercicios de consolidacion ( y )

y problemas de desarrollo ( ) sobre término general y ley de recurrencia de
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sucesiones, empleando para ello diversas sucesiones, entre las que se pueden
encontrar progresiones aritméticas y geométricas, pero sin ser éstas la finalidad
de los ejercicios. El trabajo que no de tiempo a realizar en clase se realizara

en casa (5 min).

Sesion 3: Repaso sobre progresiones aritméticas y geométricas.

Introduccion a actividad IBL.

Contenidos: 1.1., 1.2., 2.2., 2.4.
Criterios de evaluacién: 1.1.; 1.2., 2.3., 2.4., 2.6., 2.7.

Metodologias: en esta sesién solo se emplea una metodologia transmisiva
para el repaso de los conceptos relacionados con las progresiones aritméticas

y geométricas.
Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:

s Pizarra del aula.

Desarrollo de la sesion:

e En primer lugar se procede a la correccién de los ejercicios realizados al final
de la sesién anterior y en la casa de cada alumno (10 min).

e Dado que las progresiones aritméticas y geométricas han sido simplemente
introducidas en la sesién anterior, mostrando cémo se forman en funcién de
su diferencia o razon, dedicamos un tiempo a explicar con mayor detalle su
término general, ley de recurrencia y la interpolaciéon de términos. Para la
explicaciéon nos podremos apoyar en ejercicios a modo de ejemplo (

y ) (15 min).

e Realizacién de ejercicios de consolidacién (desde hasta y
desde hasta ) v problemas de desarrollo ( y ). Tras
aproximadamente 20 minutos para la realizacion de los mismos se procedera
a su correccién (30 min).

e Los ultimos 5 minutos de clase se emplearan en describir a los alumnos la
actividad sobre modelizaciéon IBL que se realizara en la siguiente sesién (5

min).
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Sesion 4: Actividad IBL sobre modelizacion matematica.

Contenidos: 1.1., 1.2., 1.3., 1.5., 1.7., 2.1., 2.2., 2.3., 2.4., 2.5.

Criterios de evaluacion: 1.1.,1.2.,1.3., 1.4., 1.6., 1.7., 1.11., 2.1., 2.2., 2.3.,
24.,2.5.,26.,2.7., 2.8.

Metodologias: la principal metodologia a seguir durante la sesion es la de
modelizacién matematica, donde buscaremos que los alumnos se enfrenten a
una situacion realista, sin saber qué conocimientos deben emplear a priori
para alcanzar algin tipo de resolucién del problema. Parte de la actividad
implicara busqueda de informacién en internet, por lo que también se emplea

una metodologia de refuerzo del uso de las TIC.
Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:

= Hojas de papel A4.
= Cartulinas.

s Ordenador con conexion a internet.

Desarrollo de la sesion: la sesion al completo consistira en la realizacion
de una actividad de modelizacion matematica basada en la creaciéon de un
presupuesto para la construccion de una piramide. El desarrollo completo de
la actividad puede encontrarse en el Anexo [.5. Durante la sesién se planteara,
aunque no se explicara, el concepto de serie a través de la suma de términos

de progresiones (60 min).

Sesion 5: Introduccion a las series.

Contenidos: 1.2., 2.3., 2.5.
Criterios de evaluacién: 1.2.; 1.3., 2.5., 2.8.

Metodologias: en esta sesion solo se emplea una metodologia transmisiva
para la explicacion de las series aritméticas y geométricas, enfocandonos en
su relacién con las progresiones aritméticas y geométricas a través de la suma

de términos y las aplicaciones econdémicas.
Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:

s Pizzarra del aula.

Desarrollo de la sesion:

e La sesion comenzara recordando la forma en que fue necesario el empleo de
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la suma de términos durante la sesion anterior en la actividad IBL. Se explicara
el concepto de serie y se introduciran las series aritméticas, explicando la suma

de términos y su aplicacion al interés simple. Se podran emplear los ejercicios

y como ejemplos (15 min).
e Realizacién y posterior correccién de ejercicios (desde hasta )y
problemas de desarrollo ( y ) (10 min).

e De forma andloga, explicamos lo relacionado con las series geométricas y

su aplicacion al interés compuesto, empleando como ejemplo el ejercicio

(10 min).
e Realizacién y posterior correccién de ejercicios (desde hasta )y
problemas de desarrollo ( ) (10 min).

e Explicamos el concepto de suma de infinitos términos de una progresion
geométrica cuando el valor absoluto de su razén es menor que 1 (5 min).

e Realizaciéon y posterior correccién del problema de desarrollo (5 min).
e Sintesis de los conocimientos adquiridos en la unidad de cara a la sesion de

evaluacién (5 min).
Sesion 6: Evaluacion de la unidad.
Contenidos: 1.1., 1.2., 1.3., 2.1., 2.2, 2.3., 2.4., 2.5.
Criterios de evaluaciéon: 1.1., 1.2., 1.4., 2.1., 2.3., 2.4., 2.5., 2.6., 2.7., 2.8.

Metodologias: en esta sesion no se desarrolla ninguna metodologia dado que

corresponde con el examen de evaluacion de la unidad.

Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:
= Hojas de papel A4.

Desarrollo de la sesién: la sesion al completo consistira en la realizacion

de una prueba escrita como evaluacién de la unidad, que debe realizarse

individualmente. El examen propuesto puede encontrarse en el Anexo II.1
(60 min).

Sesién 7: Correccién del examen y ejercicios de refuerzo y/o

ampliacién.

Contenidos: 2.1., 2.2., 2.3., 2.4., 2.5.

Criterios de evaluacién: 2.1., 2.2., 2.3., 2.4., 2.5., 2.6., 2.7., 2.8.
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Metodologias: en esta sesion se desarrolla una metolodia transmisiva por el
hecho de realizar la correccién del examen en pizarra resaltando los principales
fallos encontrados. También se fomentara la metodologia activa por parte del

alumnado al fomentar su participacién en la propia correccion.
Recursos: para el desarrollo de la sesion se emplearan los siguientes recursos:

s Pizarra del aula.

Desarrollo de la sesion:

e Durante la primera mitad de la sesion se realizara la correccion del examen
de la sesién anterior en la pizarra, una vez se hayan repartido los examenes
corregidos a los alumnos (30 min).

e Si la parte anterior no se sale de la temporalizaciéon propuesta se realizaran
actividades de repaso para los alumnos que no hayan superado la evaluacion, o
aquellos que el profesor considere conveniente, y de ampliacion para aquellos
que hayan superado la evaluacion con relativa facilidad. Estas actividades
pueden ser algunas de las que no se han realizado en clase de entre los ejercicios
del Anexo 1.1, los problemas del Anexo 1.2 u otros adaptados por el profesor
(30 min).

De disponer de tiempo suficiente seria muy interesante poder itroducir una
sesion extra antes de la sesion 6 para dedicarla exclusivamente a resolucion de dudas
y de problemas similares a los que podrian aparecer en el examen de evaluacion de

la unidad.

5.11 Evaluacion

Para desarrollar la evaluacion de la presente UD debemos tener en cuenta una serie
de consideraciones, dependientes tanto de la UD que estamos tratando en si misma

en relacion al resto del curriculo como entre los propios contenidos de la unidad.

En primer lugar hay que considerar que la tematica sobre sucesiones y series
tiene un peso muy pequeno dentro de las exigencias minimas planteadas por el Real
Decreto 1105/2014. Ademas, este contenido no vuelve a ser impartido en ningin
curso superior a 3° de ESO dentro de la Educacién Secundaria, por lo que, pese a
considerar que seria conveniente dedicarle mas tiempo del que se le dedica, hacer
esto incurriria en el detrimento de otros contenidos que si que seguiran viéndose en

cursos superiores, por lo que se requiere una base mas solida de los mismos. Debido
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a estas cuestiones el peso que esta unidad didactica deberia tener sobre el total del
curso, o del trimestre en el que se imparte, deberia ser proporcionalmente menor

que los de las demas.

Por otro lado, tratando ya a la propia UD especificamente, es dificil que el
concepto de serie quede asentado adecuadamente con el breve tiempo que se le
dedica, por lo que, pese que en el desarrollo de las sesiones explicado en la seccién
anterior se haga hincapié en este término, no se deberia esperar que los alumnos
alcancen a comprender el concepto, limitdndonos a que comprendan y realicen
adecuadamente la suma de términos de una sucesion. Esta consideracion se ve
reforzada con el hecho de que el examen se realizaria en la sesion siguiente a la
explicacion y correccion de ejercicios sobre series. Debido a ello, la ponderacion
aplicada a este concepto deberia ser mucho menor que al resto de los contenidos de la
unidad, como el concepto de sucesion o el trabajo con problemas sobre progresiones

aritméticas y geométricas.

5.11.1. Criterios de evaluacién

Ya hemos visto en capitulos previos que tanto los contenidos como los criterios
de evaluacion y estdndares de aprendizaje evaluables pueden encontrarse en el Real
Decreto 1105/2014. Asi mismo, las competencias clave asociadas a los criterios
de evaluacion pueden ser encontradas en la Orden de 14 de julio de 2016. Todos
estos parametros son unos postulados minimos que se deben cumplir, pudiendo ser

ampliados por el docente si lo cree conveniente.

El contenido de nuestra unidad viene encuadrado dentro del bloque 2 del
curriculo, Numeros y dlgebra. Sin embargo, el bloque 1, Procesos, métodos y actitudes
en matemdticas, debe ser tratado como un bloque transversal a lo largo de todo el
curso. Toda la informacién referente a este primer bloque puede ser encontrada en la
figura 2.1 (contenidos, criterios de evaluacién y esténdares de aprendizaje evaluables)
y en la tabla 2.2 (competencias clave asociadas a los criterios de evaluacién). De entre
los contenidos mostrados en las anteriores referencias, aquellos que se desarrollaran

en la presente UD son los mostrados en la tabla 5.3.

Por su parte, toda la informacién referente a los contenidos establecidos por
el curriculo para el tema de sucesiones y series se puede encontrar en la tabla 2.1
(contenidos, criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje evaluables) y en la
tabla 2.3 (competencias clave asociadas a los criterios de evaluacién). Sin embargo,
salta a la vista que los contenidos minimos establecidos son francamente escuetos,
por lo que la informacion no esta demasiado detallada ni desglosada. Por lo tanto,

para la elaboracién de esta UD vamos a ampliar dicha informacién, empleando como
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contenidos los que ya establecimos en la tabla 2.5 y basandonos en los criterios de

evaluacion, competencias clave y estandares de aprendizaje establecidos en De Lucas,

Pena y Rey (2020).

Contenidos

Criterios de evaluacion y

competencias clave

Estandares de aprendizaje
evaluables

1. Sucesiones

1. Encontrar regularidades en
secuencias numéricas y
geométricas (CCL, CMCT, CSC,
CAA, SIEP, CEC).

2. Obtener e interpretar en el
contexto de la resoluciéon de
problemas los términos generales
representativos de una sucesién

(CCL, CMCT, CSC, CAA, SIEP,
CEQC).

1.1. Obtiene términos de una sucesién
conocido su término general o su ley de
recurrencia.

1.2. Encuentra el término general de

sucesiones.

2.1.
Emplea las sucesiones para describir
patrones numéricos y geométricos, asi

como para la resolucién de problemas.

3. Calcular el término general
0 un término determinado de

una progresién aritmética (CCL,

3.1. Identifica aquellas sucesiones que
son progresiones aritméticas y calcula

su diferencia y su término general.

[199)

CAA, SIEP).

2. CMCT, CSC, CAA, SIEP). 3.2. Interpola aritméticamente “n
Progresiones | 4 Reconocer las progresiones términos entre dos términos dados.
aritméticas aritméticas tomando conciencia | 4 1 Roconoce la presencia de las
de las situaciones problematicas a progresiones aritméticas en contextos
las que se pueden aplicar (CCL, reales y se sirve de ellas para la
CMCT, CSC, CAA, SIEP). resolucién de problemas.
5.1. Aplica la férmula de la suma
3. Suma de 5 ) de los “n” primeros términos de una
una Calcular la suma de los primeros ., .
sz términos de una progresién progresion aritmetica.
progresion L 5.2. Resuelve problemas en los que
aritmética arimética (CCL, CMCT, CSC, interviene la suma de los “n” primeros

términos de una progresién aritmética.
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4. (CCL, CMCT, CD, CSC, CAA, | g2, Interpola geométricamente “n”
Progresiones SIEP). términos entre dos términos dados.
geométricas 7. Reconocer las progresiones

6. Calcular el término general
de wuna progresién geométrica

conocidos dos de sus términos

geométricas tomando conciencia
de las situaciones problematicas a
las que se pueden aplicar (CCL,

6.1. Identifica aquellas sucesiones que
son progresiones geométricas y calcula

su razén y su término general.

7.1. Reconoce la presencia de las
progresiones geométricas en contextos

reales y se sirve de ellas para la

resolucién de problemas.

CMCT, CD, CSC, CAA, SIEP).

8 8.1. Deduce y aplica la férmula de la

. suma de los “n” primeros términos de
Calcular la suma de los primeros

5. Suma de una progresion geométrica y de todos

términos de una progresion

una fhri de tod d cuando es posible.
s geométrica y de todos cuando
progresion ) 8.2. Resuelve problemas en los que
cométrica el valor absoluto de la razdn es | . ) .
g interviene la suma de los “n” primeros

menor que uno (CCL, CMCT,
CD, CSC, CAA, SIEP).

términos de una progresién geométrica

y de todos si es posible.

Tabla 5.6: Elaboracién propia. Contenidos, criterios de evaluacién, competencias
clave y estandares de aprendizaje evaluables aplicados a la UD Sucesiones y series.
Fuente: basado en De Lucas et al. (2020).

El Departamento de Matematicas del centro habra realizado una ponderacién
de todos los criterios de evaluacion que se trabajan en el curso, dentro de su
programacion anual. Sin embargo, en una hipotética programacion en la que el
segundo trimestre del curso se cerrase con esta UD, habiendo cursado el bloque de
geometria en el resto del trimestre, la ponderacién de los criterios de evaluaciéon
de esta UD en su conjunto no deberia superar el 15% con respecto al trimestre

completo.

5.11.2. Criterios de calificacion

Finalmente veremos las herramientas que vamos a emplear para evaluar a los
alumnos. Estas herramientas deben estar basadas en los criterios de evaluacion
mostrados tanto en la figura 2.1 (seleccionando aquellos referentes a los contenidos

referidos en la tabla 5.3) como en la tabla 5.6.
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Dada la no muy amplia extension de la unidad emplearemos tres herramientas
de evaluacion distintas, empleando para cada una de las cuales una ribrica de
evaluacion distinta. Vemos a continuacién las ponderaciones de cada una de las

herramientas de evaluacién (tabla 5.7).

. Herramienta de ..
Rubrica ., Ponderacion
evaluacion
1 Examen escrito 70 %
2 Plan de clase 20 %
3 Actividad IBL 10%

Tabla 5.7: Elaboracion propia. Ponderacién relativa sobre el total de la unidad para

cada una de las herramientas de evaluacion.

En el articulo 18 de la Orden de 14 de julio de 2016 (Orden de 14 de julio
de 2016 pp. 115-116) se recogen determinados criterios a seguir en los procesos
de evaluacién trimestrales de los equipos docentes de cada grupo, sin embargo, no
especifica criterio alguno sobre la forma de evaluar de las herramientas de evaluacion.
Debido a ello la puntuacién que se aplicard a cada una de ellas, o a cualquier
subapartado de las mismas, contara con hasta dos decimales, pudiendo ampliarse a
tres decimales de ser necesario dadas las ponderaciones aplicadas internamente en

cada herramienta.

Examen escrito

El examen escrito (Anexo II.1) recogera la mayor parte de la puntuacién de
la unidad. Se pretende dar un enfoque lo mas competencial posible, intentando
alejarnos todo lo que podamos de los ejercicios cléasicos de la literatura. Sin embargo,
hay que tener en cuenta las pocas clases dedicadas a impartir el tema, por lo que la

dificultad del examen debe adecuarse a estas consideraciones.

Una descripcion de la ribrica del examen de evaluacion puede encontrarse en
el Anexo 1.2, mientras que la propia rubrica, organizada de forma més visual para

su mejor comprensiéon, puede encontrarse en la tabla I1.1.

Plan de clase

El plan de clase consistira en un documento entregado por los alumnos a través

del medio que considere el profesor (correo electronico, Google Classroom, ...). Este
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documento contendra tanto los apuntes como las actividades realizadas en clase,
convenientemente corregidas en caso de estar mal realizadas. La evaluacion de este
documento se desglosard en un 30 % para la presentacién y estética del documento

y un 70 % para la completitud del mismo.

La puntuacién asignada a cada parte se dejara a criterio del profesor, pero se
recomienda restar aproximadamente 0.5 puntos sobre 10 por cada actividad que

falte y 0.1 puntos por faltas de ortografia.

Actividad IBL

Dada la complejidad de la actividad IBL desarrollada se propondra como parte
directa de la evaluaciéon. Sin embargo, sélo se evaluara la presentacién final y el
esfuerzo demostrado por el grupo, dado que por la naturaleza de la actividad se

comprende que no todos llegaran a una solucién aceptable.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

A través de la realizacion del presente TFM se ha pretendido alcanzar los objetivos
que se mencionaron en el Capitulo 1, ademas de fundamentar nuestra tesis inicial
respecto al posicionamiento de los contenidos referentes a sucesiones dentro del

curriculo.

Dentro de las posibilidades que brinda la realizacién del TFM se ha intentado
emplear los conocimientos adquiridos a lo largo del Master, especialmente de las

asignaturas directamente relacionadas con la Didactica de las Matemaéticas.

Durante la fundamentacién curricular de los contenidos hemos podido constatar
que el curriculo sélo hace referencia a las sucesiones en el curso de 3° de ESO,
relegandolas a un papel muy secundario con respecto al resto de contenidos, si bien
la transposicion didactica con respecto al saber sabio mostrado en la fundamentacion
epistemoldgica se considera adecuada para la edad de los alumnos. Ademas, el
curriculo no trata de forma directa en ningiin momento el razonamiento inductivo,
pieza que consideramos clave como parte del desarrollo del contenido de sucesiones.
Sin embargo, los libros de texto analizados expanden estos contenidos de manera
adecuada, dedicando un tema completo a los contenidos de sucesiones y series, si
bien en ningiin momento se nombra directamente el concepto de serie. En cuanto
a los ejemplos practicos reales sélo uno de ellos los muestra, aplicando el uso de la

suma de términos de sucesiones a la matematica financiera.

Un porcentaje muy amplio de las actividades que desarrollan son ejercicios
muy mecanicos, donde los alumnos tienen poco que pensar mas alld de aplicar
directamente alguna férmula o procedimiento, casi sin ningun tipo de variacion.
Este hecho ha intentado ser solventado en el desarrollo de la Unidad Didactica,

aumentando el porcentaje de problemas en relacion al de ejercicios.

En la fundamentacion didactica hemos podido comprobar cémo se puede
establecer una linea de conexion entre el estudio de la geometria, las sucesiones,
el razonamiento inductivo y la resolucion de problemas, que aporta peso a nuestra
tesis inicial del posicionamiento de los contenidos de sucesiones. Ademds, aportar
herramientas al alumnado para la resolucién de problemas es vital hoy en dia, dada
la continua necesidad diaria de la resolucién de cualquier tipologia de problema, no

s6lo matematico, o del analisis de series de datos.
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Una conclusion a la que se puede llegar analizando la informacién mostrada en
las fundamentaciones curricular y didactica es que es interesante establecer un debate
sobre el posicionamiento de los contenidos relacionados con sucesiones dentro del
temario completo de 32 de ESO. Desde el punto de vista del autor, queda confirmada
la tesis inicial, consistente en que se puede obtener un mayor aprovechamiento de
dichos contenidos si se desarrollan posteriormente al bloque de geometria, pudiendo

ser también grandes introductores al resto del bloque de funciones.

Durante el desarrollo de la Unidad Didactica se ha pretendido incluir una serie
de metodologias afines al contenido, intentando emplear la metodologia tradicional
transmisiva solo lo necesario. Parte de los contenidos centrales de la unidad son
descubiertos por los alumnos a través de actividades de aprendizaje dialdgico,
fomentandose de esta forma el debate y la defensa de ideas entre ellos. Para reforzar
las partes mas importantes del tema también se realiza una sesién de modelizacién
matematica, basada en la metodologia IBL, que alentara a los alumnos a aplicar lo
aprendido en el contexto de un problema real, que implica tanto actividades TIC

como procesos transversales (sintesis de informacién, debate, exposicion...).

Con la estructuracion dada a la unidad se pretende que los alumnos descubran
por si mismos gran parte de los contenidos a impartir, siendo sistematizados
posteriormente por el profesor, en un ambiente de trabajo en grupo y potenciacion
de las competencias transversales, especialmente la capacidad de debatir y defender
sus propias ideas y razonamientos, siempre desde un punto de vista respetuoso hacia

el resto del alumnado y el profesor.
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Anexo 1

Actividades planteadas en la Unidad Didactica

En este anexo vamos a desarrollar todas las actividades que se presentaran a lo
largo de la unidad didactica. Junto al enunciado de cada actividad se mostraran los
criterios de evaluacion relacionados con dicha actividad. Los criterios de evaluaciéon
se nombraran con dos nimeros separados por punto, donde el primer niimero podra
valer 1 o 2 y representara el bloque tematico al que hace referencia y el segundo
numero apuntara al criterio de evaluacion dentro de dicho bloque. Como ya se explico
en el desarrollo de la unidad didactica los criterios de evaluacién seran aquellos

especificados en la Seccién 5.11.1.

Tanto las actividades de asentamiento como los problemas de desarrollo
representan una seleccién hecha por el autor de entre la totalidad de actividades
presentes en De Lucas et al. (2020) y en Arias y Maza (2020). Todas aquellas
actividades que no llegan a ser mandadas como trabajo directamente por el profesor

seran optativas que los alumnos podran realizar como practica para el examen.

I.1 Ejercicios de consolidacion

Preevaluacién

P-1: Calcula el resultado de estas potencias.

a) 273

b) (—2)_—43
00"
) (-

P-2: Traduce al lenguaje algebraico.

a) El siguiente a un nimero n.
b) El anterior a un niimero n.

c¢) La semisuma de dos nimeros a y b.
P-3: Calcula el valor numérico de estas expresiones en cada caso.

a) Z—ﬁ,paraazl,azG,aleO
b) (=2)", paran=2,n=3,n=4

I-1
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P-4: Averigua la solucién de estas ecuaciones.

a) 15+3(x—1) =27
b) 27 = 3z
c) bz® =40

Sucesiones

(CE: 2.1.) Copia en tu cuaderno los términos que se indican en

cada caso de estas sucesiones.

a) ay, az y as en la sucesién a: 5, 15, 20, 25, 30, 35...
b) by, by vy b7 en la sucesion b: 1, -2, 3, -4, 5, -6, 7...

C) C1, C4 Y Cg €11 la sucesién c: 9137435160 7

(CE: 2.1.) Escribe en tu cuaderno los cuatro términos siguientes

de las sucesiones siguientes explicando como los has hallado.

a) 7,5,3,1,-1.

b) 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001...

c) 1,4, 9,16, 25...

DI I

(CE: 2.1.) Escribe los cinco primeros términos de estas

sucesiones.

a) a, =5—n

b) b, =32

c) cp,=n%—1

d) dn = (=2)"

(CE: 2.1.) Observa los términos de estas sucesiones, escribe su

término general y halla el décimo término en cada caso.

a) 17, 13,9, 5, 1, -3...

b) 0, 1, 8, 27, 64, 125...
) 8, 4,2, 1,0.5,0.25...
) 1

¢
d
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(CE: 2.1.) Calcula los tres términos siguientes de las sucesiones

y escribe su ley de recurrencia.

a) -5,.3,0,4, 9,15, 22...
) 3,4,1,-3, 4, -1, 3...

) 1,3, 5,11, 21, 43, 85...
)

1,2, 3,6, 11, 20, 37...

o o T

(CE: 2.1.) Para la sucesién a: 0, 3, 8, 15, 24...

a) Escribe los términos ayg y ass.
b) ;En qué posicién estd el término que vale 1207

c¢) Escribe, si es posible, el término general.

(CE: 2.1.) Escribe una ley de recurrencia para describir estas

sucesiones.

)
) :

¢) 10,9, 7, 4,0,-5, -11...
) 12, 26, 55, 114, 233, 472, 951...

Progresiones aritméticas

(CE: 2.3.) Justifica cudles de estas sucesiones son progresiones

aritméticas.
a) 2,6, 10, 14, 18
b) 1, 3, 6, 10, 15
¢)1,3,253
d) 2.5,2.25, 2, 1.75...
e) 1,3,9, 27, 81
f) § %553

(CE: 2.3.) Calcula el valor de la diferencia en estas progresiones

y halla su término general.

a) 6, 9,12, 15, 18...

) 11, 66, 121, 176, 231...
) 1,-4,-9,-14, -19...
)11011

o o T

37 67 71 6 37"
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(CE: 2.3.) El primer término de una progresion aritmética es 5
y su diferencia es 6.

a) Halla el término general.

b) /Qué posicién ocupa el término que vale 1017

(CE: 2.3.) Encuentra el quinto término de una progresién
aritmeética si el tercero vale 3 y el décimo es 38.

(CE: 2.3.) Determina el primer término de una progresién
aritmética de diferencia 5 si a;5 = 32. Escribe su término general y halla
el término que ocupa la posicién 81.

(CE: 2.3.) Averigua cudntos términos tiene esta progresién: 4,
10, 16..., 436.

(CE: 2.3.) Interpola el nimero de términos que se indica de

modo que formen una progresion aritmética.

a) Tres términos entre 5y 17.

c
d

)

b) Cinco términos entre 12 y -18.
) Cuatro términos entre -7 y -5.75.
)

— 2 5
Dos términos entre £ y 3.

Progresiones geométricas

(CE: 2.6.) Justifica cudles de estas sucesiones son progresiones
geométricas.

a

o

) 2,6, 18, 54 162...
) L5, 5 9w
¢) 25,20, 16, 12.8, 10.24...
d) -1,1,-1, 1, -1..
)
)

19 27’ 81"

e
f

5, 10, 15, 20, 25...
1 1 5 25 125

107 47 87 167 32 °

(CE: 2.6.) Calcula el valor de la razén en cada una de estas

progresiones y halla su término general.

.2, 1,05, 0.25...

4
0.03, -0.3, 3, -30, 300...
3
4

1 4 _16 64
S ) 97 27"
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(CE: 2.6.) El tercer término de una progresién geométrica es

24 y su razoén es -0.2.

a) Escribe su término general

b) ;Cudanto vale ai5?

(CE: 2.6.) Escribe los cuatro primeros términos de estas

progresiones geométricas y determina su término general.

a) ap =3, 1=

b) by = —256, r = —1
c) =25 r=-14
d) dl_—l,T_§

(CE: 2.6.) Calcula el término general de una progresién
geométrica en la que el tercer término es 18, el quinto es 162 y cuya
razon es negativa. Averigua el décimo término.

(CE: 2.6.) Interpola tres términos en progresiéon geométrica que

sean:

a) positivos entre 12 y 3.
b)
)
)

c
d) alternados entre -54 y —2.

alternados entre 0.04 y 25.
negativos entre -1 y -2401.

Suma de una progresién aritmética

(CE: 2.5.) Averigua el valor de la suma de los 50 primeros

términos de las siguientes progresiones aritméticas

a) a, =73 —4n
b) b, =23+ 11n
¢) ¢ =—1—2n
d) d, =6—0,7n

(CE: 2.5.) Calcula la suma de:

a) los veinte primeros nimeros pares.
b) los nimeros naturales del 1 al 1000.

¢) los 10 primeros multiplos positivos de 11.

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
Alvaro Garzén Casado



ANEXO I. ACTIVIDADES PLANTEADAS EN LA UNIDAD DIDACTICA 1-6

(CE: 2.5.) Halla la suma de los 25 primeros términos de las

progresiones aritméticas que verifican:
a) a; =85y d=-10
b) a3 =24y d=0,5
c) ag =9y az=1T7.
(CE: 2.5.) Halla la suma de los 30 primeros miiltiplos positivos
de 7.

(CE: 2.5.) Calcula cuiantos niimeros naturales consecutivos

tengo que sumar a partir del 23 para obtener 782.

Suma de una progresiéon geométrica

(CE: 2.8.) Calcula la suma de los 10 primeros términos de estas

progresiones geométricas.

a) a, = 32 (;)n 1
b) by = 2

¢) en=(=3)""
d) d, = 486 (312>n7

(CE: 2.8.) Averigua la suma de los 10 primeros términos de
una progresion geométrica cuyo primer término vale 20 si su razon es -5.

(CE: 2.8.) Determina el valor de estas sumas infinitas.

a) 14+ 0,2+ 0,04 4+ 0,008 40,0016 + ..

b) 2000 + 1000 4 500 + 250 + 125 + ..

c) 75—75+075 OO75+00075+
) -

(o}

5 25 125 625

(CE: 2.8.) Calcula, si es posible, la suma de todos los términos

de estas progresiones geométricas.

a) 96,48,24,12,6,3...
b) —%,—1,-5,—25,—125, —625...

¢) 7,-4,9,3,43,—2,401,1,6807, —1,17649...
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1.2 Problemas de desarrollo
Sucesiones

(CE: 1.2., 2.2.) Fijate en estas construcciones hechas con cubos.

Analiza cémo se ha realizado cada una.

o o

Figura I.1: Imagen auxiliar del problema D-1. Fuente: elaboracién propia a partir
de (De Lucas, Pena y Rey, 2020)

a) ;Cudntos cubos se necesitan para la siguiente construccion?
b) ;Y para la siguiente?

¢) ;/Cuéantos cubos se necesitan para la centésima construccién?

(CE: 1.3, 2.2.) En una colmena, los zdnganos no tienen padre,
son hijos sélo de la reina de la colmena. Sin embargo, la reina si tiene
padre y madre, un zangano y una reina. Describe la sucesion que indica el
arbol genealégico de un zangano indicando el nimero de padres, abuelos
y bisabuelos.

(CE: 1.2., 1.3., 2.2.) Fede esta construyendo figuras con palillos

siguiendo este patron.

Figura 1.2: Imagen auxiliar del problema D-3. Fuente: elaboracién propia a partir
de (De Lucas, Pena y Rey, 2020)

a) Escribe los 5 primeros términos de la sucesién que describe el niimero de palillos
necesarios para realizar cada figura.

b) Escribe, si es posible, una ley de recurrencia para esta sucesién. ;Cudl es su
término general?

¢) ;Cuéantos palillos necesita Fede para construir una figura con 30 cuadrados?

d) ;Cuantos cuadrados tendra una figura para la que Fede emplee 150 palillos?
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Progresiones aritméticas

(CE: 1.1., 1.2., 2.4.) En un aula han colocado sillas para una
conferencia. La primera fila esta a 2.5 m del orador y han dejado medio
metro entre cada fila y la siguiente. Si cada silla ocupa 0.75 m, ja qué
distancia se encuentra la séptima fila?

(CE: 1.2, 1.4., 2.4.) Los alumnos de Botdnica estin elaborando
un proyecto para reacondicionar una parte del patio plantando 10
ejemplares de especies autdoctonas. Para decorar el espacio deciden
reservar para cada planta un espacio hexagonal de 50 cm de lado y
rodearlo con losetas de la misma forma con la disposicion que se muestra

en el dibujo.

Figura 1.3: Imagen auxiliar del problema D-5. Fuente: elaboracién propia a partir
de (De Lucas, Pena y Rey, 2020)

a) ;Cudntas losetas necesitan colocar?
b) ;Cudnto medird de largo el espacio total ocupado?;Y si son finalmente quince

plantas?

(CE: 1.3., 1.4., 2.4.) Observa el coste del alquiler de un par de

patines en la pista de hielo.

Figura I.4: Imagen auxiliar del problema D-6. Fuente: elaboracién propia a partir
de (De Lucas, Pena y Rey, 2020)

a) Escribe una expresién algebraica que determine el precio segin el nimero de
horas de alquiler.

b) ;Cuénto costara el alquiler por 6 h?
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(CE: 1.1., 1.2., 2.4.) Averigua el nimero de plantas de un
rascacielos de 89 m de altura si el piso bajo mide 6.5 m de alto y cada

uno de los pisos siguientes, 2.75 m mas.

Progresiones geométricas

(CE: 1.1., 1.2., 2.7.) La poblacién de una cierta regién ha crecido
en progresiéon geométrica entre 2016 y 2020 pasando de 150 000 a 219
615 habitantes.

a) ;Cudl es la razén de crecimiento?

b) ;En qué porcentaje se incrementa la poblacién cada ano?

(CE: 1.2., 1.3., 1.4., 2.7.) A Estefania le han propuesto disenar
un logo para el Club de Mates y ha dibujado estas figuras. Sergio ha
propuesto hacer, con ese diseno y empleando material reutilizado, una
construccion de 1 m de altura para exponerla en el club.

Observa el diseno y calcula qué area tiene cada uno de los triangulos y

cudles son las longitudes de sus lados

Figura 1.5: Imagen auxiliar del problema D-9. Fuente: elaboracién propia a partir
de (De Lucas, Pena y Rey, 2020)

(CE: 1.2, 2.7.) En un estanque de 400 m? los nentfares crecen
ocupando cada semana el doble de la superficie que ocupaban la semana
anterior. Si esta semana ha llegado a estar completamente cubierto, ;hace

cuanto tiempo estaba ocupada sélo la mitad de su superficie?
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Suma de una progresién aritmética

(CE: 1.2., 1.3., 1.4., 2.5.) Una localidad ha reservado un terreno
para dedicarlo a la silvicultura. A principios de ano comenzaron a
transplantar arboles colocando cada semana 5 mas que en la semana

anterior. En la cuarta semana colocaron 40 plantones.

a) (Cudntos drboles plantaron la primera semana?;Y la décima?
b) ;En qué semana transplantaron 105 drboles?
¢) Averigua cuantos plantones se han colocado a lo largo de los seis primeros

meses del ano.

(CE: 1.1., 1.3., 2.5.) Las amplitudes de los cuatro angulos de
un cuadrilatero forman una progresién aritmética. Si el primer término
vale 152, ;cudl es la amplitud de cada uno de los dngulos?

(CE: 1.2, 1.3., 2.5.) Calcula los anos que ha estado depositado
un capital de 45000€ al 2 % de interés simple si, una vez hecha la retenciéon
del 21 % de Hacienda, se han generado 2133 €.

(CE: 1.2., 1.3., 2.5.) Calcula el rédito al que se han depositado
12000 € a interés simple durante 18 meses si los intereses generados, con

la retencion de Hacienda descontada, han sido 213.3 €.

Suma de una progresion geométrica

(CE: 1.1., 1.3., 2.8.) Nayla lanza una pelota a lo largo del patio
de manera que en el primer bote avanza 3 m y en cada uno de los rebotes

siguientes avanza dos tercios de lo que avanzé6 en el rebote anterior.

a) (Cudnto avanza en el tercer rebote? ;Y en el sexto?

b) Determina una expresién algebraica que permita averiguar la longitud recorrida
en cada rebote.

¢) Si se detiene contra la pared tras recorrer 5 m, jcuantos rebotes ha dado?

d) ;Qué distancia recorreria si no se parase nunca?

(CE: 1.2., 1.3., 2.8.) Una entidad financiera paga el 2.5 % del
dinero depositado si éste se mantiene 3 anos. Calcula, en los siguientes
casos, cuanto se ganara al finalizar los tres anos por una imposicién de
10000 € si Hacienda retiene el 21 %:

a) Los intereses se ingresan en una cuenta distinta.

b) Los intereses se ingresan en la misma cuenta.
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1.3 Actividad TIC

La actividad que se realizara es una busqueda de informacién sobre sucesiones

famosas en grupos de alumnos, durante la primera sesion de la unidad.
T-1: (CE: 1.2., 1.5., 1.12.) Conoce las sucesiones.

El objetivo de la actividad es reforzar el concepto de sucesion regular en los
alumnos, después de habérselo explicado en la introduccion del tema. Ademas,
se persigue que los alumnos, durante su investigacion, descubran conceptos como

término general o ley de recurrencia.

Se realizaran grupos de no més de 4 alumnos, suministrandoles un ordenador,
o dispositivo electronico que pueda servir para buscar informacién, a cada grupo.

Deberan seleccionar una de entre las cinco sucesiones de ntimeros siguientes:

a) Fibonacci.

b

)

) Farey.
c¢) Padovan.
)

)

d

e

Nimeros oblongos.

Numeros de Perrin.

El grupo debera buscar informacién sobre la sucesién escogida y plasmar en un
documento una breve descripcién de dicha sucesion y sus caracteristicas, asi como
escribir una pequena parte de ella. Se permitira un total de 25 minutos para que los
alumnos realicen la investigacion y preparen sus resultados. A continuacién, durante
15 minutos se permitira que un representante de cada equipo exponga ante toda la

clase un resumen de su investigacion.

El material serd enviado por correo electronico al profesor o subido a la
plataforma digital que emplee el centro para una posterior evaluacién mas detallada

por parte del profesor.

1.4 Actividades de aprendizaje dialégico

Las actividades de aprendizaje dialdgico se desarrollaran en una tunica sesion,
pudiendo variar su numero entre 4 y 6 en funcién del tiempo disponible o el
propio desarrollo de la sesion. Las actividades se dividen en actividades individuales,
por parejas y en grupo completo de clase. En cada una de ellas se desarrolla o
refuerza algiin concepto nuevo o ya conocido, respectivamente. Las actividades aqui
desarrolladas estdn basadas en una Standard Unit desarrollada en Swan (2005). Al

finalizar esta seccion encontramos los recursos empleados para su desarrollo.
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Los objetivos principales perseguidos mediante estas actividades son capacitar

a los alumnos para:

Definir una sucesion usando su término general.

Definir una sucesién usando su ley de recurrencia.

Reconocer y definir una progresién aritmética.

Reconocer y definir una progresiéon geométrica.

Ser capaces de exponer adecuadamente sus resultados y el proceso seguido y

discutir sobre ello con el resto de sus companeros.

En su conjunto, los criterios de evaluacion correspondientes a estas actividades

serfan CE: 1.1., 1.2., 1.3., 1.4., 1.5., 2.1., 2.2, 2.3., 2.5., 2.6., 2.8.

Trabajo en parejas 1.

A cada pareja se le propocionara una copia de cada una de las paginas de
tarjetas de nimeros (Anexo 1.4.1).

Los alumnos deberan crear tantas sucesiones como puedan, animando el
profesor a aquellos con mas facilidades a realizar sucesiones més complejas.
Cuando aproximadamente todos los grupos tengan sucesiones realizadas se les
pedira que escriban algunas de ellas en una copia de la tabla que aparece
en el Anexo [.4.2 y anadan una descripcién del patron que sigue la sucesion,

expresada verbalmente.
Trabajo en grupo completo 1.

El profesor escribira en la pizarra algunas de las sucesiones de las parejas de
alumnos.

Se propone a los alumnos que encuentren una forma de expresar el término
n-ésimo de la sucesion, ya sea con término general o con ley de recurrencia.

A continuacién se practicara el trabajo con los términos generales y las leyes
de recurrencia. El profesor escribira en la pizarra diferentes términos generales
o leyes de recurrencia y las parejas, en un folio en blanco, tendréan que escribir
los x primeros términos o el término k-ésimo que el profesor proponga. Es
interesante que, para las leyes de recurrencia, el profesor no diga en alguna de
ellas los primeros términos, de forma que los alumnos tengan que darse cuenta

de su necesidad.
Trabajo en parejas 2.

Se dara tiempo a las parejas para que, una vez practicada la actividad anterior,
escriban el término general o la ley de recurrencia de las sucesiones que

escribieron en la primera actividad.
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= Es probable que, cuando se pueda, la mayoria de las parejas intenten hacer la
ley de recurrencia en lugar del término general, por lo que habra que motivarlos

para que también obtengan el término general.
Trabajo en grupo completo 2.

= El profesor seleccionard parejas de alumnos que hayan escrito progresiones
aritméticas y geométricas en las actividades anteriores, aunque, como éstas
alin no han sido explicadas, los alumnos desconocen ese hecho.

» Estas parejas escribiran en la pizarra, por turnos, el término general y/o la ley
de recurrencia que les permite obtener la progresién que han creado.

= El resto de companeros debe tratar de escribir la sucesiéon a partir de dicha
informacion, de forma que podamos comprobar si estas sucesiones que escriben
se corresponden con la progresion que la pareja originalmente habia creado,
comprobando asi si el término general o la ley de recurrencia estan bien
definidos.

= A continuacién introduciriamos los conceptos de progresién aritmética y
geométrica, explicando simplemente su principal caracteristica (formacién en
funcién de diferencia y razén), sin entrar en escribir ni su término general ni
su ley de recurrencia.

= Una vez los alumnos conocen los conceptos, se les pedird que creen
determinadas sucesiones que contengan unos términos concretos, por ejemplo:

e Crea una progresion aritmética que contenga el nimero 100.
e Crea una progresiéon geométrica que contenga el niimero %
e Crea una progresién aritmética cuyo quinto término sea -3.
e Crea una progresiéon geométrica cuyo segundo elemento sea 10.
» Seleccionaremos algunas de las progresiones desarrolladas por los alumnos en
el apartado anterior y las escribiremos en la pizarra.
= Los alumnos tendrdan que intentar escribir el término general y la ley de
recurrencia de esas progresiones.
= A través de los términos generales escritos por los alumnos se les inducira a
comprobar el término general para una progresion aritmética (geométrica) dada

en funcion del término inicial y su diferencia (razon).
Trabajo individual y en parejas 3.

= Cada alumno completara el cuestionario del Anexo 1.4.3.
= Cuando una pareja termine de rellenar los dos cuestionarios, ambos miembros

se los intercambiaran y tendran que comentar los resultados de su companero.

Trabajo en grupos completo 3.
Esta actividad se dividirda en dos partes distintas. En la primera de ellas se

mostraran diferentes sucesiones, tratando de establecer un debate con los alumnos.
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Mostramos a continuacién el enunciado que se presentaria a los alumnos referente
a la primera parte de la actividad (exceptuando los términos generales y leyes de

recurrencia entre paréntesis).

La impostora oculta

A continuacion tenéis una lista con 6 sucesiones distintas, parecidas a aquellas
con las que hemos estado trabajando durante toda la clase. Hay una sucesion
impostora, que no comparte las caracteristicas del resto. ;Podriais decirme

cual es la impostora y por qué?

a) 1,3,5,7,9... (a,=1+2-(n—-1))

DIES- T O 5

c) 2,6,8,6,2... (a, =ap_1 —an_2+4,cona; =2y ay=06)

d) 3,-3,3,-3,3... (an =3 (=1)"1)

e) 2,1,0,5,0,25... (an —2. (%)"_1)

f) =3,2,—1,1,0,1,1... (@, = ap_1 + ay_2, con a; = =3y as = 2)

Evidentemente, no hay una tnica respuesta valida, dado que todas podrian
ser elegidas por motivos distintos, por lo que se establecerda un debate con las
argumentaciones de los alumnos que defiendan su opcién elegida.

En la segunda parte de la actividad se suscitaria la necesidad del concepto de
serie, concretamente tratando las series aritméticas de forma indirecta. El enunciado

que se propone a los alumnos es el siguiente.

. Cuando se acaba la suma?

Crea la progresién aritmética que tu elijas, pero ten en cuenta la limitacién
que te voy a poner: si sumas los 4 primeros niimeros, el resultado debe ser
100.

Si consigues crearla, quiero que también me digas cuanto valdria la suma de

los 6 primero términos. ;Y de los 20 primeros términos?

El objetivo de esta segunda parte de la actividad es mostrar, de forma indirecta,
la necesidad del empleo de las series. No se pretende llega a explicar dichos conceptos,
sino ir planteando la necesidad de los mismos de cara a la actividad de IBL que se

desarrolla en la 42 sesion.

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
Alvaro Garzén Casado



ANEXO I. ACTIVIDADES PLANTEADAS EN LA UNIDAD DIDACTICA 1-15

1.4.1. Tarjetas numeradas recortables
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1.4.2. Tabla en blanco
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I.4.3. Cuestionario sobre progresiones aritméticas y

geométricas

Apellidos y nombre:

Escribe los primeros cuatro términos de una progresién aritmética cuyo segundo

término valga 100.

Explica por qué la anterior es una progresion aritmética.

Escribe una ley de recurrencia para la anterior progresion.

Escribe el término general de la anterior progresion.

Escribe los primeros cuatro términos de una progresion aritmética cuyo tercer

término valga 100.

Explica por qué la anterior es una progresion geométrica.

Escribe una ley de recurrencia para la anterior progresion.

Escribe el término general de la anterior progresion.
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1.5 Actividad IBL

La tarea que se propondra a los alumnos es el calculo de un presupuesto para el
diseno y construccién de una piramide de base cuadrada. La piramide se construira

con bloques cubicos e ira revestida para dar la forma de pirdmide perfecta.

La tarea cumplird con la estructura tradicional de las clases IBL. En un
principio se desarrollaran las fases de introduccién a la tarea y desarrollo de la
misma, tras lo que pasaremos a una sintesis de los resultados, donde se realizaran
algunas preguntas de reflexion, y finalizaremos con una fase de sistematizacion del

aprendizaje matemaético.

Durante la fase de desarrollo de la tarea es posible que algunos alumnos
descubran el concepto de serie y entiendan su potencial para la eficiente resolucion
de la clase. En tal caso el profesor deberia ayudar a dicho grupo de alumnos
suministrandole la férmula correspondiente, dado que la induccién de la misma se
considera de un nivel demasiado avanzado para los alumnos a los que esta tarea esta
dirigida.

Esta tarea dispone de elementos que la hacen potencialmente escalable para
ser empleada en cursos de nivel superior. Los conocimientos minimos de los que
deben disponer los alumnos son los siguientes: teorema de Pitagoras, volumen de
una piramide, término general de una sucesién y densidad de un material®, aunque
con determinadas suposiciones, o trabajo maés tedioso, por parte de los alumnos

algunas de éstas no serian necesarias.

Disponer de conocimientos de semejanza de tridngulos, inecuaciones y

optimizacién de funciones? permitirfa aumentar el nivel de dificultad de la tarea.

IContenido desarrollado en Fisica y Quimica en 2° de ESO, segiin el criterio de evaluacién 1

del bloque 2 (Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre de 2014p. 259).
2Como se podré comprobar més adelante al leer el enunciado del problema, emplear una funcién

precio del bloque de construccion dependiente del tamano del mismo, permitiria desarrollar los

conocimientos de optimizacion de funciones.
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I.5.1. Criterios de evaluacion y objetivos de la actividad

Los criterios de evaluacion correspondientes a estas actividades serian CE: 1.1.,
1.2, 1.3., 1.4., 1.6., 1.7., 1.11., 2.1., 2.2., 2.3., 2.4., 2.5., 2.6., 2.7., 2.8.,

mientras que los objetivos perseguidos seran:

e Ser capaz de estructurar un problema poco estructurado.

e Emplear adecuadamente la notacién algebraica, tanto en contextos
geométricos como numéricos.

e Emplear adecuadamente las unidades de medida métricas.

e Obtener términos generales de sucesiones distintas a las progresiones
aritméticas y geométricas vistas en clase.

e Vincular diferentes areas de las matematicas.

e Trabajar con términos generales de una serie.

1.5.2. Plan de clase

Enunciado inicial y materiales

Mostramos en la pagina siguiente el enunciado que se suministraria a los

alumnos individualmente.

Los materiales disponibles para la tarea serian los siguientes:

Hojas de papel tamano A4.

Cartulinas para hacer posteres y rotuladores.

Bolsas con 55 cubos de madera de 1 cm de lado (figura 1.6).

Ordenador con conexién a Internet.

-\_\_ = e

10mm L i‘
10mnt 10mm ; \

(a) Cubo individual. (b) Bolsas disponibles para los alumnos.

Figura [.6: Cubos de madera empleados en la actividad.
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El arquitecto de piramides.

El reputado arquitecto Oscar Calatrava ha recibido
un extrano pedido de un cliente. Este cliente quiere
que se le disene y construya una pirdmide maciza

en el patio de su casa. Al cliente le da igual el tipo

de piramide que sea, pero quiere que la estructura
interna se construya con bloques ctibicos y que, antes
de empezar a construir, Oscar le de un presupuesto

de los materiales que va a necesitar.

El pobre Oscar se estd viendo superado por el pedido, por lo que solicita
vuestra ayuda para disenar la pirdmide del cliente. La tnica restriccién del

cliente es que la piramide debe medir entre 8 y 9 metros de altura.

. Puedes ayudar a Oscar a disefiar una piramide
lo mas barata posible?

a) Busca informacién sobre diferentes tipos de
pirdmides.

b) Intenta disenar la estructura de la pirdmide
con bloques ctbicos.

c¢) Piensa en como revestir la estructura de

bloques para formar la piramide. A

d) Crea el presupuesto para el cliente, teniendo
en cuenta que los bloques de la estructura interna
cuestan 100% y el material del revestimiento es

plata, a un precio de 6,67%.
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Fase de introduccion de la tarea

Primero anunciamos a la clase que hoy realizaremos una actividad diferente:

Buenos dias. La clase de hoy va a ser algo diferente. Hoy yo voy
a intentar hablar lo minimo posible, mientras que vosotros vais a

tener que realizar una tarea de la vida real.

En unos momentos os voy a entregar el enunciado de la tarea a cada
uno individualmente, y quiero que lo leais despacio para entender
muy bien lo que se os estd pidiendo. No va a haber una unica
forma de resolver el problema, por lo que podéis emplear todos
los conocimientos matematicos que tenéis para resolverla. Si no os
acordais de algo podéis usar el libro de clase, consultar en Internet

0, como ultimo recurso, preguntarme a mi.

Les entregamos una copia del enunciado a cada uno y les dejamos un par de

minutos para que lo lean tranquilamente y piensen en cémo resolverlo.

En mi mesa os he dejado preparados folios y unas bolsas con
pequenios cubos de madera de 1 cm?® que podéis emplear para
facilitar vuestro calculos. También tenéis cartulinas con las que
quiero que preparéis un poster final donde mostréis la piramide que

habéis disenado y los calculos mas relevantes que habéis empleado.

Fase de desarrollo

Colocamos a los alumnos en grupos de 4, con un ordenador por grupo, para que
investiguen sobre la forma de las pirdmides y su estructura. Tras unos 5 minutos
aproximadamente, llamamos la atencién de la clase para poner en comun los tipos

de piramides que han encontrado.

Una vez acotados los resultados de las diferentes investigaciones los alumnos
comenzaran a trabajar en la creacién de la piramide con los bloques de madera. Hay
varias disposiciones diferentes que pueden plantearse, pero para que la piramide se
pueda disenar bien la sucesién que rige el nimero de bloques por cada piso de la

piramide debe ser estrictamente creciente.

Cuando determinen que tienen que emplear una sucesién necesitaran saber
cuantos pisos deben emplear para cumplir con el requerimiento de altura, por lo
que tendran que suponer el tamano que debe tener el cubo de construccion en la
realidad.
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Llegados a este punto pueden ocurrir dos situaciones distintas. En la primera,
el grupo de alumnos simplemente determina que la altura de la pirdmide (=~ 8m) se
obtiene multiplicando la longitud de un cubo por el nimero de pisos, sin tener en
cuenta la altura alcanzada por el revestimiento necesario para completar la punta
de la pirdmide. En la segunda, los alumnos emplean geometria o simplemente un
dibujo para determinar los pisos necesarios teniendo en cuenta el revestimiento de

la punta.

No se plantea esta decision como una incidencia, dado que si la longitud del lado

del cubo se ha seleccionado coherentemente los resultados no variaran en demasia.

En el momento en que los alumnos obtengan los pisos necesarios en funcién del
tamano de los cubos que han elegido deberian intentar obtener la cantidad de cubos
totales en la piramide. Pueden intentar hacer la suma de la sucesién que obtengan a
mano, pero puede haber grupos que comprendan la necesidad de emplear una serie?,
concepto que aun no se habria visto en clase, por lo que, si llegan a plantear dicho

problema, el profesor les proporcionaria el valor de la serie correspondiente.

Conocidos los cubos necesarios para la estructura interna de la piramide sélo
restaria calcular el volumen total de la piramide para obtener, mediante una resta,
el volumen del revestimiento. Restaria obtener, a través de internet, el valor de la

densidad de la plata para calcular el precio final de la piramide.

Posible incidencia Ayuda propuesta

. i Se les asimila un presupuesto a una lista
No entienden qué es un presupuesto.
de la compra.

No encuentran suficientes tipos de L o
L. o Les hablamos de las piramides egipcias.
piramides distintas.

Encuentran demasiados tipos diferentes | Acotamos los resultados a pirdmides

de piramides. egipcias y mayas.

o L Les preguntamos si creen que podran
No disenan la piramide como una L
., . ] obtener la forma de una piramide con la
sucesion estrictamente creciente. . L , ]
disposicién que estan haciendo.

Les preguntamos si creen que,

Suponen longitud del lado del cubo de
construccion inverosimil: mayor de 2 m o

menor de 1 cm.

empleando el tamano de cubo que han
elegido, se podria manipular
adecuadamente a mano o con alguna

maquina.

3Especialmente si eligen un lado del cubo lo suficientemente pequeiio.
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Se dan cuenta de que obtienen datos
incoherentes respecto a los volimenes

calculados.

Les sugerimos que dibujen todo lo que

necesiten.

No comprenden que la diferencia entre el
volumen de la piramide y de los bloques
es el volumen del revestimiento, o no

saben como calcular el volumen del

revestimiento.

Les preguntamos como calcularian el
volumen de los hielos en un vaso

enrasado con refresco.

Tabla 1.2: Elaboraciéon propia. Posibles incidencias en la fase de desarrollo de la

tarea.

Fase de sintesis de los resultados y preguntas de reflexion

Cuando los alumnos completen el diseno de la piramide y su presupuesto podran

realizar el poster donde plasmen sus resultados, para pasar a continuacién a mostrar

las diferencias entre algunos de los disenos.

Las principales diferencias que se esperan observar son:

= La sucesion que rige la cantidad de bloques en cada piso de la estructura.

» La consideraciéon o no del revestimiento para el calculo de la altura de la

piramide.

s [a forma de recubrir la estructura con el revestimiento.

Intentaremos que los alumnos expliquen las hipdtesis que han tenido que asumir

para el desarrollo de la tarea:

s ;Que informacion habéis tenido que suponer cuando no se os daba algin dato

en el enunciado?

» ;Por qué habéis supuesto (un dato concreto) en lugar de (otro valor para el

mismo dato) ¢

» ;Alguién ha tomado una hipdtesis diferente para (el dato de la pregunta

anterior) ¢

A continuacién se harian una serie de preguntas para establecer un debate

reflexivo entre los alumnos:

w ;Cal creéis que es la piramide mds barata? ;Y la mds rentable?

= Intentar que algin alumno explique con sus palabras la respuesta que ha dado

algiin otro alumno a las preguntas anteriores.

» ;Que hubiérais tenido en cuenta si se os hubiese dado las dimensiones del

patio del cliente?
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» ;Y si, cuando ya tuviérais la piramide disenada, el cliente quiere que tenga
otra altura diferente?

= Preguntar a algin alumno si cree que algin grupo tendria menos problemas
en el caso anterior. Esto serd posible si algin grupo ha inducido la férmula de,
al menos, la serie de la estructura de bloques.

» ;Creéis que vuestros disenos habrian cambiado si el revestimiento fuese mds
barato que los blogques internos?

= s Qué ocurre si elegimos un tamano de bloque muy pequeno? Para esta pregunta
puede ser recomendable realizar unos dibujos en la pizarra como los de la

figura 1.7.

(a) Bloques de lado 1 m: 4 pisos. (b) Bloques de lado 0.5 m: 9 pisos.

Figura [.7: Elaboracién propia. Ejemplo de estructura interna para una piramide de

5 metros de altura.

Fase de sistematizaciéon del aprendizaje matematico

En esta fase apuntamos en la pizarra las respuestas de los alumnos a la
pregunta de cudales son los conocimientos matematicos que han ido empleando para
la realizacién de su presupuesto. Aquellos que no aparezcan, pero que podrian haber
aparecido, los aporta el profesor. Si han empleado algin tipo de recurso que aun esta
por encima de su nivel podemos destacarlo contandoles como se llama, de forma que

se motiven por haber logrado algo asi.
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Los principales conocimientos empleados en la tarea son:

Término general de una sucesion.

Teorema de Pitagoras.

Volumen de una piramide.

Semejanza de triangulos.

Inecuaciones.

Formulacién de expresiones algebraicas.
Entre los procesos que se desarrollaran en la tarea estaran:

» Simplificacién y estructuracion de una situacién compleja.
» Formulacion de hipétesis.

= Manejo de 6rdenes de magnitud.

» Conversion de unidades.

= Bisqueda de informacion.

= Argumentacién y prueba.

= Comunicacién.
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1.5.3. Posibles soluciones

Mostramos a continuacion algunas de las posibles soluciones a las que podrian
llegar los alumnos, mostrando las hipdtesis aproximadas que habrian tenido que
asumir y los cédlculos que pueden haber realizado, aunque algunos puedan estar mal
por asumir hipdtesis erréneas. Los textos recuadrados son simulaciones de posibles

razonamientos (muy simplificados) que podrian desarrollar los alumnos.

Solucién 1

Hipotesis asumidas:

= Cubos de 1 m de lado.

» En cada piso tenemos un cubo més en el lado que en el piso anterior (a,, = n?).
» La pirdmide tiene tanta altura como pisos de cubos tenemos.

= La base de la piramide tendra tanta longitud como los cubos en linea que haya

en la base.

Si la pirdmide mide 8 m de alto, y nuestros cubos van a medir 1 m,

necesitamos 8 pisos de cubos. La base medira 8 m de lado.

En el primer piso (la punta) tenemos 1 cubo, en el segundo piso 4
cubos, en el tercero 9, ..., y asi hasta 64 cubos en la base. Si los
sumamos todos tenemos 204 cubos en la estructura interna. Cada

cubo mide 1 m3, por lo que la estructura medird 204 m?3.

El volumen de la pirdmide total serd de V = 1 - (8m)? - 8m =
170,67m?.

Un grupo de alumnos que siguiese el anterior desarrollo deberia darse cuenta
de que hay alguna hipdtesis errénea al tener un volumen de la pirdmide total més
pequeno que el de su estrutura interna. Realizando un dibujo como el de la figura 1.8
podrian obtener que, con la sucesion elegida para los pisos y el lado elegido para el

cubo, la altura y el lado de la base seran en realidad:

Altura total =n- L+ L= L(n+ 1),

L
Ladodelabase:n-L+2-§:L(n+1),

donde n es el nimero de pisos de la piramide y L es el lado elegido para los cubos.
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)

L2 L

Figura 1.8: Elaboracién propia. Dibujo que podria ser empleado para determinar la

altura total real de la piramide y el lado de la base.

En este punto, este grupo de alumnos podria replantearse algunas de su hipotesis

para finalizar los calculos:

1. Si se replantean las hipdtesis de altura y lado de la base podrian emplear las
expresiones anteriores para obtener un nuevo volumen de la pirdmide (243m?),
que esta vez si sera mayor que el de su estructura interna.

2. Si desean recalcular los pisos necesarios para ajustarse a los 8 m de altura,
tendrian que volver a recalcular el volumen de la estructura interna, que esta

vez valdria 140m3.

Una vez obtenidos datos vélidos solo tendrian que multiplicar por los precios de
cada uno de los materiales, habiendo obtenido previamente el valor de la densidad
de la plata, para calcular el presupuesto (muestro el ejemplo con la primera de las

opciones anteriores):

P:100=€

€
— 204m? + 00— - (243 — 204)m® = 47700€
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Solucion 2

Hipoétesis asumidas:

= Cubos de 0.5 m de lado.
= En cada piso tenemos dos cubos mas en el lado que en el piso anterior

(a, = (2n —1)?).
» La pirdmide tiene 16 pisos de altura.

En el primer piso (la punta) tenemos 1 cubo, en el segundo piso 9
cubos, en el tercero 25, ... El namero cada vez es més grande, pero
parece que siempre tenemos el cuadrado de los nimeros impares,

entonces en el piso 16 tendremos (2 - 16 — 1) = 961 cubos. Son

muchos nimeros para calcularlos todos a mano...

Esta es una situacién en la que podrian pedir ayuda al profesor porque se dan
cuenta de que es muy dificil continuar si no emplean una serie. Esta es la tinica
circunstancia en la que el profesor ayuda dando conocimiento nuevo a los alumnos.

La serie correspondiente a este ejemplo serfa:

~n(2n+1)(2n —1)
Sp = 3 .

Se les tendria que explicar que si en lugar de n usan la cantidad de pisos que

tienen van a obtener el niimero de bloques totales en la estructura interna.

Segun nos ha contado el profesor, usando esta férmula obtenemos
que hacen falta 5456 cubos. Cada cubo tendra un volumen de

0.125 m?, por lo que toda la estructura interna tendra 682 m?3.

Con el dibujo que hemos hecho sabemos que la base de la piramide
mide como si pusiéramos un cubo mas a cada lado, y en el caso de
la altura como si pusiéramos medio cubo mas. Entonces el lado de

la base serd de 32 m, mientras que la altura final valdra 8.25 m.

Con esos datos, el volumen total de la pirdmide serd de 748,69 m?3.

Entonces el presupuesto de la piramide serd de 183081, 25 € .

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
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Anexo 11

Examen y rdbrica de evaluacion

I1.1 Examen de evaluacion

EVALUACION UNIDAD DIDACTICA: SUCESIONES

® ay 5,5, 5,

e b,:0,1,1,2,3,5, ...
Para las anteriores sucesiones:

a) Da su término general o su ley de recurrencia, razonando cémo los has obtenido
(hasta 3 puntos).
b) Da los dos términos siguientes a los mostrados (hasta 1 punto).

Actividad 2 (hasta 4 puntos): a Mario le han ofrecido un contrato en una
empresa, donde le pagaran semanalmente. Le han ofrecido pagarle de dos formas

distintas, a su eleccién:

Forma 1: 60 € el primer dia y 10 € mas cada dia de la semana.

Forma 2: 50 € el primer dia y un 30 % maés cada dia de la semana.
Teniendo en cuenta que Mario trabajara de lunes a viernes, calcula:
a) El dinero que ganaria el viernes si elige la forma 1 (hasta 1 punto).
b) El dinero que ganaria el jueves si elige la forma 2 (hasta 1 punto).

¢) (Con cudl de las dos formas ganara mas dinero a lo largo de la semana? (hasta

2 puntos)

I1-1



ANEXO II. EXAMEN Y RUBRICA DE EVALUACION 11-2

Actividad 3 (hasta 1 punto): justifica si puedes calcular la suma infinita de las

siguientes progresiones. En caso afirmativo, calcilalas.

a) a,:2,1,3,1, %, ... (hasta 1 punto)

b) b, :8,6,4,2,0,... (hasta 1 punto)

I1.2 Rubrica del examen de evaluacion

La rubrica del examen se desarrolla en funciéon de los criterios de evaluacion que
empleamos en el propio examen. De cara al alumnado se asignard una puntuacion
determinada a cada uno de los apartados de cada una de las actividades del
examen (tal y como se observa en los propios enunciados del examen), desglosando
posteriormente la nota entre los diferentes criterios de evaluacién como mostraremos

a continuacion.

La nota asignada a cada uno de los criterios de evaluacién dependera del criterio
del profesor, pudiendo variar ésta entre 0 y 10, sin empleo de decimales salvo en caso

muy necesario.

Mostramos a continuacién un listado con los conceptos y criterios de evaluacién
a lo largo del examen junto con la nota maxima que tendra dicho criterio en el

apartado.

s Actividad 1:

e Apartado a):

a: 1.2.: Razona la obtencién del término general de a,, (1 pt).

b: 2.1.: Obtiene el término general de a, (0.5 pts).

c: 1.2.: Razona la obtencion de la ley de recurrencia de b, (1 pt).
d: 2.1.: Obtiene la ley de recurrencia de b, (0.5 pts).

e Apartado b):

e: 1.4.: Emplea la expresién del término general de a, (0.1 pts).

f: 2.1.: Obtiene los términos solicitados de a,, (0.4 pts).

g: 1.4.: Emplea la expresion de la ley de recurrencia de b, (0.1 pts).
h: 2.1.: Obtiene los términos solicitados de b, (0.4 pts).

s Actividad 2:

e Apartado a):

j:- 1.2.: Razona la obtencién del término de la progresion aritmética
(0.4 pts).

El estudio/de las sucesiones en 32 de ESO
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k: 2.3.: Calcula el término de la progresién aritmética (0.3 pts).
[: 2.4.: Reconoce que debe utilizar una progresion aritmética
(0.3 pts).
e Apartado b):
m. 1.2.: Razona la obtencién del término de la progresién geométrica
(0.4 pts).
n: 2.6.: Calcula el término de la progresién geométrica (0.3 pts).
n: 2.6.: Reconoce que debe utilizar una progresiéon geométrica
(0.3 pts).
e Apartado c):
o: 1.1.: Expresa verbalmente la solucién al apartado (0.6 pts).
p: 2.5.: Calcula la suma de términos de la progresion aritmética
(0.7 pts).
g: 2.8.: Calcula la suma de términos de la progresion geométrica
(0.7 pts).
= Actividad 3:

e Apartado a):
r: 1.1. Justifica la posibilidad de calcular la suma infinita (0.5 pts).

s: 2.8. Calcula la suma infinita de términos (0.5 pts).
e Apartado b):

t: 1.1. Justifica la imposibilidad de calcular la suma infinita (1 pt).

CE | 1a) | 1b)| 2a) 2b) | 2c) | 3a) | 3b) | Total
1.1. 0 r i

1.2. a, ¢ J m
1.4. € g
2.1. b, d £, h
2.3. k
2.4. [
2.5. p
2.6. n
2.7.
2.8. q S

ISH

Total

Tabla II.1: Elaboracion propia. Ribrica del examen de evaluacion de la unidad.
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ANEXO II. EXAMEN Y RUBRICA DE EVALUACION I1-4

En la rdbrica anterior podemos comprobar la relacién entre los distintos
apartados (columnas) y los criterios de evaluacién (filas). Podemos realizar un
desglose de la nota en funcién tanto de cada uno de los apartados como de cada
uno de los criterios de evaluacion. En cada casilla sombreada se colocaria la nota

correspondiente, a criterio del profesor, entre 0 y 10 para los conceptos indicados.
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