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RESUMEN

En el estudio de la asignatura Matematicas del Grado en Quimica en la Universidad
de Jaén se trabaja de forma superficial con la ecuacién de Schrodinger, elemento que
gobierna la quimica cuantica. No se afronta su resolucidn con cierto rigor, ni siquiera
en sus formulaciones mas simplificadas. Los contenidos de la citada asignatura,
convenientemente ampliados, permiten conocer como se resuelve la ecuacion de
Schrddinger independiente del tiempo en el caso particular muy ilustrativo del estudio
del atomo de hidrogeno. En este trabajo se ponen de relieve las matematicas
necesarias para llegar a las soluciones de la ecuacion de Schrodinger en el caso
indicado. En la memoria inicial reza que este es un trabajo de fin de grado (TFG)
especifico, de revisién e investigacion bibliogréfica. Pues bien, mas alla de eso, aqui
se profundiza en buena medida sobre los contenidos matematicos aprendidos en la
carrera. Unas lineas del prologo del libro clasico sobre Quimica Cuéantica de Ira N.
Levine informan de la conveniencia de un TFG como este: “Uno de los obstaculos con
el que se enfrentan muchos estudiantes de quimica a la hora de aprender mecanica
cuantica es la falta de familiaridad con las matematicas necesarias para su estudio”
(Levine, 2001).

ABSTRACT

In the study of the subject Mathematics of the Degree in Chemistry at the University of
Jaén, the Schrddinger equation, which governs quantum chemistry, is dealt with
superficially. Its resolution is not tackled with a certain degree of rigour, not even in its
most simplified formulations. The contents of the aforementioned subject, suitably
extended, allow us to find out how to solve the Schrdodinger equation independent of
time in the very illustrative particular case of the study of the hydrogen atom. This work
highlights the mathematics required to arrive at the solutions of the Schrodinger
equation in the case indicated. The initial report states that this is a specific end-of-
degree project (TFG), a bibliographical review and research. Well, beyond that, it goes
a good deal deeper into the mathematical contents learnt in the degree course. A few
lines from the prologue of the classic book on Quantum Chemistry by Ira N. Levine
informs us of the convenience of a dissertation like this: "One of the obstacles that
many chemistry students face when learning quantum mechanics is the lack of

familiarity with the mathematics necessary for its study" (Levine, 2001).



1. INTRODUCCION

En el estudio de la asignatura Matematicas del Grado en Quimica en la Universidad
de Jaén se trabaja de forma superficial con la ecuacién de Schrodinger, elemento que
gobierna la quimica cuantica e intenta describir del movimiento de las particulas onda.
No se afronta su resolucion con cierto rigor, ni siquiera en sus formulaciones mas
simplificadas. A pesar de ello, es bien cierto que se manejan con soltura sus

soluciones, y eso es lo fundamental para la formacién de un estudiante de Quimica.

En este trabajo se ponen de relieve las matematicas necesarias para llegar a las
soluciones de la ecuacién de Schrddinger para el atomo de hidrogeno. Eso incluye a
las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con coeficientes constantes
y variables, a las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden, ademas de
un buen manejo de las series de funciones, de la teoria de probabilidad y del software

gue permite interpretar e ilustrar los resultados.

En la memoria inicial reza que este es un trabajo de fin de grado (TFG) especifico, de
revision e investigacion bibliografica. Pues bien, mas alla de eso, aqui se profundiza
en buena medida sobre los contenidos matematicos aprendidos en la carrera. Unas
lineas del prélogo del libro clasico sobre Quimica Cuantica de Ira N. Levine informan
de la conveniencia de un TFG como este: “Uno de los obstaculos con el que se
enfrentan muchos estudiantes de quimica a la hora de aprender mecénica cuantica
es la falta de familiaridad con las mateméaticas necesarias para su estudio” (Levine,
2001).

En el contexto histérico, los inicios de la mecéanica cuéntica se remontan a principios
del siglo XX donde Planck establece la dualidad onda-particula que expone el doble
comportamiento de la luz: ondulatorio y corpuscular (Lehlond, 1990). Esto no seria
aceptado hasta 1905 cuando Albert Einstein la emplea en la explicacion del efecto
fotoeléctrico. En 1924, Luis-Victor De Broglie presentaria su teoria de ondas a raiz de
la cual, en 1925, se intenta formular por primera vez la mecanica cuantica mediante
el empleo de matrices por Heisenberg, Bohr y Jordan (Jammer, 1989). Un afio mas
tarde, en 1926, Schrérdinger publica su trabajo Quantisierung als Eigenwertproblem

(Mitteilung, 2012), donde recoge, entre otras cosas, la funcion de onda que
2



desarrollaremos mas adelante, a partir de la cual se puede derivar el llamado estado
cuantico de un sistema, su evolucion temporal y la cuantizacion de estados, implicitos

dentro de la propia ecuacion (Bombal, 1999).

1.1 Breve presentacion de la Ecuacién de Schrodinger

Nuestro objetivo con este TFG dista mucho de hacer un estudio profundo de la
ecuacion de Schrodinger, de cémo se llego a ella, de su significado, ... Muy al
contrario, como ya se ha escrito de alguna manera, lo que aqui nos preocupa es la
parte matematica de la resolucién de un caso ilustrativo especialmente simple, cual
es la ecuacion independiente del tiempo para el atomo de hidrogeno. Para llegar a ella
sin mucho preambulo, consideramos en primer lugar el caso aun méas simple de un
sistema unidimensional de una sola particula (Eisberg y Resnick, 1985). En este caso

la ecuacion adopta la forma

o¥(xt) h? 0%¥(x,1t)
. lP — (1.1)
5% + T R V(x,t) - ¥(xt) =0,

donde m es la masa, h es la constante de Plank, h? = h/2m, V(x,t) es la energia
potencial, y obviamente ¥(x,t) es la incégnita de la ecuacion, esto es la funcion de

onda, que depende de la posicion y del tiempo.

La ecuacién independiente del tiempo aparecera al asumir que la energia potencial
solo dependa de la posicion V(x,t) = V(x) (Trejo, 2020). Esta circunstancia invita a

hacer la siguiente consideracion sobre la solucion:
Y(x,t) = fOPX). (1.2)

Es decir, asumimos que la funcién de onda tiene un factor que solo depende de la
posicion y otro factor que solo depende del tiempo. Sustituyendo dicha solucion en

nuestra ecuacion nos queda:

IGOITC) B R GOLTE)

ot o a2z TV OVEY. (1.3)



Despejando términos y agrupando para que nos quede en el primero lo dependiente

del tiempo y en el segundo lo dependiente de la posicion:

1 of(t h? 1 9%y(x
O _ I LIV e, »
f(t) ot 2my(x) 0x?
Como ambos términos son iguales y uno depende solo del tiempo y otro solo de la
posicion, deben ser iguales a una misma constante a la que llamaremos E (Engel,
2006).

Separandolas:

1 af(t)_E
"o e (12
h?2 1 9%y(x)
TImye axz TV =E o

Esta dltima ecuacion es la que usualmente se denomina ecuacion de Schrédinger

independiente del tiempo (Hernandez, 2019).

Detengdmonos ahora un momento en la llamada constante de separacion. Se denota
con la letra E porque ciertamente porta unidades de energia. Por otra parte, la
resolucién de la ecuacion lineal de primer orden anterior nos lleva a que la funcion de

onda adopta la siguiente estructura:
W(x,t) = e BN y(x).

Es una funcién a valores complejos; el cuadrado de su modulo se corresponde con la
densidad de probabilidad y su integral en un determinado intervalo nos dara la
probabilidad de que la particula se encuentre en ese intervalo (Berezin, 1991). Aqui
tenemos una clara interpretacion de la funcion de onda. A propésito de lo anterior

tenemos:
|l_IJ(X, t)lz — [e—iEt/h . L|J(x)] . [eiEt/h . L|J(x)] — e—iEt/h . eiEt/h . NJ(X)'Z
P (x D1 = [WE)?

Se constata que estamos ante los llamados estados estacionarios, donde la densidad

de probabilidad, como acabamos de demostrar, no cambia con el tiempo. Recalcar
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que la particula sigue en movimiento; es su densidad de probabilidad la que es

estacionaria.

En el resto de esta memoria pasamos de la situacion unidimensional antes descrita a
una tridimensional que, aunque muy simple, representa un vehiculo apropiado para
pasearse por un buen numero de tépicos matematicos, que componen el corpus
fundamental de este trabajo. Nos referimos, como quedo dicho, al estudio del atomo

de hidrégeno.

1.2 Elementos matematicos en la resolucion de la ecuacion de Schrodinger

Paginas atras se hacia alusion a una frase del libro de N. Levine relacionada con las
matematicas y su fuerte relacion con la mecanica cuantica. Advertia que los
estudiantes encontraban dificultades en el estudio de ésta por su falta de familiaridad

con el buen nimero de elementos matematicos que se precisan.

En las paginas que siguen se dara cuenta de ellos, y de su necesidad; en primer lugar
para el simple hecho de entender la formulacion que presenta la ecuacion de
Schrédinger; en segundo lugar para visualizarla en sistemas de coordenadas distintos;
en tercer lugar para transformarla en tres ecuaciones méas simples, una independiente
de la otra; en cuarto lugar, para resolver cada una de las anteriores y quedarse con
las soluciones adecuadas; y finalmente, para proceder con una adecuada
interpretacion de esas soluciones dentro del fendmeno sobre el que la ecuacién

pretende dar informacion.

Enumeramos los topicos aludidos en el parrafo anterior que, dicho sea de paso,
profundizan en una parte extensa de los contenidos que se estudian en las asignaturas

de matematicas de cualquier grado universitario en ciencias experimentales:

- Sistemas de coordenadas en el espacio, cartesianas y esféricas.
- Funciones reales de varias variables; operadores diferenciales.
- Diferenciacién de funciones de varias variables; regla de la cadena.

- Ecuaciones en derivadas parciales; técnica de separacion de variables.



Ecuaciones diferenciales se segundo orden, con coeficientes constantes, y no
constantes.

NUmeros complejos.

Ortogonalidad en espacios de funciones.

Elementos basicos de probabilidad.

Manejo de software matematico simbdlico para el tratamiento de las funciones

de varias variables y sus representaciones gréficas.



2. LA ECUACION DE SCHRODINGER PARA EL ATOMO DE HIDROGENO

Nos centramos ya en la resolucién de la ecuacion de Schrédinger para el atomo de
hidrégeno. Se trata de un sistema formado por dos cargas, una positiva denominada
nacleo cuyo valor para el atomo de hidrégeno es Z=1 y otra negativa denominada
electron cuyo valor serd —e, interactuando ambas mediante una fuerza de Coulomb
(Petrruchi et al, 2011).

Si llamamos r a la separacion entre las cargas, la energia potencial de este sistema

nos vendra dada por
2

V=vm= A€yr’

donde €, es la permitividad del vacio.
Debido a que la masa del nucleo es proporcionalmente mucho mayor que la del
electron, podemos simplificarlo en un sistema de una particula, donde el nucleo esta
en reposo y sera el electrén quien se encuentre en movimiento.
Si partimos de la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo (1.6) modificada
mediante la introduccién del operador Laplaciano tridimensional y la energia potencial
mencionada tenemos que:

h? e?

— Vg —
2Meg- v 4m€yr

U = Ey. (2.1)

Reescribiendo la ecuaciéon en coordenadas cartesianas:
2 eZ

Vi — Y = EV.
A€/ x?% + y? + 22 (22)

B 2Me-

Ahora realizaremos un cambio de coordenadas y buscamos una expresion en
unidades atébmicas, para lo cual tendremos en cuenta y haremos uso de lo siguiente
(Tellez, 2014,2015):

41€ h?
ay=———
" m,-e?
g o Me e*
" 16m2e2h?



B X _ y .z _ E
X=— y=— zZz=— E=—
Ao Ao Ao Ey

Yy =yoH donde H(x,y,z) = (x,v,2), es decir y (x,y,2) = ¢ (x,y, 2).

Aplicando la regla de la cadena podemos obtener que

0%y 10%  _ _ _

322 Y, z) = ?F(x, ¥y, 2),
0

0%y 10%  _ _ _

a—yz(x, y,z) = a—ga—}_]z(x, y,7),

02y 10% _ _ _

ﬁ(X,y,Z) za_éﬁ(x'y'z)

Operando y haciendo uso de las constantes mencionadas nos queda la ecuacion

1 —

$(%7,2) = E§(%,7,2). |
N @3

11
_Ea_(z)v ll’(x:y,z)—

Renombrando las variables podemos escribirla de forma méas simplificada como:

U = Ey. (2.4)

1(62¢ o2y 9%y
2

0%2x?  02%y? 0222> (x2 +y2 + 22)'/2

Ya estamos en condiciones de resolver la ecuacion (2.4). Aplicaremos la técnica de
separacién de variables que, de alguna manera, ya adelantamos en el capitulo

introductorio.
2.1. Técnica de separaciéon de variables

Para la aplicacién de esta técnica, haremos uso de las coordenadas esféricas en vez
de las coordenadas cartesianas. El porqué de este cambio de coordenadas se debe
a que el potencial en cartesianas depende de las tres coordenadas mientras que en
esféricas solo depende de la distancia entre el nucleo y el electron (Hans y Roman,
1997).

Es conocida la relacion entre ambas coordenadas donde entran en juego los angulos

0 y ¢ , llamados respectivamente polar y azimutal:



X=71-:cosd rseno,
y=r-senb -sendo,
Z=71"-co0S 0.

r € [0, +00), 6 € [0,m], ¢ € [0,2m].

Podemos introducir el operador laplaciano en coordenadas esféricas,

ST T e
“r20r\" or) " rZsen008\’°" " a6/ " rZsenzo\0¢?) (2:5)

en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, después multiplicar por -2,y

luego reordenar para obtener

10 (Tz 61|1) L1 0 (Sen GO_QJ) L1 (62¢> N %w + 2By =0, (2.6)

r2or\ or) r2sen000 90/ ' r2sen? 6\ ap?

Separaremos ahora los términos angulares de los radiales descomponiendo { como

el producto de dos funciones:

Y(r,6,¢) = R(r) - Y (6, ) (2.7)

<

Yd(zdR)_l_ R c’)( an)+ R %y +2RY
dr) 2 sen806\°C" " 80) " rZsenz 6 odv?) r

+ 2ERY = 0.

(2.8)

Aclarar que el término radial se denota con derivadas totales ya que tenemos una

funcién de una Unica variable.

Multiplicamos dicha ecuacion por 72 y la dividimos por yy = R Y:

2
1d/ ,dR 19 Y 1 (0 Y)R
rzT_ZE(r W)Y_H,zrz Sene%(senG%)R_i_rzrzsenze dd°
RY RY RY
(2.9)
2
N Z;RY+ 2 2ERY _
"Ry 7T TRy T



Ya estamos en condiciones de separar en la ecuacion aquello que so6lo depende de

los angulos y aquello que sélo depende del radio:

[1d<d)+2+2E] 1] 1 a< ay)+ 1 0%y
Rd dr 4 4 Y [sen 606 sen ® 00/  sen? 0 0¢? (210

Como el miembro de la izquierda solo depende de r y el de la derecha solo de 6 y ¢,
es posible igualarlos a una misma constante de separacién, k. Esta, por motivos

experimentales (Steiner, 2005), la igualaremos a (L + 1), de manera que:

1d dR
——(rz —) +2r+2Er?2=1(+1) Ec. Radial (2.11)
Rdr dr

2| a< aY)+ ! aZY—l(l+1) Ec.Angul
sen 600 sen2 0 9d?| : c.Angular (2.12)
Podemos separar a su vez las variables angulares. Para ello, multiplicaremos la

ecuacion angular por sen? 6:

2 4 1] 1 0( an) 1 (’)ZY_Z(H_D 2 4
S Y senoao\*" " 90) " sen? sen? 92| sen- e (2.13)
Reagrupando términos nos queda:
ea< ea )+a2 =1(l+1) 29-Y
sen 30 sen T a¢2 = sen . (2.14)

Para realizar nuevamente la técnica de separacién de variables, procedemos a

reescribir la funcién Y que depende de 6 y ¢, como producto de otras dos funciones:

Y(6,4) = 0(6) - ().

(2.15)
Sustituyendo por tanto dicha funcion y dividiendo por Y = 0 - :
sen® 0 (senea(e : CD)) m 2
-T2 ~— 3n 2 . . .
00 00 o N I(l+1)-sen“0-(0-D) _ 2.16)

0-P 0-P 0-P

10



Al simplificar:

ed®)+l(l+1) Ze]— Ld%e
sen o sen = S dq;z . (2.17)

sen9 d (
@ do

Igual que antes, deducimos ahora la existencia de una constante de separacion, que

en este caso tomamos igual a m?2. Se llega asi a las igualdades:

W = —d-m? (2.18)
sen? d( ed®)+ [(L+1)-sen? 8 =m (2.19)
o g \seno— sen? :

Pudiendo dar tras esto finalizada la separacion de variables ya que, a partir de la
ecuacion de Schrodinger original expresada en coordenadas esférica, hemos obtenido
tres ecuaciones independientes una de la otra, una radial y dos angulares.
Matematicamente obtendremos la solucion para cada una de ellas y nos
introduciremos por tanto en los orbitales atomicos, término clasico que se asocia a las

funciones de onda (Jammer, 1989).

A modo de resumen:

Ecuacion de Schrédinger en esféricas

10 (.29 1 0 1 (v (2.6)
rzar(r 6T)+rzsen666(sne )+r sen26(6¢2)+ W+ 2Ep =0
Ecuacion radial
1d< d)+2 +2Er?=1(+1) (2.11)
Rar\" d roent '

Que tras una serie de transformaciones:

d’R  2dR <1(1+1) n 1)
‘R=0

W+FE -t =—- (4.40)

11



Ecuacion angular respecto del angulo polar

sen @ d(
® do

doe
sen 6%) + I(l+ 1) -sen? 6 = m? (2.19)

Que tras una serie de transformaciones:

1—x? 4°0 2 d®+ I(l+1) m” =0
( x5 dx? xdx senz9 N (3.28)

Ecuacion angular respecto del angulo azimutal
d*o®
d?

—® - m? (2.18)

Para afiadir algo de terminologia matematica y conceptos que estan sobre la base
del estudio de las ecuaciones diferenciales en general, resaltamos que la ecuacion
original de Schrédinger independiente del tiempo para el atomo de hidrégeno en el
supuesto estudiado es una ecuacion diferencial en derivadas parciales (porque la
funcién incégnita depende de mas de una variable) de segundo orden (porque 2 es
el mayor de los 6rdenes de las derivadas parciales intervinientes). Por otra parte,
las tres ecuaciones obtenidas de incognitas R(r), 0(8) y ®(¢) son ecuaciones
diferenciales ordinarias, de segundo orden, lineales, y finalmente homogéneas:
- son ordinarias porque son funciones de una sola variable y = y(x),
- son de segundo orden dado que el mayor de los 6rdenes de las derivadas
gue intervienen es dos,
- son lineales porque responden al esquema general de dichas ecuaciones, a
saber (aqui la incognita es la funcién y = y(x)),
y'(x) + p(x)y'(x) + q(x)y(x) = r(x),
- son homogéneas ya que teniendo en cuenta la expresion anterior, el término

independiente r(x) siempre va a ser igual a cero.

12



3. SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES ANGULARES Y DE LA ECUACION
RADIAL

En este capitulo resolveremos de forma separada las ecuaciones en r, 8 y ¢ que se
acaban de obtener. Conviene observar que el hecho de que las ecuaciones sean
lineales solo se aprecia con claridad en la asociada al angulo azimutal. Para las otras
dos se mostrara en sus apartados correspondientes.
Por otra parte, resulta basico conocer y recordar aqui que la solucién general para
este tipo de ecuaciones lineales adopta la siguiente forma

y(x) = kyy1(x) + kaya ()
donde k4, k, son constantes arbitrarias y las funciones y, (x), y,(x) son dos soluciones
linealmente independientes.
Las soluciones particulares apareceran al afadir ciertas condiciones que deben
cumplir las soluciones, de manera que las constantes arbitrarias k,, k, quedaran

entonces bien determinadas.

3.1. SOLUCION DE LA ECUACION ANGULAR RESPECTO DEL ANGULO
AZIMUTAL

Nos ocupamos ahora de la ecuacién (2.18) cuya incégnita es ® = ®(¢).

—=—d-m? (2.18)

Ya quedé dicho que se trata de una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo
orden homogénea con coeficientes constantes. Otra forma de escribirla, quiz4 para

mayor comodidad, es

@' (p) + m2d(¢p) = 0. (3.1)

13



Nuestro angulo ¢ se mueve en el intervalo [0,27].

Es natural afiadir a la ecuacion la siguiente condicién de periodicidad:
P(p + 2m) = P(P).

Veremos que implica necesariamente m = 0,+1,+2,43 ..., lo que resulta ser una

aproximacion primaria a la nocion de cuantizacion.
3.1.1 Solucion general

Procedamos a ver su resolucion matematica de forma genérica antes de introducirnos

en ella de forma especifica. Arrancamos de
Y’ +ay +by = 0. (3.2)

Parece natural, por motivos obvios, tomar como solucion para ella una funcién de la

forma y(x) = e* , que sustituimos en nuestra ecuacion:

(e*™)" + a(e?)' + b(e?) = 0.
Al derivar
A2et 4 gret™ + pet™ =,
y agrupando
e +al+b) = 0.

Como la exponencial no se anula, nos quedamos con

2 +al+b=0. (3:3)

14



A esta ecuacion de segundo orden se la conoce como ecuacion caracteristica o

ecuacion auxiliar. Sus soluciones son:

Veamos a patrtir de lo anterior las posibles soluciones a nuestra ecuacion planteada

inicialmente:

. 1
- I a® — =V, 1 = Ay = —=-a.
Si a?—-4b =0, entonces A A > De esta manera tenemos las

soluciones linealmente independientes

y1(x) = eM*
Yo (x) = xetr”

y la solucién general seria:

y(x) — kle)qx + kzxe/hx (3.4)

- Sia? —4b > 0, entonces 14,1, son nimeros reales distintos y tenemos que

y1(x) = eM*
ya(x) = e?2*

y la solucién general

y(x) — klellx + kzelzx (3.5)

- Sia?-4b <0, entonces 1,, 1, son nimeros complejos, uno el conjugado del

otro. Tendremos
y1(x) = eM*

Y2 (x) = e’2*

y por consiguiente la solucién general

y(x) — kle/llx _l_ kzeﬂ-zx (36)

15



En concreto, este Ultimo sera nuestro caso a resolver y se procedera a ello en el
siguiente apartado. Se puede apuntar qgue como las soluciones son complejas, un uso

adecuado de la formula de Euler (Rodriguez, 2017),
e® Bl = e%(cos B + isen B), (3.7)

permite recuperar soluciones reales, tras quedarnos con las partes reales e
imaginarias. Para A; = a + Bi, 1, = a — Bi, la solucion general tiene el aspecto

siguiente:

y(x) = k;e® cos(Bx) + ke sen(Bx). (3.8)

3.1.2 Solucidn especifica

Vistas las herramientas mateméaticas que nos ayudardn a la resolucion de las
ecuaciones lineales de orden dos homogéneas con coeficientes constantes un

pequefio ajuste nos llevar a ver rapidamente que aqui estamos ante una de ellas:
®"+ m2d=0 (3.9)
Siguiendo el mismo procedimiento descrito en general tenemos:
A2+m?=0
A=+y—m?2=+im

D, (p) = e™m® D, (P) = e
La solucién general nos queda como
P(P) = ke + k emmé (3.10)
Teniendo en cuenta la condicién de periodicidad ya mencionada ®(¢) = ®(¢p + 2m):

kleimq)_l_ kze—imq) — kleimq)eimZTt_'_ kze—imq)e—imZﬂ

de manera que para que se cumpla la igualdad deben a su vez ser ciertas las
identidades

im2m _ 1 e—LmZn =1

e
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lo que lleva necesariamente a que m = 0,+1,+2, ... sSin mas que tener en cuenta la
férmula de Euler y las razones trigonométricas de algunos angulos basicos. Son los
primeros numeros cuanticos (asi se llaman) que nos han aparecido naturalmente, y a

los que se les suele poner el apellido de magnéticos.

Para acabar de precisar la solucion particular, hay que imponer condiciones que
finalmente arrojen valores para k, y para k,. Por convenio se suele tomar k, = 0, que
viene de tener en cuenta los valores de m y la forma de la solucion general.

Reescribimos por tanto la solucion general en la forma

@, () = ke™®,

Por otra parte, el valor de k aparece tras un proceso de normalizacidén, que consiste

en forzar a que se cumpla la siguiente igualdad:

2T
f Prn(d) - D (d)*dep = 1. o)
0

La igualdad nos dice que la probabilidad de encontrar al electrén en un punto del
espacio cuyo angulo azimutal esté entre 0y 2m, o lo que es lo mismo, la probabilidad
de que ciertamente haya un electrén, es igual a la unidad, lo que evidentemente es
obvio. Citamos al respecto, para completar, una definicion de probabilidad: “La
probabilidad asociada a un suceso o evento aleatorio es una medida del grado de
certidumbre de que dicho suceso pueda ocurrir. Se suele expresar como un nimero
entre 0 y 1, donde un suceso imposible tiene probabilidad cero y un suceso seguro
tiene probabilidad uno” (Oller, 2019).

Directamente de la igualdad anterior podemos escribir
27T
kzj eimq) . e—im¢d¢ =1
0
21
sz eldp =1
0

1
K2Qr—-0)=1  k=-—
( ) o
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Siincorporamos dicha constante a la solucion obtenemos:

1 .
Op(d) = —e'™ (3.13)

V2r

Todas las funciones anteriores forman un sistema ortonormal, lo que quiere decir que,

si tomamos dos de esos valores de m, digamos m y m’ se cumple siempre que

21
0

2T
[ on@-on@rap=1 s m=m
0

3.2. SOLUCION DE LA ECUACION ANGULAR RESPECTO DEL ANGULO
POLAR

Nuestra ecuacion angular con incégnita ©(0) presenta similar estructura a la ecuacion
asociada de Legendre, que a su vez procede de la ecuacion de Legendre. Todas son
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden con coeficientes variables que
enseguida detallamos, y se resuelven mediante el método basado en series potencias
gue se describe en el apartado 3.2.1.

Resumimos sus expresiones en la siguiente Tabla 3.1:

Tabla 3.1. Resumen de las ecuaciones.

Ecuacion angular en 8

sen@ d (
0 db

doe
Seneﬁ) + I(l+1)-sen? 8 = m?

Ecuacion de Legendre (1—x2)y"—2xy' +1(l+1)y=0

2

m
Ecuacién asociada de Legendre (1—x?)y" —2xy" + [I(1+1) — m y=0

18



3.2.1 Solucion general

Para facilitar la comprension del procedimiento mateméatico a emplear vamos a aplicar

el método de series de potencias a la ecuacion de Legendre,
(1—x3)y” " =2xy"+1(l+ 1)y =0, (3.14)

dado que, aunque nuestra ecuacion angular en 6 presenta una estructura similar a la
de la ecuacion asociada, como ésta y la ecuacion de Legendre se relacionan entre si,

no supondra ningun inconveniente.

En primer lugar, para la resolucion de la ecuaciéon mediante el método de series de

potencias, debemos asumir que su solucion adopta la siguiente expresion:

y=y(x) = Zam-xm= ap + a;x + a, x2 + -+ (3.15)

m=0

Esta solucion serd introducida en la ecuacion de Legendre, por lo que previamente

debemos realizar la derivada primera y segunda.

Y= ) meay-xm
m=0,1
') = ) m—1)meay "
m=0,1,2

Sustituyendo entonces en la ecuacion de Legendre (3.14):

(00} co
(1—-x%) Z (m—l)-m-am-xm‘z—ZXz:m-am-xm‘1
m=0,1,2 m=0,1
(3.16)

+l(l+1)2am-xm=
m=0
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Se desarrolla a continuacion y se eligen los indices iniciales adecuados:

z:(m—l)-m-am-xm_2 —Z(m—l)-m-am-xm
m=2 m=2

(3.17)

—ZZm-am-xm+l(l+1)Zam-xm=
m=1 m=0

Ahora vamos a reescribir la ecuacion de manera que, por una parte, todas las sumas
arranquen del mismo valor, y por otra, aparezca el mismo exponente de la variable

independiente.

la serie tenga la variable elevada a la misma potencia. Por simplicidad, el primer
término que se encuentra elevado a m + 2 lo pasaré a elevado a m. Para ello se
sumara dos al resto de variables y seguidamente le restaremos dos a los limites de

la sumatoria de ese término:
Z(m+1)-(m+2)-am+2-xm - Z(m—l)-m-am-xm —Zz m:ay - x™
m=0 m=0 m=0

+l(l+1)2am-xm=0
m=0

Reordenamos términos y agrupamos para obtener:

Z [(m + 2)(m + Dams, —mm — Day, — 2may + 1+ Day | x™ =0 (3.18)

m=2
Se deriva de lo anterior que los coeficientes han de ser cero, es decir,

(m+2)(m+ Daye, —m(m— Da,, — 2ma,, + (L + a,, =0

De aqui podremos encontrar todos los coeficientes de a,, mediante la deduccion de
una férmula de recurrencia. Habré libertad para tomar dos, a, y a;, que seran las
constantes arbitrarias que necesariamente estan presentes en las soluciones
generales de las ecuaciones lineales ordinarias de orden 2. El resto de los coeficientes
guedaran determinados por esos. Vamos por paso, y obtenemos primero la formula

de recurrencia directamente a partir de la igualdad anterior.
20



(m+2)(m+ Day, + (—m?+m—-2m+ 12 + Da,, =0,
(m+2)(m+ Dayg, + (12 =m?+1-m)a,, =0,
(m+2)(m+Dap +({—m)(A+m+1))a,, =0.

Despejando por tanto a,,,, aparece ya la formula de la recurrencia:

 -mQ+m+1)
dm+z T T (m+2)(m+1) %m

(3.19)

A partir de esta formula podremos encontrar todos los coeficientes a,, y por tanto la

solucién una vez que se hayan considerados fijos los dos primeros a, y a;.

I(1+ 1)
az - - 2 ao
-1+2)(1-1)

a3 = 3.3 dq

_(-20+3) _(-A+IA+D)

Ga = 4.3 © 41 0
(1=3)(+4) L=+ 8- 1) +2)
e 5 @
(-4 +5) UI-DHUA+5DU-2)U+)I(L+1)
=" 6.5 77 6! %o

Lo anterior permite ya dar una expresion para la funcién propuesta como solucion de

la ecuacion:
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y(x) =ag+ajx— 1a+1) agx? — mz;#% 3
N 1-2)a :'3)1(1 +1) 2ot
1-3)A+HA-DA+2) (3.20)
+ oy ax
(-HA+5U-2)A+)A+1)
- ol aox° +
y sacando factor comun las constantes primeras a, Yy a4:
J(0) = ag (1 l(l+1) (l 2)l(l+1)(l+3)x4+...>
2 4!
< (1- 1)(1 + 2) (l NU-DUA+2)U+ 4) (3.21)
+ a4 o)

La expresion anterior muestra con claridad que, para valores de [ enteros, las series
dadas, bien la de exponentes pares, bien la de exponentes impares, quedan truncadas
y aparecen polinomios. Son los llamados polinomios de Legendre.

De forma genérica, podemos escribirlos de la siguiente forma (se eligen las constantes

para que en 1 tomen el valor 1): paral =0,1,2, ...,

Pl(x)=1-3-5-...-(21—1)<xl_ - .,

Il 2-2l-1D”

(-DU-2)1-3)
2-4-2l-1)-@2-3)" )

(3.22)

Insistimos en que el nUmero de sumandos en la expresion anterior es finito, y depende
con claridad del valor de [. Aparece el polinomio de Legendre de grado I.

Podemos resumir todo lo visto diciendo que partimos de una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden que resolvemos aplicando el método de series de
potencias para llegar a una serie que se transforma en un polinomio al darle valores

enteros al parametro [.
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3.2.2 Solucion especifica

Como ya vimos anteriormente nuestra ecuacion angular en la incognita 0(0) presenta

la siguiente forma:

sen @ d(
® db

do
sen 9%> + I(l+ 1) -sen? 8 = m?. (3.23)

Al tratarse una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden de coeficientes
variables cuyo método de resolucion es similar al visto en el apartado 3.2.1., vamos a
transformar la ecuacion angular para que presente la misma estructura que la

asociada de Legendre:

m
(1—x?)y" —2xy' + [l(l +1) - m] y = 0. (3.24)

Dividimos la ecuacion (3.25) por el sen?6:

d do
sen@ - %(sen 9%) ~m? = I(l+1)-sen® 0 o
sen?o B sen? @

2,

sen® 'de

1 d doe m
( ) - — I+ 1)0 (3.26)

sen 60—
de sen?0

Para obtener la ecuacion asociada, solo ha de realizarse el siguiente cambio de
variable:

X =cos0

Para ello debemos establecer la relacion de las derivadas:

d® do dx
de dx de
Al aplicar el cambio de variable tendremos que x = cos 8 Yy por tanto % = —sen®.

23



Entonces:

d® do dx de

a6~ ax a8 "
d*e de , . d*0 22 d?e do
J07 = —cosea+sen e-w_( )E preinkim

Aplicamos esto a nuestra ecuacidén a la que antes vamos a aplicar la regla de la
cadena al primer término:

1 ed@_l_ 2 d?e _cosed®+sen9d2@
seno |0V ax TN dx?| sen0dx sen®dx? (5.27)

De modo que:

1 d de cos0dO d?0
_ ( ) “eLer (3.28)
sen0dx dx?

Si a esto le aplicamos lo obtenido para — y

—2» N0s queda:

1 d de cos 0 do do d?e
(sene—)z (—sene-—)+ —cosO— + sen? 06—
sen @ de dx sen 0 dx

dx dx?
cosO-sen0 doO doe d?e " d?e
= ———— —— —CcosO—+sen? 60— = —2cos0 + sen? 6 —
sen® dx dx dx?

dx?

Aplicando la identidad trigonométrica fundamental sen?6 + cos?6 = 1y nuevamente el

cambio de variable x = cos 8 a ambos sumandos nos queda:

2

2 ed®+ 2ede+l(l+1) m’ =0
cos dx sen dx? senz 9 B

2

2d®+1 2d@+l(l+1) m’ =0
xdx ( x)dxz sen? 9 B

Reorganizando términos:

2

1—x2 0 2d9+l(l+1) m? =0
( x)dxz x S N

dx enz o

(3.29)
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Obtenemos asi la ecuacion angular con una estructura similar a la de la ecuacion
asociada de Legendre que se puede resolver exactamente igual que la ecuacion de
Legendre, ya que, en lo que respecta a las soluciones para valores enteros de [, estas

dos se relacionan entre si a través de:

[m|

Im| d
Pllml(X) — (1 _ xZ) 2 . W . PI(X), (3.30)

donde P;(x) son los polinomios de Legendre ya obtenidos, y Pl'm'(x) son los llamados
polinomios asociados de Legendre, que podemos entonces establecer como solucion
de la ecuacion angular en el angulo polar (Steiner,2005) tras volver a considerar el

cambio x = cos 0, es decir,

leml(COS 8) = 0, ,(cos ) (3.31)

Si volvemos a la ecuacion angular en angulo azimutal, observamos que existia una
constante de normalizacién que nos aseguraba encontrar al electron y que debiamos
incorporar por tanto a la solucion. En este caso sucede lo mismo y por ello se procede
a su calculo de manera analoga al apartado 3.1.2. a excepcion de que la ecuacion

angular para ©(0) no tiene parte compleja por lo que su conjugada sera la misma:

s
c? f 0;m(cos ) - 0;,,(cos6)*do =1 (3.32)
0

@l+1) (= |m)!
2 U+ mD! (3.33)

Quedandonos como solucién para la parte angular en el &ngulo polar:

@l+1) (- |m]!
2 (L +m]!

0;m(cosh) = -Pl|m|(cos 0).

(3.34)

La solucion para esta parte angular depende tanto de [ como de m. Con anterioridad
habiamos visto que m era el nUmero cuantico magnético y ahora nos encontramos
con [ que hace referencia al nUmero cuantico azimutal. Podemos observar que [ al

tomar valores menores de cero, tendria como solucién la raiz de un nimero negativo
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y por tanto, no tendriamos soluciones reales. Lo mismo pasa para los valores de m,
si [m| > [, tendriamos también como solucién la raiz de un nimero negativo.
Es por ello que los parametros [ y m, se encuentran cuantizados y por tanto los valores

a los que se limitan son los siguientes:

1=0,1,23..
m=0,%1,%2,.. £1

3.3. SOLUCION DE LA ECUACION RADIAL

En la ecuacion radial encontramos una situacién muy similar a la se acaba de estudiar
en la ecuacion angular respecto del &ngulo polar. También nos aparece una ecuacion
diferencial de orden dos, lineal, de coeficientes variables, ademas de una ecuacion
asociada suya. Ahora llevan el nombre de Laguerre, no de Legendre como antes. Es
por ello que para su resolucion se puede proceder de forma equivalente empleando,
esta vez, los polinomios de Laguerre en vez de los de Legendre.

Resumimos sus expresiones en la siguiente Tabla 3.2:

Tabla 3.2. Resumen de las ecuaciones.

Ecuacion radial li(rz d_R) +2r+2Er2=1(l+1)
Rdr dr
Ecuacién de Laguerre xy'"+(1—=x)y +ny=0
Ecuacion asociada de Laguerre " 2,(n_W+D 1 =0
f xf x x2 4 f=
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3.3.1. Solucion general

La solucioén para la ecuacion asociada de Laguerre vendra dada al igual que para la
asociada de Legendre, por el método de serie de potencias que se transformara en
un polinomio para determinados valores de n.

Por consiguiente, obtendremos de manera anéloga el polinomio de Laguerre L, (x):

2

n n?(n—1)2
L,(x) = (—1)"|x" — Fx"‘l %x"‘z — et (=" n! (3.35)
Cumplen una relacién de recurrencia dada por
Lupy1(x) = (14 2n =)L (x) + 0Ly 1 (x) = 0 (5.36)

gue permite la obtencidn genérica de los polinomios.

Las funciones asociadas presentan la siguiente estructura:
— 5 21+1
faa(x) = e/ 2x 120 (x)

Ademas, la relacion entre los polinomios de Laguerre y los polinomios asociados de
Laguerre L7 (x) se puede expresar como:

m

d
1RGO = - Ln(®) 637

3.3.2 Solucion especifica

Como ya mencionamos anteriormente, nos encontramos ante una ecuaciéon ordinaria

diferencial de coeficientes variables:

1d ( 2alR
R dr

—) +2r+2Er?=1(+1). (3.38)
dr

Para poder llegar a su solucion, primero hemos de realizar una serie de
transformaciones que nos permitan asemejarla con la ecuacion asociada de Laguerre

cuya estructura es la siguiente:
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2 n Il+1) 1
f” + _fl (_ _ — _> f = 0. (3.39)

X X x2 4

.. .. ., . 1 .
Inicialmente multiplicamos la ecuacion radial por =Y la reorganizaremos:

1d(zdl‘q)—[l(wl) 2r — 2Er?]-R 1

r2dr r dr) r r r?

1d 2alR I(l+1) 2

r—za(r E)= E— +;+2E ‘R. (3.40)

Ahora bien, al igual que para la parte angular se definié un intervalo, la parte radial
también se encuentra definida en otro. En este caso, al ser la componente que
representa la distancia de separacion entre el nacleo y el electron, se define entre 0
(el nacleo tomado como origen) e infinito (distancia a la que se haya el electron).
Tomando en consideracion que la funcién radial tendera a ser nula para valores del
radio que tiendan a infinito, esto traera consigo que la energia de dichos estados sea
negativa. En definitiva, la tendencia de r a infinito conlleva que el electrén se encuentre
tan alejado del nucleo que el cero de energia se dé a esa distancia infinita. Tomaremos
esta circunstancia como condicion para la resolucion de nuestra ecuacion donde la
energia sera inferior a cero ya que de lo contrario estariamos hablando de estados de
colision donde el electron no se encuentra ligado al nucleo y eso nos derivaria en
soluciones aproximadas, pero no exactas.

De ese modo, tomamos

y una nueva variable
P = 2ar.

Aplicando la regla de la cadena:

dP_
dr
dR dR dP dR
= =2q—
dr dP dr dP

d’R _, ,dR
dr? « dP?

2a
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d2

dR
y sustltuyendo -y

1 d( dR)+ 2+2E
72 drr dr r

Regla de la cadena:

1 2 dR+ @’R + 2-|—2E
r2 rdr rdrz r

Sustitucion:

dP dP?

1 dR d*R 2
= 2r2a — + r?4q® — | + —+2E—

Simplificando:

I(l+1)
r2

>.R=0

l(l+1)>_R_0

12

l(lt1)>-R=0
T

14 dR+ d?R + 2+2E I(l+1) R=0
F\ap T T apz r r2 B
Sustituimos a? = —2E y n = % en el segundo sumando:
14 dR+ d?R N 2'n-a o a? l(l+1) R
dP e dP? r ( ) B

. i A 2 .z
Simplificamos y sustituimos r = 7“ en el segundo sumando también:

14 dR+ d?R N 2'n-a
ar " "Yapz

Simplificando:

dP dp?

1 dR d’R 4 n-a?
;46! —+tra + —a -

+ (—a?) -

2

I(l+1)

)

p2

4a .l(l+1)>-R—0

1 (dR d?R n 1 I(l+1)
—4(1 — 4+ ra—m +4a2 _——— R=0

ap " " ap?
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Sacando como factor comin de ambos sumandos 4a:
4 1 dR+ d*R 4 n 1 I(l+1) rl=o
“\ap T %ap2) TE\P T2 T p2 =

Sabiendo que P = 2ar, podemos sustituir alfa de modo que a = 2%:

2P [1 dR_I_PdZR +P n 1 1(I+1) el =
r |lr\dP  2dP%2) 2r\P 4 P2 N

Simplificando:

P 4  p2

2PdR P2d?R P?(n 1 I(+1)
——t———t == - ‘R=0
r2dP r dP? r?

. L .. P? ,
Como en casi todos los términos se repite = podemos sacarlo como factor comun:

P?[2dR d?R <n 1 l(l+1)> l
‘R|=0

Zlpap Tapzt\p 2 " pz

L . . P?
Como P = 2ar, podemos establecer la siguiente equivalencia == 4a?. De modo que

la ecuacion nos queda como:

422dR+d2R n 1 0+ 1
Y |pap T ap?

Llegados a este punto, como 4a? no se puede igualar a cero, nos quedara que:

2dR d*R <n 1 l(l+1)>
‘R=0

pap apz T\p"3 TPz
Reorganizando términos:

d’R 2dR I(l+1) n 1
— *R=0 (4.41)

TR TP
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Si comparamos con la ecuacién asociada de Laguerre, podemos advertir que
presentan la misma estructura. Para su resolucion, se emplea el mismo modo
operativo que en el apartado 3.2 es decir, el método de serie de potencias.

Tras esto, tal y como se ha mencionado en el apartado 3.3.1, la solucion para la

ecuacion radial vendra dada por los polinomios de la ecuacion asociada de Laguerre:
— ,—x/2,1721+1
fai(x) =e */2x Lo (%)

Siendo f nuestra funcién radial R y nuestra incognita x = P(r). De modo que

reajustando la solucion:

Ry (P) = e P/2pLI2N L (P) (3.42)

Nuevamente, para que la solucion sea correcta debemos normalizarla como hemos
hecho con las dos funciones de la parte angular de la ecuacion de Schrédinger. Para
no ser reiterativos, siguiendo el mismo procedimiento anterior, obtenemos nuestra

constante de normalizacion:
3 1
(2) (n—1-1)) "2
c=3\=) /5
n/ 2n[(n+ D!] (5.43)
De manera que la solucion para la ecuacion radial r queda como:

Nm—1—1) "
Ry (P) = {(;) M} -e~P/2.pt. 2L (P) (3.44)

Dicha solucién al igual que en los apartados anteriores depende de unos parametros
determinados. En este caso de [ y n, conocido este Ultimo como el nUmero cuantico
principal. Los valores permitidos para estos nimeros cuanticos son

n=123,.. [=0,12,...,n—1.

Resaltamos para concluir que las funciones anteriores forman un sistema ortonormal,

en el sentido de que si tomamos dos valores de n, digamos n 'y n’, se cumple siempre

que
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f Rpi(r) "Ry (¢) -r2dr =0 sin#n
0

f Rp (@) "Ry (d) -ridr =1 sin=n'.
0
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4. INTERPRETACION DE LOS ORBITALES

En este capitulo se pone en valor el uso software de calculo simbdlico y de disefio
grafico para profundizar en el estudio de las soluciones de la ecuacion de Schrédinger
tratada en los capitulos anteriores. En particular, se ha trabajado con Mathematica, el
programa informatico cuyo manejo inicial se aprende en la asignatura Matematicas de
primer curso del Grado en Quimica, y que ahora, como enseguida se pone de
manifiesto, hemos tenido que completar, primero para escribir las soluciones de la
ecuacion, luego para mostrar algunas representaciones suyas, y finalmente para
ilustrar su interpretacion probabilistica.

Por comodidad, rescatamos ahora las funciones de onda que se obtuvieron, con
indicacién clara de los nimeros cuanticos que portan (principal, azimutal y magnético),
y de las partes radiales y partes angulares (los armonicos esféricos) que las
conforman:

Yuim(r,60,9) = Ry (1) - Y10 (6, $)
n=123,..
l=01..,n—1
m=0,%1,%2, ..., %l

Rn‘l(r) i _\/(Tlio)g 2(77;((_Tll+_l;-'))l3 | e_zwr . (2%)1 . Lzll:ll (%)

20+ 13 (I — [m])! |
fim0:9) = j( 4; )El+ :ZB!'Pllml(ws 6) - em?

Ya se indico que las expresiones L24! y Pl'm| gue aparecen en las componentes radial

y angular hacen referencia a funciones generalizadas de Laguerre y Legendre

respectivamente.

4.1.CALCULO DE ORBITALES
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El hecho de que Mathematica tenga implementados comandos asociados a las

funciones generalizadas que se acaban de mencionar,

LaguerrelL][...] vy

LegendreP]...], facilita los célculos de funciones de onda. Mostramos en forma de

tabla las primeras funciones radiales obtenidas con nuestro software (Tabla 4.1, Tabla

4.2, Tabla 4.3).

Tabla 4.1. Funcién radial 1s.

n l Nombre Ry (1)
-1
1 0 1s 2e %o -3
Qo
Tabla 4.2. Funciones radiales 2s y 2p.
n l nombre Ry ()
- 2ry |1
2a00(4 — 20 =
2 0 2s e fo(-g) /ag
42
r
e 290y %
2 1 2p Qo
2v/6a,
Tabla 4.3. Funciones radiales 3s, 3p y 3d.
n l nombre Ry, (r)
A
2e 3a0 | = (2r? +9ay(—2r + 3a
; . . o o )
81v3a3
2 — |1
2\/:6 3aoy | = (—r+ 6a
3 1 3p 3 /ag( )
81a3
2 == 1
2 |2 e 3agr? [
3 2 3d NT5€ 7T /ag
81lal
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Respecto a los armédnicos esféricos, es preciso mencionar que, salvo cuando m = 0,

resultan ser funciones complejas, y por ello suelen reemplazarse por las siguientes

combinaciones lineales:

Yim(6,¢) +Y,-m(6,9) Yim(6,¢) =Y, (6, ¢)

m > 0.

V2 ’ iV2

Mostramos también los primeros en tablas, con indicacion de los hombres con los

gue usualmente se designan (Tabla 4.4, Tabla 4.5, Tabla 4.6).

Tabla 4.4. Armonicos esféricos Yy .

l m nombre Y1 m(6,9)
0 0 Y. !
0,0 "
Tabla 4.5. Armonicos esféricos Y, o, Y1, y Y7 .
l m nombre Y1 m(6,9)
13
1 0 Yio - j: cos 6
2.\m
13
1 +1 Yix E\/;senecosd)
Y. 13 5
1’ — f—
y > |7 sen 6 sen ¢
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Tabla 4.6. Armonicos esfericos Y, ,2, Y, ;, Y25,V 2422 Y Yo xy

I m nombre Yim (6, 9)
1 (5
2 0 Y, 2 7= (—1 + 3(cos 6)?)
1 (15
2 +1 Y2 xz - ’—sen 6 cos 0 cos ¢
2. m
Yoyz 1 |15 0 0
> ?sen cos O sen¢
1 (15
2 12 Yox2-y2 - ’—cos (2¢)(sen 6)?
4. m
1 [15
Yo xy 2= (sen B)%sen(2¢)

4.2. LA FORMA DE LOS ORBITALES

Es momento de hacerse una idea gréafica de los orbitales. Como dependen de tres
variables, no es posible generar una representacién de ellas como tales funciones.
Necesariamente hay que recurrir a estrategias de simplificacion, y a este respecto lo
mas primario consiste en representar por separado la parte radial y los armonicos
esfeéricos.

Lo primero no da problemas, y Mathematica, con su comando Plot, facilita mucho la
tarea. Mostramos los resultados para las seis funciones de la tabla de arriba en la
Figura 4.1. A la izquierda paran = 0, en el centro paran = 1, y a la derecha paran =
2. Enazull =0, ennaranjal =1,y en verde |l = 2. Los valores en las abscisas se

corresponden con numero de radios de Bohr.
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Figura 4.1. Gréficas radiales.

Para representar los orbitales, habria que dar valores a los angulos 6 y ¢, vy
representar en la tercera coordenada r el valor Y;,,(6,¢). Como r solo toma valores
positivos solo podemos representar la ecuacion |Yl,m(0, <;b)| =7,y eso es lo que
hacemos para los casos mostrados en la tabla anterior. De nuevo Mathematica, ahora
con el uso del comando ParametricPlot3D es el que hace la tarea por nosotros (Tabla
4.7, Tabla 4.8, Tabla 4.9).

Tabla 4.7. Representacion Y, ,.

I m nombre Yim (6, 9)
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Tabla 4.8. Representacion Yy, Y1, y Y3 .

I m nombre Yim(6,0)
1 0 Yio
1 +1 Yix

Yl‘y
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Tabla 4.9. Representacion Y, ,z, Y, x;, Y25, Y5 122 Y Yo xy-

I m nombre Y m(6, )
2 0 Y2
2 +1 Yo xz
Yoz
2 +2 Yox2-y2
Yo xy
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4.3. INTERPRETACION PROBABILISTICA DE LOS ORBITALES

Nuestro interés se centra ahora en considerar el cuadrado del médulo de la funcién
de onda, ya que se trata de la funcion de densidad que tras ser integrada en una
region del espacio suministra la probabilidad de que el electrén se encuentre en ella.
En concreto, la probabilidad de que el electron se encuentre en una region

determinada S del espacio esta dada por la integral triple

f f Vim0, 9) - Y ym(r,6,¢) - v sen Odrdode
S

Ahora es un momento adecuado para recuperar las siguientes identidades, resultado
de sacar a la luz las propiedades de ortogonalidad de las funciones de onda y de sus

componentes:

2T T oo
j f f Vim0, 8) Yoty (72 0,8 - 72 561 0drdIAD = B B1
0 0 0
.j- Rn,l(r) : Rn’,l’(r) ridr = 6n,nr
0
2T T
] J Ylikm(gf @) - Yl’,m’(e' ¢) - sen0dbd¢ = 5l,llam,mr
0 0

Noétese que al tomar n = n',l = I', m = m’ nos informan de que la probabilidad de que

el electrén esté en ‘algun sitio del espacio’ es 1; se trata pues de un suceso seguro.

Vamos a representar ahora la funcion de densidad radial (Figura 4.2). Por abreviar,
nos limitaremos a los caso particularesenque n=3, l=1yn =4, [ =1 es decira
las funciones R3 1 (1) - r* y R, 1 (1) - r*. Completamos la informacién gréfica mostrando
ademas las superficies (sombreadas) cuyas areas coinciden con la probabilidad de
que el electron se encuentre a una distancia del nacleo menor o igual que el
equivalente en metros a 10 radios de Bohr. Aqui las coordenadas angulares no
influyen y por eso los célculos se pueden realizar sélo con la parte radial de las

funciones de onda.
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5.x10°10

R3,1(7”) 12

R4,1(7”) 12

Figura 4.2. Representacion de las funciones de densidad radial R (r) - 72y R,,(r) - 2.

Concluimos representando la funcion de densidad del orbital completo. Como antes,

para no extendernos, nos limitaremos aun pardecasos: n=2, [=1,m=0yn =3,
l=2,m=1. Para cada uno de ellos mostramos varias gréficas ilustrativas. Las
regiones del espacio o del plano son coloreadas de acuerdo al valor que en ellas toma
la funcién de onda. Usamos el comando DensityPlot3D[...] para representar la
funcion de densidad en su conjunto; luego SliceDensityPlot3D[...] para visualizar el
‘interior’ de la grafica anterior, haciendo tres tipos de cortes: ¥4 de esfera, y planos

paralelos a los coordenados; y finalmente, el comando ContourPlot[...] para mostrar

curvas de nivel tras un corte por el plano y = 0. Se indica en cada caso el dominio en

el que se hacen las representaciones, en funcién del radio de Bohr (Tabla 4.10, Tabla

4.11).
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Tabla 4.10. Representaciones de la funcion de densidad del orbital completo para ¥, 0(x,y,2),
—6ay < x < 6ay,—6a, <y < 6ay,,—6a, < z < 6a, en distintos tipos de cortes: ¥ de esfera, planos

paralelos a los coordenados y curvas de nivel tras un corte por el plano y = 0.

I 3x%10°8

2x10%8

1x10%8

wqo-1
-5.x10 0

5 x10-11
-5.x10° " o

Ya10(x,y,2), —6ay < x < 6ay,—6ay <y < 6ay,—6ay<z=<6a
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Tabla 4.11. Representaciones de la funcion de densidad del orbital completo para 15,4 (x,y,2),
—14ay, < x < 14ay, —14a, < y < 14ay, —14a, < z < 14a, en distintos tipos de cortes: ¥ de esfera,

planos paralelos a los coordenados y curvas de nivel tras un corte por el plano y = 0.

1.5x10%7

1.0x 1027

5.0 x 1026

5.x101h |

Y321(x,y,2), —14ay < x < 14ay,—14ay <y < 14ay, —14ay < z < 14a,




5. CONCLUSION

Se ha alcanzado con éxito el objetivo principal de este trabajo que perseguia poner
de relieve las matematicas para la resolucion de la ecuacion de Schrodinger para el
atomo de hidrogeno. Se ha demostrado, ademas, la importancia de estas para poder
explicar las ciencias. La resolucion de dicha ecuacion, a pesar de que a lo largo del
grado se manejan con soltura sus soluciones, no llega a verse en profundidad y acaba
derivando en que aspectos tan necesarios como son los orbitales atémicos o los
nameros cuanticos que los rigen, se aprendan de memoria sin llegar a comprender su
origen. Es por ello que este trabajo se ha centrado en la resolucion matematica para
el atomo de hidrégeno, permitiendo asi tener la suficiente base matematica para

comprender el origen de lo ya mencionado anteriormente.
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