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RESUMEN Y PALABRAS CLAVE

Resumen

El presente proyecto tiene como objetivo aplicar los conocimientos y aprendizajes
adquiridos a lo largo del Master en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacidn Profesional y Ensefianzas de Idiomas para el desarrollo de una
unidad didactica correspondiente a los Sistemas de Ecuaciones de la asignatura de
Matematicas Orientadas a Ensefianzas Académicas de 42 de ESO.

Para tal fin se expondra previamente la fundamentacién tedrica sobre la que se
sustenta el tema en cuestion, incluyendo el planteamiento, discusion y resolucién de
sistemas, asi como otros aspectos que influyen en la elaboracion de la unidad didactica
(marco legislativo, investigaciones diddacticas previas sobre la materia, etc.).

Palabras clave
Sistema de ecuaciones, ESO, unidad didactica, matematicas.
Abstract

The main objective of the present project is to apply the knowledge and training
acquired during the Master’s Degree on Compulsory Secondary Education and
Baccalaureate, Vocational Training and Language Teaching for the development of a
didactic unit corresponding to Systems of Equations of the subject of Mathematics
Oriented to Academic Teaching of 4t" grade of Secondary Compulsory Education.

For that aim, theoretical foundation on which the subject—matter is based will be
presented, including the approach, discussion and resolution of systems of equations,
as well as other aspects that influence the elaboration of the didactic unit (legislative
framework, previous didactic research on the subject, etc.).

Keywords

System of equations, Compulsory Secondary Education, didactic unit, mathematics.
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1. INTRODUCCION

Los Sistemas de Ecuaciones son un elemento de gran importancia dentro del bloque
del algebra. Asimismo, es una de las unidades que mas dificultades presentan para los
alumnos de Educacion Secundaria y Bachillerato. Es por ello que resulta esencial
estructurar las ensefianzas de forma adecuada, de modo que los alumnos alcancen los
aprendizajes de manera efectiva y, ante todo, significativa.

Segln el marco legislativo vigente, los sistemas de ecuaciones se introducen en las
matemadticas en segundo curso de ESO, y se imparten contenidos relacionados con los
mismos en todos los cursos siguientes. Ademas, son una herramienta fundamental para
otras asignaturas como fisica, quimica, economia, etc., por lo que se tratara de disefiar
una unidad didactica integrada, transversal y que trabaje la interdisciplinariedad.

En cuanto a la estructura del proyecto, se definirdn en primer lugar los objetivos a
alcanzar mediante el presente Trabajo Fin de Master.

Posteriormente se dividird el cuerpo de la memoria en cuatro bloques principales
cuyos objetivos se detallan en el apartado siguiente: fundamentacién epistemoldgica,
fundamentacioén curricular, fundamentacion didactica y proyeccién didactica, donde se
incluye el desarrollo de la unidad didactica de Sistemas de Ecuaciones.

Por ultimo, se expondrdan las conclusiones derivadas de la realizacién del proyecto
y se incluirdn tanto las referencias bibliograficas consultadas como los anexos
pertinentes.
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2. OBJETIVOS

El objetivo principal del presente proyecto es el entendimiento y desarrollo de la
materia correspondiente al Tema 16 “Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales. Teorema de Rouche. Regla de Cramer. Método de Gauss—Jordan.” del temario
de oposiciones en la especialidad de Matematicas, para elaborar posteriormente una
unidad didactica que trate del citado tema con objeto de implantarla en el aula.

Asimismo, de manera implicita se pretende poner en practica todos los aprendizajes
adquiridos durante este curso en el Master de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas.

El proyecto se sustenta sobre cuatro patas que constituyen el cuerpo del mismo. A
continuacion se sefialan los objetivos que se pretenden alcanzar en cada seccion.

Fundamentacidn epistemologica

El objetivo que se persigue en este apartado es el desarrollo tedrico de diferentes
conceptos relacionados con los sistemas de ecuaciones (planteamiento, discusion,
resolucién, etc.), asi como la demostracion de varios teoremas correspondientes al tema
en cuestion, todo ello empleando una notacién adecuada, afrontado desde el rigor
matemadtico y alcanzando un nivel considerablemente avanzado.

Fundamentacion curricular

La meta de esta tercera seccion consiste en identificar el curriculo que corresponde
a cada etapa educativa en relacién con la materia escogida. Posteriormente se
analizardn y compararan diferentes libros de texto para verificar si en efecto existe
conexidn con el curriculo y para estudiar de qué manera hacen llegar los contenidos y

conocimientos al alumnado.
Fundamentacion didactica

La finalidad de la fundamentacidn diddactica es recopilar informacién y consultar
articulos relacionados con el tema en cuestion. Para ello se recurrird a revistas

nacionales e internacionales de reconocido prestigio.
Proyeccion didactica

Como punto de culminacién para los capitulos anteriores, se tratard de disefiar
desde cero y desarrollar una unidad didactica basada en la ensefianza de sistemas de
ecuaciones para un curso de 42 de ESO de Matematicas Orientadas a las Ensenanzas
Académicas. Ademas, la proyeccidén diddactica tiene también como objetivo que la
unidad construida sea original y adaptada al alumnado a quien va dirigida atendiendo a
sus necesidades académicas.
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3. FUNDAMENTACION EPISTEMOLOGICA

En el presente apartado se plantea la discusidon y resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, materia correspondiente al Tema 16 “Discusion y resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales. Teorema de Rouche. Regla de Cramer. Método de
Gauss—Jordan.” del temario de oposiciones de la especialidad de matematicas,
publicado en la Orden EDU/3138/2011, de 15 de noviembre, por la que se aprueban los
temarios que han de regir en los procedimientos de ingreso, accesos y adquisicién de
nuevas especialidades de los Cuerpos de Profesores de Enseiflanza Secundaria vy
Profesores Técnicos de Formacién Profesional.

El objetivo es abordar el tema en cuestién desde el rigor matematico, empleando
un lenguaje adecuado y alcanzando un nivel acorde a lo exigido en una presentacion de
oposicion.

3.1. Antecedentes

Desde sus origenes, el ser humano ha tratado de comprender y describir los
fendmenos que forman parte del entorno. Ya desde la prehistoria, antes incluso de la
aparicién de los primeros simbolos con significado y de la escritura, se han hallado
evidencias de que nuestros ancestros intentaron cuantificar el tiempo y otras
magnitudes mediante diferentes herramientas.

En ese sentido, y a pesar de que el lenguaje algebraico que empleamos hoy dia es
relativamente moderno, se han hallado muestras antiquisimas de que nuestros
antepasados llevan siglos planteando y resolviendo ecuaciones y sistemas, aunque ellos
no los concibiesen como tal. A continuacion se ha tratado de resumir el extenso
recorrido de los sistemas de ecuaciones a lo largo de la historia de las matematicas,
tratando también la evolucion del lenguaje y simbologia algebraica, pues son conceptos
estrechamente ligados.

3.1.1. Babilonia (2000 a.C.)

La informacion que se ha podido rescatar de la época babildnica es mas bien
limitada, a través de unas 400 tablillas de arcilla que fuero desenterradas en 1850. En

! Para el desarrollo matematico del presente apartado han servido de apoyo los siguientes libros y paginas

web de preparacién para oposiciones de Educacién Secundaria en la especialidad de Matematicas:

e Morra, J. (2020). Tema 16. Discusion y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Teorema de
Rouché. Regla de Cramer. Método de Gauss-Jordan (Oposiciones Matemadticas). Amazon KDP.

e Pagina Web José Luis Lorente (8 de abril 2021). TEMA 16. Discusion Y Resolucion de Sistemas de
Ecuaciones Lineales. Teorema de Rouche. Regla de Cramer. Meétodo de Gauss-Jordan.
http://www.joseluislorente.es/academia/temas/TEMA%2016.pdf
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ellas se analizan problemas matematicos estrechamente relacionados con problemas
cotidianos (comerciales, agricolas, reparto de terrenos, herencias, etc.).

Las matemadticas babildnicas empleaban un sistema de numeracién sexagesimal. En
aquel momento no existia aun el concepto de incégnita ni el de asociar letras a las
cantidades desconocidas. Sin embargo, los babilonios eran ya capaces de resolver
ecuaciones no lineales y sistemas de ecuaciones lineales asignando a las incdgnitas
palabras tales como longitud, anchura, drea o volumen, sin que tuvieran relaciéon con

problemas de medida.

A continuacion se muestra un problema hallado en una antigua tablilla babilnica?:

7 anchura + longitud = 7 manos

anchura + longitud = 10 manos
Inicialmente se representaba el valor de las manos en términos de dedos; para ello
se daba el valor 5 a una mano y a partir de dicha suposicién se resolvia el sistema
mediante un método similar al de eliminacion o reduccién. En notacidn actual seria:

1
Zx+y=35—>x+4y=140

x+y=50
Eliminando la incégnita x:
3y=90->y =30
x=50-30=20
De donde se concluia que longitud = 30 dedos y anchura = 20 dedos.
3.1.2. Egipto (1700 a.C.)

La informacidn disponible sobre los egipcios es por suerte mucho mas abundante
que la referente a los babilonios. Existe una gran cantidad de muestras de aquella época,
todas ellas reflejadas en papiros de los que buena parte han sobrevivido hasta dia de
hoy. La prueba mas extensa es una lamina de 30 centimetros de ancho por 3 metros de
largo conocida como Papiro de Rhind o Papiro de Ahmes (S. XVIl a.C.).

La capacidad matematica de los egipcios fue mucho mas limitada que la babildnica;
los problemas de algebra se limitaban exclusivamente ecuaciones lineales y no hay
vestigio alguno de ecuaciones no lineales o sistemas de ecuaciones. En ese sentido, los
matematicos egipcios empleaban el método de falsa posicidon para resolver problemas
con ecuaciones. Dicho método atribuye un valor inicial a la incégnita, que se

2 Boyer, C. B. (1968). Historia de la matemdtica (pp. 55-56). Alianza Editorial.
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”

denominaba “aha” o “montdn”3. En la mayoria de los casos la estimacidn serd
incorrecta, pero a partir de ella puede obtenerse la solucion correcta mediante el uso

de las proporciones.

Uno de los problemas hallados en el Papiro de Ahmes reza asi: “Un montdn, sus dos
tercios, su mitad, todos juntos hacen trece. ¢ Cudl es la cantidad?”. Traducido a lenguaje
algebraico moderno seria:

+—2 +—1 =13-x=6
X 3x zx X

Si se da a la incognita un valor inicial (por ejemplo 12):

24 12
12+?+7= 12+8+6 =26 #13
La estimacion es incorrecta; no obstante se puede corregir mediante una regla de

tres: 26 es a 13 lo que 12 es al montdn. Por tanto el montdn vale 6.

Este método de falsa posicidn fue la antesala de los métodos iterativos posteriores
(biseccion, Newton—Rapshon, etc.).

3.1.3. China (1200 a.C.)

Los chinos comenzaron a representar las cantidades mediante simbolos, aunque
carecian de un simbolo para indicar el cero. Trabajaron ademas con nimeros negativos
aunque no los consideraban soluciones validas por la fuerte influencia del contexto del
problema, lo cual dificulté la generalizacion del estudio de las ecuaciones.

Su contribucién mas notable fue la resolucidn de sistemas de ecuaciones mediante
tablas (método semejante a las matrices de hoy dia). En los 9 libros del arte matematico,
elaborados por autores chinos desconocidos y comentados por Liu Hui en el Siglo 111 a.C.,
se resuelven varios problemas de este tipo.

A continuacion se muestra un ejemplo resuelto por el método del tablero®:

3x+2y+2z=39
2x+ 3y +z=34
x+2y+3=26

Se plantea el sistema mediante un tablero semejante a una matriz:

= N W

X
Y
z

3 Boyer, C. B. (1968). Historia de la matemdtica (p. 37). Alianza Editorial.

4 Martin, J. C. y Gonzalez, J. L. (2020). Elementos del anélisis histérico de los sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incdgnitas. Algunas consecuencias didacticas. Matemdticas, Educacion y Sociedad, 3(1),
pp. 12-21.
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Se efectian diferentes operaciones a las columnas para obtener un sistema

Universidad de Jaén

equivalente mas sencillo:

22 columna X 3

1 6 3 |x
2 9 2 |y
3 3 1|z
26 102 39

22 columna — 32 columna X 2

X
y
26 24 39
12 columna X 3
X
y
z
78 24 39
12 columna — 32 columna
0 X
y
8
39 24 39

12 columna X 5

0 0 3 |x
20 5 2|y
40 1 1|z
195 24 39

12 columna — 22 columna X 4

0 0 3 |x
0O 5 2|y
36 1 1|z
9 24 139

Pagina 14 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas s
Universidad de Jaén

Finalmente se resuelve el sistema de manera andloga a lo que hoy conocemos como
el método de Gauss:

36z =99 1
= - = —
z z=-
17
5y+z=24—>y=T

37
3x+2y+z=39—>x=T

3.1.4. Grecia (600 a.C.)

Los griegos heredaron los conocimientos y el interés por la geometria de los
egipcios, que hacian uso de ella entre otras cosas para determinar areas de parcelas de
tierra. Dado el complejo sistema numérico que empleaban, esta metodologia les
permitia resolver problemas con mayor facilidad. No obstante, autores como Herén o
Diofanto ya comenzaron a usar algun tipo de simbologia rudimentaria. A continuacién
se enumeran varios métodos empleados por diferentes matematicos griegos para la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:

Thymaridas (400 a.C.)

El griego Thymaridas hallé una féormula para resolver un sistema de n ecuaciones
con n incégnitas de la siguiente forma:

x+x1+x2+-"+xn_1=S

X+ xl = k1
X+ +x2 = kz
X + +xn_1 = kn—lj

Si se resta a la primera ecuacidn las n — 1 siguientes, resulta:

x_X(n_1)+X1_xl+x2_xZ+"‘+xn_1_xn_1=S_k1_k2_"'_kn_1
x[1-m—-D]=S—ky—ky——ky
X(Z_n):S_kl_kZ_"'_kn_l

x(n_Z) = k1+k2+"'+kn_1_5
De donde se concluye:

_k1+k2+"'+kn_1_5
*= (n—2)

Diofanto de Alejandria (250 d.C.)

Diofanto también resolvid problemas en los que aparecian sistemas de ecuaciones,
aunque lo hacia generalmente transformandolos en una sola ecuacidon lineal y
empleando abreviaturas para nombrar a las incégnitas. Ademas, al igual que hicieron
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los chinos, sélo aceptaba las soluciones positivas pues lo que buscaba era resolver

problemas y no simples ecuaciones. En la serie Arithmetica, formada por 13 libros,
Diofanto plantea problemas como el que se presenta a continuacion®.

Problema 27 (Libro |): “Encontrar dos numeros tales que su suma sea 20 y su
producto 96”. Para la resolucion de este ejemplo, Diofanto supone que la diferencia
entre ambos ndimeros es 2x, por tanto:

Diofanto Algebra moderna (sustitucion)
incégnital - 10 + x} xX+y= 20}
incégnita 2 - 10 — x xy =96
(10+x)(10 —x) =96 x(20 —x) =96
100—-x2=96->x%2=4 20x —x? =96
x =2 x2—-20x+96=0
Por tanto: xy=12;y, =8
incognital =12 X, =8;y,=12
incognita 2 = 8

Tabla 1. Método de Diofanto para la resolucion de sistemas de ecuaciones
3.1.5. Hinduismo (200 a.C.)

Los hindues utilizaron un sistema numérico posicional en base 10 muy similar al
actual. Asimismo, a pesar de que los problemas seguian emergiendo de situaciones
cotidianas concretas, fueron capaces de desarrollar un simbolismo mas avanzado que
todos sus predecesores. Sin embargo, mantuvieron muchos de sus procedimientos de
forma oral y no sacaron provecho a los avances en su notacién simbélica. Dicho sistema
era mucho mas sencillo que los sistemas numéricos no posicionales antiguos y mas

propicio para la construcciéon de algoritmos y formulas para las operaciones basicas.
3.1.6. Matematicas arabes (S. IX)

Todas las etapas histéricas mencionadas hasta el momento se caracterizan por la
falta de un lenguaje algebraico consistente; se empleaban algunas abreviaturas para las
incognitas y las relaciones de uso frecuente, pero generalmente los cdlculos se
desarrollaban en lenguaje natural y se expresaban de forma oral. No obstante, la
conquista musulmana en el siglo VIl marca un antes y un después en la evolucién del
simbolismo algebraico.

5> Kline, M. (1972). El pensamiento matemdtico de la antigiiedad a nuestros dias. Vol. 1: El pensamiento
matemadtico de la antigiiedad a nuestros dias, I. (p. 193). Alianza Editorial.
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Fueron precisamente los arabes (800-1300 d.C.) quienes se encargaron de
desarrollar y difundir por Europa un nuevo sistema de numeracién y simbolismo
algebraico, logrando un mayor desarrollo del dlgebra de ecuaciones y estableciendo
reglas de reduccion y cancelacidn de ecuaciones de primer grado.

3.1.7. Nacimiento del simbolismo matematico moderno (S. XV — XVIil)

A raiz de los avances conseguidos por los arabes, el dlgebra crecié y se desarrolld a
pasos agigantados. A partir del siglo XV comenzé a aparecer parte de la simbologia
algebraica que empleamos en la actualidad.

En esta época fue el matematico aleman Johannes Widmann, en su publicacion
Behende und hiibsche Rechenung Allen auff Kauffmanschafft (1489), quien introdujo los

" u

simbolos “+” y con los que expresamos la suma vy resta, para hacer referencia al
superdvit o déficit en los problemas mercantiles. Posteriormente, Robert Recorde

(1557), médico y matematico galés, invento el simbolo de la igualdad “=".

Afos después, el trabajo de Diofanto traducido al latin indujo al francés Francois
Viete (1540-1603) a utilizar letras para las cantidades conocidas y las incégnitas y signos
para representar las operaciones.

Por otra parte, René Descartes (1637) fusiond la geometria y el algebra inventando
la geometria analitica. Asimismo, ided la notacion algebraica que utilizamos hoy dia,
donde las constantes se representan con las primeras letras del alfabeto (a, b, c ...) y las
variables e incégnitas por las Ultimas (x, y, z).

3.1.8. Desarrollo de los métodos modernos (S. XVIII — Actualidad)

A partir del Siglo XVIIl se empiezan a desarrollar diferentes métodos de resolucion
para ecuaciones de distinto grado (primer, segundo, tercer y cuarto grado). Las
ecuaciones comienzan a ser objeto de estudio sin tener necesariamente conexién con
problemas cotidianos. Igualmente, se inicia el estudio de matrices de diversos drdenes.

En cuanto a sistemas de ecuaciones, Euler (1707-1783) es uno de los primeros en
indicar que un sistema de orden n X n no tiene necesariamente n ecuaciones, ya que
se deben tener en cuenta las caracteristicas de dichas ecuaciones (indicios de la
dependencia lineal).

Por ultimo, aparecen los diferentes métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales que se emplean en la actualidad. Por un lado, los métodos de
resolucién en términos de determinantes de Maclaurin (1698-1746) y Cramer (1704—
1752) y, posteriormente, los métodos de eliminacion de Gauss (1777-1855) y Jordan
(1838-1922).

Los métodos mencionados en el ultimo parrafo son, entre otras cuestiones
importantes, objeto de estudio en los apartados que se desarrollan a continuacion.
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3.2. Generalidades

En primer lugar se expondrdn varias generalidades y conceptos previos y se
esbozard una clasificacion de los diferentes tipos de sistemas de ecuaciones lineales. A
continuacion se tratardn, por el siguiente orden:

e Teorema de Rouché para la discusion de sistemas de ecuaciones lineales.
e Regla de Cramer para la resolucién de sistemas compatibles.

e Teoremas de Gauss y Gauss—Jordan para la resolucidn de sistemas compatibles.

Por ultimo, se propondran algunas aplicaciones de los sistemas de ecuaciones
lineales en el bloque de geometria. Para la presentaciéon del tema en cuestidén se
emplearan, con caracter general, sistemas de m ecuaciones con n incégnitas.

3.2.1. Definiciones

Antes de comenzar con el desarrollo de los sistemas de ecuaciones lineales en si,
conviene establecer ciertas definiciones que seran utiles en apartados posteriores.

Definicion 1. Ecuacion lineal

Las ecuaciones lineales son ecuaciones algebraicas de primer grado, es decir, son
igualdades del tipo:

X1+ azx, +-+apx, =b

Donde n es el numero de incégnitas, x4, x5, ..., X, son las citadas incognitas y
a,, asy, ..., a,, b son valores conocidos del cuerpo K (en adelante por simplicidad se
supondra que K = R).

Ejemplo.

La expresion 2x; —x, + 3x3 + 5x, — 3x5 = 8 es una ecuacién lineal con 5

incégnitas x4, X5, X3, X4, Xs.
Definicion 2. Solucién de una ecuacion lineal

Dada una ecuacién lineal ayx; + ayx, + -+ a,x, = b, es soluciéon de dicha
ecuaciéon una n-upla (B4, f2, ---, Bn) que verifique a;5; + a,f, + -+ a, B, = b.

Ejemplo.

La n-upla (4,2,1,1,2) es solucidn para el ejemplo de ecuacidn lineal recién expuesto,

ya que verifica:
2:4—-24+3-14+5-1-3-2=8

Definicion 3. Sistema de ecuaciones lineales
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Se denomina sistema de ecuaciones lineales de orden m X n a un conjunto de m

ecuaciones lineales con las mismas n incégnitas y coeficientes pertenecientes al cuerpo
K. Se representa de la siguiente manera:

a11x1 + alzxz + -+ alnxn == b1
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz
Am1X1 + QX + -+ QnXn = by

Donde a;; € K representa el coeficiente de la incognita x; en la ecuacion i-ésimay
b; € K representa el término independiente de la ecuacion i-ésima (i = 1,2, ...,m; j =
1,2,...,n).

La i-ésima ecuacion puede abreviarse de la siguiente manera:

Z aijxj = bi

j=1
Y por tanto el sistema de ecuaciones puede expresarse como:

n

z ainj = bi i = 1,2, e, m

j=1
Ejemplo.
El siguiente conjunto de 3 ecuaciones lineales con 4 incégnitas x4, X, X3, X4
constituyen un sistema de ecuaciones lineales de orden 3 X 4:

2x1 +x; — X3+ 2x4, =5
—x1+3x; +2x3 —x, =4
3x1 —4x, +2x3 —3x4 = -3

Definicion 4. Solucidon de un sistema de ecuaciones lineales

Se denomina soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales a cualquier n-upla
(B1, B2, ---» Bn) que verifique todas y cada una de las ecuaciones de dicho sistema:

a11f1 + a12f2 + -+ a1nfBn = by
az181 + Az + -+ + aznBn = by
Am1P1 + AmaBo + - + Anfn = by
Ejemplo.
La n-upla (1,1,2,2) es solucién para el ejemplo de sistema de ecuaciones lineales

recién expuesto, ya que verifica todas las ecuaciones:

2:141-242:2=5
—1+3-1+42:2-2=4
3:1—4-142-2-3-2=-3

Pagina 19 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas

Univer.sidad.deJaén
Definicidn 5. Solucién general de un sistema de ecuaciones lineales

Se denomina solucién general de un sistema de ecuaciones al conjunto de todas las
soluciones de dicho sistema.

Definicion 6. Ecuacion no lineal

Una ecuacion no lineal es cualquier expresioén algebraica que difiera de lo que se ha
definido como ecuacién lineal. Es decir, las ecuaciones de grado superior a uno, las
ecuaciones que incluyan cualquier funciéon trigonométrica, etc. son ecuaciones no
lineales.

Ejemplo.
Las expresiones x; + 2x, — x5 = 8y x; + cos(x,) = 1 son ecuaciones no lineales.
Definicidn 7. Sistema de ecuaciones no lineales

Se denomina sistema de ecuaciones no lineales de orden m X n a un conjunto de
m ecuaciones con las mismas n incognitas y coeficientes pertenecientes al cuerpo K,
donde al menos una de las ecuaciones es no lineal.

Ejemplo.
El siguiente sistema de ecuaciones es no lineal:

x—y3=5}
2x+y =3

Definicidn 8. Independencia lineal

Se dice de un conjunto de vectores que son linealmente independientes entre si si
ninguno de ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto. Es decir, dado un
conjunto finito de vectores vy, v,, ..., v, se dice que son linealmente independientes si
la siguiente igualdad:

a1 +avy + -+ a,v, =0 (%)
Se cumple sélo cuando todos los términos a4, a,, ..., a, son cero.

Por otro lado, se dice de un conjunto finito de vectores que son linealmente
dependientes si cumplen la igualdad (*) siendo al menos uno de los términos
aq, ay, ..., a, distinto de cero.

3.2.2. Expresion matricial de un sistema de ecuaciones

Supdngase un sistema de ecuaciones lineales de orden m X n formado por m
ecuaciones con n incégnitas:
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allxl + alzxz + -+ alnxn = bl
Ay1X1 + Ag2X + -+ AypXy = by

A1 X1 + QX + -+ QnXpn = by,

A partir de dicho sistema pueden definirse las siguientes matrices.

Matriz de coeficientes A4, de orden m X n:

a1 Qg2 A1n
a1 04z arn

A= : : :
Am1  Ama2 Amn

Matriz de términos independientes B, de orden m X 1:

Matriz ampliada A|B de orden m X (n + 1):

a1 Qg ai, by

a1 Ay e a b

(A|B) = : : - :Zn ;
Am1 Amz2  ° Qmn bm

Matriz de incégnitas X, de orden n X 1:

X1
X2
X = = (Xq, Xgy ey Xp)"

xn
Por tanto, el sistema puede expresarse matricialmente de la siguiente manera
AX =B
Ejemplo.
Supdngase el siguiente sistema de ecuaciones lineales de orden 3 X 4:

le_XZ_X3+3.X4 =6
X1 — 3x; +x3 —4x, = -3
—Xq +x3+2x, =4
Las matrices asociadas al sistema resultan:

1 2

X1
2 -1 -1 3 N 6
A=<1 -3 1 —4); =3 ;B=<—3>
1 0
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2 -1 -1 3 6
(A|B) = < 1 -3 1 -4 —3)
-1 0 1 2 4

3.2.3. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

A continuacién se muestra una clasificacién de los diferentes tipos de sistemas de
ecuaciones lineales atendiendo a dos criterios distintos.

3.2.3.1. Segun el nimero de soluciones del sistema

Se puede plantear una clasificacion de los diferentes tipos de sistemas de
ecuaciones en funcién del nimero de soluciones que admiten.

Sistema compatible
Se dice de un sistema que es compatible si admite al menos una solucion.

Si dicha solucidn es Unica, se dice que el sistema es compatible determinado (SCD).
Por otro lado, si el sistema admite mas de una solucidén se dice que es compatible
indeterminado (SCl).

Proposicion 1.
Si un sistema tiene mas de una solucidn, entonces tienen infinitas soluciones®.
Demostracion.
Tédmese el siguiente sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:
A1X1 + ayXp + -+ apxy, = by
Ay1X1 + AppXxy + -+ AypXy, = by
Am1X1 + A Xy +'--~ + amnXn = b,

O escrito de otra forma:

ainj = bi con i = 1,2, e, m
j=1
Y sean a = (aq,ay,...,a,) Y B = (B1, P2 -, Prn) dos soluciones distintas del

sistema.

Se cumple que Vy € R, la expresion ya + (1 —y)F es también solucién del
sistema:
n

2 ajlya + A=) = VZ a;ja; + (1 — Y)Z a;;P;
=1

® La proposicion en cuestion es propia de los sistemas lineales y no se aplica a los sistemas no lineales. Por
ejemplo, la ecuacion no lineal (x + 2)(x — 5)(x — 1) = 0 admite un ndmero finito de soluciones mayor
que 1 (en concreto 3 soluciones: B; = —2; B, = 1; B3 = 5).
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Dado que a y f son soluciones del sistema:

a;jo = Z aijPj = bi

1 j=1

n n
]:

Y por tanto:
n n
VZ aja; + (1 - Y)z a;jf; =ybi+ (1 —y)b; =yb; + b; — yb; = b;
=1 =1

Queda demostrado que ya + (1 — y)f es también solucién Yy € Ry por ende el
sistema tiene infinitas soluciones.

Sistema incompatible
Se dice de un sistema que es incompatible (SI) si no tiene solucién.
3.2.3.2. Segun la matriz de términos independientes

Se pueden clasificar los sistemas de ecuaciones lineales seglin cémo sea la matriz
de términos independientes o vector B.

Sistema homogéneo

Se dice de un sistema de ecuaciones lineales AX = B que es homogéneo si el vector
B es el vector nulo, es decir:

B =(0,0,...,0)¢
Por tanto:
AX =0
Sistema no homogéneo

Se dice de un sistema de ecuaciones lineales AX = B que es no homogéneo si el
vector B es distinto del vector nulo, es decir:

B # (0,0, ...,0)¢
Por tanto se emplea la expresidn general:
AX =B
Proposicion 2.
Los sistemas homogéneos (del tipo AX = 0) verifican las siguientes propiedades:

1. Este tipo de sistemas son siempre compatibles, ya que admiten al menos la
solucién trivial X = (0,0, ...,0)¢.

2. Si(aq,ay, ..., a,) es solucion de cierto sistema homogéneo, entonces se cumple
que (kay, kas, ..., kay) también es solucion de dicho sistema Vk € R.
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3. Si(ay,az, ..., ) Y (B1, B2, -, Brn) son dos soluciones distintas de cierto sistema

homogéneo, entonces se cumple que a + [ también es soluciéon de dicho
sistema.

Demostracion.

1. Todmese un sistema homogéneo AX = 0. Dicho sistema puede expresarse de la
siguiente manera para las m ecuaciones:

n
z a;; aj = b; =0, i=12,..,m

Resulta obvio que si aj =0 Vj=12,..nentoncesa = (0,0, ...,0) es solucidn.
2. Témese un sistema homogéneo AX = 0 donde a = (a4, @y, ..., @) €s solucidn.
En dicho sistema se verifica que:

n
2aifaj:0' i=12,..,m
j=1
Introduciendo ahora el nimero real k en el vector solucion, se tiene:
n n
zaij(kaj)=kzaijaj=k'0=0, i=12,..,m
j=1 j=1

Por tanto se cumple la proposicion.
3. Témese un sistema homogéneo AX =0 donde a = (a1, @y, ...,ay) ¥ B =
(B1, B2, ---» Br) son dos soluciones distintas. En dicho sistema se verifica que:

n
aij aj = O, i = 1,2, e, m
j=1
n
Zaijﬁjzo, i=1,2,...,m
j=1
Por tanto:
Zau(a]+ﬁ1) Zaua]+2auﬁ]—0+0—0 i=12,..,m
j=1

Y se cumple que el vector a+pf =(a;+ P, + Ba, ..., 0, + ) €s también
solucién del sistema.

3.3. Teorema de Rouché y Rouché-Frobenius

A continuacién se desarrollaran los Teoremas de Rouché y Rouché—Frobenius; no
obstante, en primer lugar conviene definir algunos conceptos previos.

Definicion 9. Submatriz
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Sea una matriz A de orden m X n. Se considera submatriz de la matriz A cualquier

matriz de menor dimensiéon (m' < m y n’ < n) obtenida a partir de la supresién de
ciertas filas y/o columnas de la matriz original A.

Ejemplo.

Témese la matriz A de orden 3 X 3:

4 1 5
(3 3)
1 3 1

Son submatrices de A las siguientes matrices:

4 5
s=(5 5 Die=(a 2= D

Definicion 10. Menor de orden p

Sea una matriz A de orden m X n. Se denomina menor de orden p de la matriz 4 a
un determinante de cualquier submatriz cuadrada de orden p X p extraida de A.

Ejemplo.
Tdmese la matriz anterior de orden 3 X 3; son menores de orden 2 de la matriz 4
los siguientes determinantes:

Al=‘3L (1)|=—3;Az=|‘1L é|=11;A3=|é i|=—14

Definicién 11. Rango de una matriz

Se denomina rango de una matriz A al niumero maximo de filas o columnas
linealmente independientes. El rango fila y el rango columna son siempre coincidentes,
por lo que se denomina simplemente como rango de la matriz A y se expresa como

rg(4).
También se puede definir el rango de una matriz como la dimensién del menor no
nulo de mayor dimensién que se pueda construir. Por tanto, el rango de una matriz

nunca puede ser superior a la menor de sus dimensiones; es decir, para una matriz de
ordenm X n:

e Sim < n,entoncesrg(A) < m.

e Sin < m,entoncesrg(A) <n.
Ejemplo.

Considérese la matriz A de orden 3 X 3:
3 9 2
(30
0 3 2
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El determinante de dicha matriz resulta:

3 9 2
A=I1 2 0/=124+0+6—-(04+0+18)=0
0 3 2

Por tanto, el rango de la matriz A es menor que 3 (rg(4) < 3).
A continuacién se busca un menor de A de orden 2 con determinante no nulo. Por
ejemplo:

LB Y o
A_|1 S| =6-9=-3%0

El rango de la matriz A resulta ser 2 (rg(A4) = 2).
Observacion.

Si todos los menores de orden p de una matriz son nulos, entonces el rango de dicha

matriz no puede ser mayor de p — 1:

rg(lA)<p-—-1
Es decir, si en el calculo del rango de una matriz resulta que todos los menores de
orden p son nulos, también los son todos los menores de orden superior a p.

3.3.1. Teorema de Rouché

Supdngase un sistema de ecuaciones lineales formado por m ecuaciones y n
incognitas.
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl
a21X1 + azzxz + -+ aann = bz
Am1X1 + ApaXy + -+ AppXy = by

Y sean A, B y A|B las matrices asociadas a dicho sistema:

aj;;r Azt Qg b, aj;r Az v Aqp by

Az1 Gy =+ Qzp b, Az1 Q2 -+ Ay, by
A= : : . : ;B = . ; (AlB) = . . . . :

Am1 Amz  *° Onn b, Am1 Amz  *° Qmp by

El Teorema de Rouché determina que, para un sistema de ecuaciones lineales AX =

B de orden m X n, se verifica lo siguiente:

1. El sistema es incompatible, y por tanto carece de solucidn, siy sdlo si el rango de
la matriz de coeficientes no coincide con el rango de la matriz ampliada, es decir
rg(A|B) +# rg(A).

2. El sistema es compatible indeterminado, y por tanto tiene infinitas soluciones, si
y sélo si el rango de la matriz de coeficientes coincide con el rango de la matriz
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ampliada y dicho rango es menor que el numero de incégnitas del sistema, es
decirrg(A|B) =rg(A) < n.

3. El sistema es compatible determinado, y por tanto tiene solucién Unica, siy sélo
si el rango de la matriz de coeficientes coincide con el rango de la matrizampliada
y dicho rango es igual al nimero de incdgnitas del sistema, es decir rg(A|B) =
rg(A) =n.

Demostracion.

El conjunto de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales de orden m X n
puede representarse mediante vectores columna:

aiq ap» Ain
| @21 | _ [ Q22 _ | %an

Cl - S ) C2 - E ) ey CTl -_ H
am1 Am2 Amn

De tal forma que:
C1 X1+ Cyxy + -+ cCpx, =B

En primer lugar, es evidente que el sistema tendra solucidn si y sélo si el vector B es
combinacion lineal de ¢4, ¢5, ..., ¢, Esta condicidn trasladada al ambito matricial implica
que la ultima columna de la matriz ampliada sea combinacion lineal de las columnas de
la matriz de coeficientes A, ya que precisamente esta ultima columna resulta ser el
vector B. Por tanto, si la Ultima columna de la matriz ampliada es combinacién lineal del

resto, se concluye que el rango de A|B es igual al rango de A.

Aplicando el razonamiento inverso, se concluye que si el rango de la matriz A es
igual al rango de la matriz ampliada, el vector B es combinacion lineal de ¢4, ¢5, ..., C ¥
por tanto el sistema admite solucion.

SC (existe solucion) & rg(A|B) =rg(A)

1. Si el rango de la matriz A y el rango de la matriz ampliada no coinciden
(rg(A|B) # rg(A)), eso significa que la ultima columna de la matriz ampliada,
es decir el vector B, es linealmente independiente de las columnas de la matriz
A. Por tanto, no hay forma de que se cumpla el sistema de ecuaciones, es decir,
no existe ninguna n-upla para la que se cumpla laigualdad ¢; * x1 + coxy + -+ +
ChXn, = By el sistema no tiene solucion.

Reciprocamente, si el sistema no admite solucion, eso implica que el vector B es
linealmente independiente de ¢y, c,, ..., ¢, Y por tanto, el rango de la matriz
ampliada y rango de la matriz A no son iguales.

SI (no existe solucién) © rg(A|B) + rg(A)
Ademas, obsérvese que siempre que se cumple la desigualdad rg(A|B) #
rg(A) esto implica que rg(A) =rg(A|B) — 1, ya que la matriz ampliada es
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idéntica a la matriz A, a excepcidon de una columna adicional que es linealmente
independiente del resto.

2. Para demostrar el segundo punto del Teorema basta con demostrar que un
sistema compatible es indeterminado si y sélo si rg(A4) < n, ya que al inicio de
este apartado se demostré que el sistema es compatible si y sélo si rg(A) =
rg(A|B).

Supdngase un sistema indeterminado que admite al infinitas soluciones vy
tomense dos de ellas a = (ay,a3,...,a,) Y B = (B, B2 --,Pn). Dichas
soluciones verifican:

n
€1+ cay + -+ chay =ch-aj =B
j=1
n
C1- B+ o+t Cafn= ) Gy =B
j=1
Si se restan ambas expresiones:
n n n
ch-aj—ch “Bj =ch-(aj—/j‘j) = B — B = 0 (columna de ceros)
j=1 j=1 j=1

Por otro lado, un conjunto de vectores U7, U5, ..., U, es linealmente dependiente

si se cumple:
ViU1 + V2V + 4 Yl = 0

Siendo alguno de los escalares ¥4, Y3, ..., ¥y distinto de cero.

Dado que a y 8 son soluciones diferentes, existe a la fuerza algin (aj — ,Bj) que
sea distinto de cero; por tanto las columnas cy,cy,...,c, son linealmente
dependientes y el rango de la matriz A es menor que n. En conclusién, si el
sistema es compatible indeterminado, entonces el rango de A es menor que n.
Aplicando el razonamiento inverso, si rg(A) =rg(A|B) el sistema es
compatible y admite al menos una solucién a = (a4, ay, ..., ay).

n

¢cjraj =B

j=1
Ademas, si rg(A) < n entonces las columnas ¢y, 5, ..., ¢, de la matriz A son

linealmente dependientes, por tanto se cumple:
n

j=1
Para un conjunto p = (g, Uz, ..., kn) que tenga algin término u; distinto de
cero.

Si sumamos ambas expresiones:
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n n n
ch-aj+2cj U =Zc]--(aj+,uj) = B + 0 = B (columna de ceros)
j=1 j=1 j=1

Por tanto (aj + uj) es también solucion del sistema.
En conclusion, si rg(A) = rg(A|B) < n el sistema admite dos soluciones (por
ende infinitas soluciones) y es compatible indeterminado.
SCI (infinitas soluciones) © rg(A|B) =rg(A) <n

3. Para demostrar el tercer punto del Teorema basta con demostrar que un sistema
compatible es determinado si y sélo si rg(A) =n, ya que al inicio de este
apartado se demostré que el sistema es compatible si y sélo si rg(A) =
rg(A|B).
Por descarte, si un sistema es compatible y ademas no es indeterminado eso

implica:
rg(4) = rg(AlB)
rg(A) =n
Y dado que el rango de A no puede ser mayor que n:
rg(Ad) =n

Por tanto los sistemas compatibles que no son indeterminados seran
determinados y cumpliran:
SCD & rg(A) =rg(A|B) =n

Observacion.

Resulta imposible un hipotético escenario 4, donde rg(A|B) = rg(A4) > n, ya que
al ser la matriz A de orden m X n, su rango no puede ser mayor que n.

3.3.2. Teorema de Rouché—Frobenius

El teorema de Rouché—Frobenius determina que la condicidn necesaria y suficiente
para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible es que la matriz de
coeficientes A y la matriz ampliada A|B tengan el mismo rango:

sistema compatible < rg(A|B) = rg(A)
Corolario 1.

Para sistemas homogéneos siempre se verifica que rg(A|B) = rg(A). Por tanto,
como ya se adelanté anteriormente, los sistemas homogéneos son siempre
compatibles.

Corolario 2.

En un sistema de ecuaciones lineales cuadrado de orden n X n, si el determinante
de la matriz A es distinto de 0, entonces el sistema es compatible determinado, ya que:

rg(A) =rg(AlB) =n
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Corolario 3.

Si el numero de incégnitas es mayor que el nimero de ecuaciones (n > m), el
sistema no puede ser compatible determinado, ya que:
Tdmax(A) =m <n
Y por tanto resulta imposible cumplir el requisito rg(A|B) = rg(A) = n.

3.4. Regla de Cramer

La regla de Cramer es un teorema del algebra lineal que permite la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales en términos de determinantes. A continuacidn se
establecen las condiciones necesarias para poder aplicar este método.

3.4.1. Sistema de Cramer

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante la Regla de Cramer dicho
sistema debe verificar ciertos requisitos:

1. El nimero de ecuaciones es igual al nUmero de incdgnitas, es decir, se trata de
un sistema cuadrado. Por tanto la matriz de coeficientes A es una matriz
cuadrada de orden n X n.

2. El determinante de dicha matriz de coeficientes (A) es no nulo, es decir |A| # 0.

Los sistemas que cumplen estas condiciones se denominan sistemas de Cramer, y
tienen la siguiente forma.

ai1X1 + A12X2 + -+ alnxn = bl
alel + azzxz + -+ aann = bz

Ap1X1 + ApaXy + -+ ApnXx, = by,
Proposicion 3.
Los sistemas de Cramer son siempre compatibles determinados (tienen solucién

Unica) y viceversa, es decir, todos los sistemas compatibles determinados son sistemas

de Cramer.
Demostracion.

1. Sistema de Cramer = SCD
Supdngase un sistema de Cramer cualquiera AX = B, de n ecuaciones y n
incognitas, donde A es una matriz cuadrada de orden n X n con determinante
no nulo.

Dado que |A]| es distinto de cero, existe y se puede calcular su matriz inversa:
A = - [Adj )]
|Al
Por tanto el sistema puede resolverse de la siguiente manera:
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AX =B
AT1AX = A'B
IX=A"'B
X=A"'B
Donde el vector X es la Unica solucidn del sistema y, por tanto, se trata de un
SCD.
2. SCD = Sistema de Cramer
Sea un sistema compatible determinado AX = B cuya Unica solucion es a =
(aq, ay, ..., ay). Se cumple por tanto:
a10q + a0, + -+ agpa, = by
A1 + Ay, + -+ aypa, = by

A1, + Ay + -+ A&y = by,
Expresando el sistema mediante los vectores columna c¢4,c5,...,c, que
componen la matriz A:
C1X1 + Coxy + -+ cpx, =B
c1aq + Cap + -+ cpa, =B
Supdngase ademas que 8 = (B4, Bz, .., Bn) €s solucidn del sistema compatible
homogéneo asociado (AX = B). Se cumple por tanto:
c1f1 + ¢35 + -+ ¢, B = 0 (columna de ceros)

Existe entonces otra solucidn adicional para el sistema original, ya que:
C10q + Cray + -+ oy + 11+ 2 + o+ B

=ci(ay +B) +ep(az +B) + -+ cplan+B) =B+0=8
Dicha solucidn adicional es el vector a + 8 = (a1 +81, ay + B2, ..., @y + Br).
No obstante, ya que se ha supuesto que el sistema es compatible determinado
(solucion unica), se concluye que el vector 8 = (B4, B2, ---, Bn) debe ser el vector
nulo.

Br=B2==B=0

De maneraquea + f§ = a.
Ademas, si f sélo puede ser el vector nulo, se concluye que el sistema
homogéneo AX = 0 sélo tiene una solucidon posible (la solucidn trivial). De esta
manera queda demostrado que las columnas ¢y, Cy, ..., ¢, de la matriz A son
linealmente independientes, ya que la Unica manera de que ¢;5; + ¢, + -+ +
cnBn = 0 es que B sea el vector nulo. Por tanto, el determinante de la matriz A

es no nulo.
De ambas afirmaciones se deduce, finalmente, que:

Sistema de Cramer & SCD
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3.4.2. Solucion de un sistema de Cramer
Proposicion 4.
La Unica solucidn resultante de un sistema de Cramer es de la forma:

X = ﬂ j=12,..,n
7 |A]

Siendo A; el determinante de la matriz A, una vez sustituido el vector B en la
columna j de A. Es decir:

I D I

11 by A1in
A]= a21 b bZ e aZn

a’Tll le ann

Demostracion.

Sea un sistema de ecuaciones lineales cuadrado, de orden n X n, donde el
determinante de la matriz de coeficientes A es no nulo (sistema de Cramer).

allxl + a12x2 + -+ alnxn == bl
az1X1 + AyrXy + -+ aann = bz

An1X1 + ApaXp + -+ AppXy = by

A partir de dicho sistema, se puede definir A; de la siguiente manera:

/)
a1 bl o Qqp
A]: a21 A bZ e azn
Any - by v apy

Dado que el vector B es combinacién lineal del vector x, se puede escribir:

)
A1t Aq1Xp T QX o QX Qg
Aj=[A21 Q1 X1 + AppXp + ot AppXy Qop
Ap1  *° ApiXp T ApaXy + o+ AppXy Ann

Por las propiedades de los determinantes, A; se puede dividir de la siguiente
manera:
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ay;p 0 A11Xy
Ai=|az1 - G1X

Ap1 0 Ap1Xq

J)

A1n ai; 0 Q12X
Qan| + |G21 - A22X3
Apn Ap1 0 ApaXy

)

aljxj aln a11
azjxj Aorn + -4 |ax
anjxj Ann anq

Ain

Aon| + -

aTlTl

)

A1nXn
ArnXp

annxn

Para un determinante |D| cualquiera de orden m X n se cumple:

dll k . dlj
D[ = d:21 k ':dzj
dm1 k-dpy;

dln d11
d?n =k - d.z 1
dmn dml

dqj
dyj

A

dmn

Universidad de Jaén

Por tanto, a partir de la expresién anterior, de cada uno de los determinantes se

puede extraer la componente x; (j = 1,2, ...n):

J)

a1 an

+ x; azq

J)
A1in Ay o Qa2
Qop |+ x5 G210 = A2
Ann anq Qan2
J)
Qaqj A1n
azj on| + -+ x, |21
anj Ann

)
Ain
arn

ann

Ademas, las propiedades de los determinantes establecen que si dos lineas (filas o

columnas) son iguales, dicho determinante es nulo. Por tanto, de la expresion anterior

se anulan todos los términos excepto el correspondiente a x;. Es decir:

)))
a11 e al] cee alTL
=xj|G21  Qzj " don
a’Tll cee an] cee a“l’l‘l’l

El Unico determinante restante resulta ser el determinante de la matriz A. Por tanto,

despejando x;:
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3.4.3. Transformacion de un sistema cualquiera en sistema de Cramer

Los sistemas de Cramer son aquellos sistemas cuadrados (mismo numero de
ecuaciones e incégnitas) cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo. A
continuacion se mostrara como, para sistemas compatibles, es posible transformar un
sistema que no sea de Cramer en otro que si lo sea.

Supdngase un sistema cualquiera de orden m X n:

a11x1 + alzxz + -+ alnxn == b1
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QX + -+ QnXn = by
En primer lugar debe comprobarse que el sistema es compatible. A continuacién:

e Sim<n:
Se debe tomar la submatriz asociada a un menor no nulo de la matriz A de mayor
orden posible. Las variables contenidas en dicho menor serdn las incégnitas del
nuevo sistema; las variables no contenidas se transformaran en parametros y se
traspondran junto a los términos independientes de cada ecuacion. Tras resolver
el sistema mediante la Regla de Cramer, las nuevas incégnitas quedaran
expresadas como funcién de los parametros.

e Sim>n:
Se toma un menor no nulo de la matriz A del mayor orden posible.
o Si el menor es de orden p inferior a n (p < n) se trata de un caso analogo al

anterior.

o Si el menor es de orden n, se pueden tomar esas n ecuaciones linealmente

independientes para formar un sistema de Cramer.

A continuacion se muestran un ejemplo de transformacion a sistema de Cramer de
un sistema compatible y otro ejemplo de lo que ocurriria si se trata de aplicar la Regla
de Cramer a un sistema incompatible.

Ejemplo.
Considérese el siguiente sistema compatible de 2 ecuaciones con 4 incégnitas:

x+y+22+t=1}
2x—3y—z—t=2

Las matrices A y A|B del sistema son:

Az(z1 —13 —21 —11);‘“3:(21 —13 E1 11 12)

Tdmese por ejemplo el siguiente menor de la matriz A:

A=y L|=-3-2=-5%0
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Las variables x e y contenidas en el menor seran las incégnitas del nuevo sistema.

Las variables z y t excluidas del menor se transforman en parametros y se trasponen
junto a los términos independientes.

Siz=uyt = A, el nuevo sistema de ecuaciones es:

x+y=1—2u—/1}
2x =3y =2+u+1

De manera que la nueva matriz A y el nuevo vector B resultan:

Ay = G —13);3' = (12_+25;{1>

Aplicando la Regla de Cramer:

1-2u—21 1|
Al |24+p+2 =3 -3+6u+31—2—pu—-212 —5+5u+21
T A -5 N -5 - _5
2
x=1—u—§/1
1 1-2u—2
|4y, |2 2bu+A| 2Hu+A—2+44p+210 Sp+32
4, _5 - _5 R
3
y=-n-g4

Ejemplo.

Tédmese el siguiente sistema de 3 ecuaciones y 2 incégnitas:

x+y=2
x—y=0
x+y=3

Resulta evidente a simple vista que el sistema es incompatible. No obstante, si se
pasa por alto este hecho y se trata de transformar el sistema en un sistema de Cramer,

se podria tomar de las dos primeras ecuaciones el siguiente menor no nulo de orden 2:
|1 1 | -9
1 -1

Tomando dichas ecuaciones y aplicando la Regla de Cramer se obtiene la solucidn

x =y = 1, que por supuesto no es solucién de la tercera ecuacion, y por tanto tampoco
lo es del sistema.

3.5. Método de Gauss y Gauss—Jordan

De manera andloga a los apartados anteriores, previo desarrollo del teorema se
comenzara por definir algunos conceptos necesarios.
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Definicién 12. Sistemas lineales equivalentes

Se dice de dos sistemas de ecuaciones lineales con el mismo nimero n de incégnitas
que son equivalentes si tienen la misma solucién general. Es decir, dados dos sistemas
de ecuaciones linealesde ordenm X nyp X n:

ai1X1 + A12X, + -+ A1nXn = b1 C11X1 + Ci12Xy + -4+ CinXn = dl
Ap1X1 + AppXy + o+ AppXy = by (| C21X1 + Co2Xp + -+ Copxy = d,

M 7

Am1X1 + AmaXy + -+ AunXy = by Cp1Xq + CpaXp + -+ Cppxpy = dy

Se dice de dichos sistemas que son equivalentes si ambos comparten todas y cada
una de sus soluciones; es decir, son equivalentes si y sdlo si todas las soluciones del
sistema 1 son también soluciéon del sistema 2, y viceversa.

Esto implica que dos sistemas incompatibles cualesquiera son equivalentes entre si.

Notese que para que dos sistemas de ecuaciones lineales sean equivalentes entre
si deben tener el mismo numero n de incégnitas, pero el nimero de ecuaciones my p
no es necesariamente el mismo.

Transformaciones elementales

Dado un sistema de ecuaciones lineales, se pueden aplicar ciertas transformaciones
para obtener un sistema equivalente al original.

A partir del sistema inicial, se obtiene otro equivalente si:

1. Se intercambian dos de las ecuaciones entre si.
2. Se multiplica una de las ecuaciones por cualquier nimero real no nulo.
3. Se suma a una de las ecuaciones un multiplo cualquiera de otra de las

ecuaciones.
Demostracion.
Tdmese un sistema de ecuaciones lineales de orden m X n.
ag1X1 + aqX5 + o+ apxXy = by
Ay1X1 + ApXy + -+ AypXx, = by
Am1X1 T QpaXa +."' + ampxn = by

1. Si se intercambian dos de las ecuaciones del sistema entre si (supdngase por
simplicidad y sin pérdida de generalidad que se intercambian la primera y
segunda ecuacion):

Ay1X1 + AppXy + -+ AypX, = by
Ay1X1 + a12X0 + -+ ayp Xy = by

A1 X1 + QaXy + -+ QX = by,
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Una solucién del primer sistema sera solucidén también del segundo sistema. Es
decir, una solucion del sistema debe ser solucién para todas las ecuaciones del
sistema, independientemente de su orden.

2. Si se multiplica una de las ecuaciones del sistema por un nimero real no nulo
(supdngase por simplicidad y sin pérdida de generalidad que se multiplica la
primera ecuacion por un numero k € R):

kay1x1 + kaypx, + -+ kay,x, = kb,

a21x1 + azzxz + -+ aann == bz k + 0

Am1X1 + QaXy + -+ QnXn = by
Una solucién del sistema equivalente serd solucién también para el sistema
original. Es decir, las ecuaciones E, hasta E,,, se verificardn por ser iguales en
ambos sistemas. La ecuacion E; se verificard también en ambos casos por ser
proporcionales:
ka1x1 + kayyx, + -+ kay,x, = kb
k(ai1xy + agz% + -+ + a1nxn) = kb

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = Ebl == b1

3. Si se suma a una de las ecuaciones un multiplo cualquiera de otra de las
ecuaciones (supongase por simplicidad y sin pérdida de generalidad que se le
suma a la primera ecuacién la segunda multiplicada por un numero k € R):

(kay; + ag)xy + (kag, + ag)x; + -+ + (kagy + a1n)x, = kb, + by
Ay1X1 + ApXy + -+ AypXx, = by

Am1X1 + QpaXy + -+ QnXn = by
Sea a = (aq,ay,...a,) una solucidn del sistema equivalente. Entonces se
verifica:
(kazi + ag)ay + (kayy + agp)ag + -+ + (kayy + agn)a, = kb, + by
101 + azyay + -+ aypa, = b,

A1y + A0y + -+ Apna, = by,
La primera ecuacion puede expresarse de la siguiente manera:
ka,,a, + aj10q + kayya, + a0, + -+ kay, 0 + aga, = kb, + by
kayiaq + kayya, + -+ kaypa, + a0 + a0, + -+ agpa, = kb, + by
Noétese que la siguiente expresidn es equivalente a la segunda ecuacion segun lo
expuesto en el apartado anterior:
kayia; + kay,ay + -+ kaypa, = kb,
Ay + ayy0y + -+ aypa, = by
Por tanto, de la primera ecuacion se obtiene:
a1 + a0, + -+ a1, = by
Es decir, la soluciéon a = (a4, ay, ...a,) del sistema equivalente es también
solucién del sistema original.
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Obsérvese ademas que al sumar a una ecuacidn del sistema una combinacién
lineal del resto, el sistema sigue siendo equivalente. Es decir, se estaria sumando
a una de las ecuaciones otra ecuacion multiplicada por un nimero y repitiendo
dicho proceso varias veces, lo cual resultaria en un sistema equivalente al
anterior.

Corolario 4.

Dado que dos sistemas equivalentes tienen exactamente las mismas soluciones,
para resolver un sistema cualquiera basta con resolver un sistema equivalente del
mismo.

Definicion 13. Pivote

Se llama pivote de una fila al primer elemento no nulo de dicha fila, si es que existe
alguno.

Definicion 14. Matriz escalonada
Se dice de una matriz cualquiera A que es escalonada si:

1. El pivote de cada fila (a partir de la segunda) esta estrictamente mas alejado que
el pivote de la fila anterior, es decir, esta situado mas a la derecha, en una
columna de indice estrictamente superior.

2. Si tiene filas compuestas enteramente por ceros, dichas filas estan situadas al
final de la matriz (debajo de todas las filas no nulas).

Ejemplo.

Las siguientes matrices son escalonadas:

155 —4

12 -1 3
ooy s zflooo
00 0 1 \; 40 o

Definicion 15. Sistema escalonado

Se dice de un sistema de ecuaciones lineales que es escalonado si su matriz de
coeficientes asociada es escalonada.

3.5.1. Método de Gauss

El Método de Gauss, empleado por primera vez por el cientifico aleman en 1809
para estudiar las drbitas de ciertos cuerpos celestes’, consiste en transformar un sistema
de ecuaciones lineales en otro sistema equivalente de forma que este Ultimo sea
escalonado, es decir, cuya matriz de coeficientes sea escalonada. De esta manera,

7 De La Fuente O’Connor, J.L. (1997). Técnicas de cdlculo para sistemas de ecuaciones, programacion
lineal y programacion entera (p. 7). Editorial Reverté.
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resolviendo el sistema equivalente (mds sencillo que el inicial) se obtienen las soluciones

del sistema original.

Supdngase un sistema de ecuaciones lineales cualquiera de orden m X n:

a11x1 + alzxz + a13X3 +
alel + azzxz + a23x3 +
a31x1 + a32x2 + a33x3 +

am1x1 + amzxz + am3X3 +

Con sus matrices asociadas:

+ aypxy, = by \

+ ayx, = b,

+ as,x, = bs ¥
|

+ aQpnXn = bmJ

a11 a12 al‘l’l b1 all a12 alTl bl

az1 Ay QAzn b, az1 Qpp a,n by
. . . ’ B = . ’ (AlB) = : : : " :

Am1  Am2 Amn b, Am1  Am2 Amn  bm

El Método de Gauss se aplica en las etapas siguientes:

1.

El coeficiente a,, debe ser no nulo. Si se diera el caso de que es igual a cero, se
intercambia la primera ecuacion por otra donde el primer término sea no nulo
(de esta manera el sistema no se altera ya que se obtiene otro equivalente — ver
transformacion elemental 1).
a11X1 + QX + aq3Xx3 + -+
Ay1X1 + AppX5 + Ap3X3 + -+
azi;X; + dzpX; + azzxz + -

+ a1nXn = by
+ aann = bz
+ a3nxn = b3 aiq * 0

: |
Am1X1 + QpaXy + ApzXs + -+ Qpp Xy = bm)

. El coeficiente a;; debe ser igual a 1. En caso contrario, se dividen todos los

términos de la primera ecuacion por a;;, resultando el sistema de la siguiente
manera:

xl + a12x2 + a13x3 + -+ alnxn = bl

alel + azzxz + a23X3 + -+ aann = bz

A31X1 + A3zXz + A33X3 + -+ AzpXy = b3

: |

Am1X1 + QX + QzXz + -+ A Xy = bm}

. Se elimina la incdgnita x; de las siguientes ecuaciones. Para ello, se resta

sucesivamente la ecuacion (1) a la ecuacién j = 2,3, ..., m multiplicada por el
término conveniente:

ecuacion 2 - (2) = (2) — (1) - ap,

ecuacion3 - (3) = (3) — (1) * as,

ecuacionm = (m) = (m) — (1) * @y

De esta operacién resulta un sistema equivalente al inicial (ver transformacién
elemental 3):
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X1 +@pXy + Tzxs + o+ Ty = by )
2%z + Ugaxs + =+ UgnXn = by
Tazxz + Uazxs + =+ Uz = b3 |
Tz + T+ + Tyt = by
Y la incognita x, sélo aparece en la primera columna del sistema.
4. Manteniendo la primera ecuacién se repiten los pasos anteriores, esta vez para
eliminar la incégnita x,.
4.1. Se dividen los términos de la ecuacién 2 entre a,5:
X1 tagpx; +az3xz;+ - +agpx, =
Xy + AyzXx3 + -+ AypXy =
32Xy + A33X3 + -+ + A3pXy =

55 =

Am2Xy + ApzXz + =+ QupXp = m)
4.2. A continuacion se resta sucesivamente la ecuacién (2) a la ecuacion j =

3, ..., m multiplicada por el término conveniente:

ecuacion 3 - ﬁ =0B)-Q) a3

ecuacionm —» (m) = (m) — (2) - @y
De esta operacién resulta un sistema equivalente al anterior (ver
transformacién elemental 3):
X1  + aizxzt+ ot agpx, =

Xy + a23X3 + -+ aann =

S &=

a33x3 + -+ a3nxn =

Ap3X3 + -+ Qup Xy = bm)

5. Realizando tantas iteraciones de este proceso como sea posible, se obtiene un
sistema escalonado equivalente al original:

\

X1

I
[

I
S

ZLpSm

Xp = pr
Nétese que las ecuaciones del tipo 0 = 0 se verifican para cualquier asignacién

X2

de valores a las incégnitas y pueden por tanto eliminarse; de ahique p < myno
p=m.

Ejemplo.
Sea un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas:

2x+6y+z=7
x+2y—z=-1
5x+7y—4z=9
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1. Dado que a;; = 2 # 0 se podria avanzar al segundo paso y dividir la primera
ecuaciéon entre 2. No obstante, se puede efectuar un cambio previo entre Ila
primera y segunda ecuacion para evitar operar con fracciones:

x+2y—z=-1
2x+6y+z=7 }
S5x+7y—4z=9
2. Dado que a4, esigual a 1, no es necesario dividir la primera ecuacion.
3. Se elimina la variable x de las ecuaciones (2) y (3). Para ello:
2)=@)-2-(1
B)=@)-5-(1)

De manera que:

2y+3z=9
—-3y+z=14
4. Se elimina la variable y de la ecuacién (3).

x+2y—z=—1}

4.1. Se divide la segunda ecuacién entre 2:
x+2y—z=—1)

+3 9 [
Y2473
—3y+z=14)

4.2. Se suma la segunda ecuacion multiplicada por 3 a la tercera:
X+2y—z=-1)

3 9
y+§Z—§ >
11 55
2777 )

5. Finalmente se resuelve el sistema equivalente escalonado, empezando por la

variable z y retrocediendo hacia arriba ecuacion por ecuacién:

_S5_ .
SaETh
_9-3z_9-15_
YT T T T

x=—14+4z-2y=-14+54+6=10
La solucién del sistema equivalente y, por tanto, del sistema original es (10, —3,5).
3.5.2. Discusion de un sistema

De la aplicacion del Método de Gauss y posterior obtencién de un sistema
equivalente escalonado, se puede concluir lo siguiente:

e Si alguna de las ecuaciones resultantes es del tipo 0 = b; (siendo b; # 0),
estamos ante una ecuacién inconsistente. Se puede por tanto concluir que el
sistema equivalente es incompatible y, consecuentemente, que el sistema
original también lo es.
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e En caso de no cumplirse la condicién de incompatibilidad, se distinguen las

siguientes situaciones:

o Si el niumero de ecuaciones es igual al nUmero de incégnitas (m = n) el

numero de soluciones dependerd de la existencia o no de ecuaciones

triviales®.

¢+ En caso de que no haya ecuaciones triviales, se dird que el sistema es
compatible determinado y por tanto también lo serd el sistema original.

¢+ En caso contrario, el sistema serd compatible indeterminado y por tanto
también lo sera el sistema original.

Si el nimero de incdgnitas es mayor que el nimero de ecuaciones (m < n)

tanto el sistema equivalente como el original son compatibles

indeterminados.

Si el nUmero de ecuaciones es mayor que el nUmero de incégnitas (m > n):

+¢* Si existe un numero de ecuaciones triviales mayor que (m — n), el sistema
es compatible indeterminado.

+* Si existe un nimero de ecuaciones triviales igual a (m — n), el sistema es
compatible determinado.

% Si no hay ecuaciones triviales o existe un nimero menor que (m —n),
habra que comprobar que se cumplen todas las ecuaciones desde E,, hasta
E,.. En caso de cumplirse, el sistema sera compatible determinado y se
resolveran todas las ecuaciones desde E, hasta E;. En caso de no
verificarse alguna de las ecuaciones, el sistema sera incompatible.

3.5.3. Método de Gauss-Jordan

El Método de Gauss—Jordan es un algoritmo basado en el ya citado Método de

Gauss que puede ser empleado para determinar la inversa de una matriz o calcular las

soluciones de un sistema de ecuaciones lineales. Al igual que su predecesor, este

método se basa en la reduccién del sistema a otro equivalente donde cada ecuacién

contiene una incoégnita menos que la anterior. No obstante, el Método de Gauss-Jordan

lleva esta transformacién un paso mas lejos, hasta obtener una matriz escalonada

reducida en lugar de la matriz simplemente escalonada del Método de Gauss.

En primer lugar, véanse las siguientes definiciones.

Definicion 16. Matriz escalonada reducida

Se dice de una matriz A que es escalonada reducida si, ademas de ser escalonada,

verifica que el pivote de cada fila vale 1 y es el Unico elemento no nulo de dicha fila.

Ejemplo.

8 Se entiende por ecuacidn trivial la ecuacién del tipo 0 = 0. Este tipo de ecuaciones admiten valores
arbitrarios para una o varias variables del sistema.
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Son matrices escalonadas reducidas las siguientes:

100 0\ /100
)ilo 0 1 0)i{o 1 0
000 1 \o 0 o

Definicion 17. Sistema escalonado reducido

(7 o

Se dice de un sistema de ecuaciones lineales que es escalonado si su matriz de
coeficientes asociada es escalonada reducida.

Definidos estos dos conceptos, véase a continuacién el desarrollo del Método de
Gauss—Jordan.

Supdngase un sistema de ecuaciones lineales cualquiera de orden m X n:

ar1x1 + agpx; + A13X3 + 0+ Ay = by
a21x1 + azzxz + a23X3 + -+ aann == b2

a31Xq + a37X, + ds33X3 + -+ A3nXy = b3 ¥

: |

Am1X1 + Xy + AppzXz + o+ A Xy, = m}

Con sus matrices asociadas:

a1 Qaqp o Aqp bl a1 Q2 o Qan bl

Qz1 Az ° Qop b, Az1 Gz - ay, by
A= : : . : ,B=| "7 |, (4IB) = : : - : :

Am1 Amz " Qmn bm Am1  Am2 Amn bm

Los pasos a seguir para la resolucién del sistema son los siguientes:

1. El coeficiente a,; debe ser no nulo. Si se diera el caso de que es igual a cero, se
intercambia la primera ecuacién por otra donde el primer término sea no nulo
(de esta manera el sistema no se altera ya que se obtiene otro equivalente — ver
transformacion elemental 1).

ai1%1 + Q12X; + A13X3 + o+ QX = by
Ay1X1 + AypXy + AxzXz + -+ AypXy = by
A31X1 + A32Xy + Az3x3 + -+ azpx, =bs ;a1 #0

Am1X1 + QaXs + QpaXxs + -+ Qpn Xy = by
2. El coeficiente a;; debe ser igual a 1. En caso contrario, se dividen todos los
términos de la primera ecuacion por a;;, resultando el sistema de la siguiente
manera:
X1 +apX, +Taxs + o+ Txn = by
Ay1X1 + AppXy + Ap3X3 + -+ Aypx, = by
A31X1 + A3zXz + A33X3 + -+ AzpXy = b3 |

Am1X1 + QX + AQzXz + -+ Xy = bmJ
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3. Se elimina la incégnita x; de las siguientes ecuaciones. Para ello, se resta
sucesivamente la ecuacion (1) a la ecuacién j = 2,3, ..., m multiplicada por el
término conveniente:
ecuacion 2 - (2) = (2) = (1) - ay,
ecuacion3 - (3) = (3) — (1) * as,

ecuacionm - (m) = (m) — (1) * a1
De esta operacion resulta un sistema equivalente al inicial (ver transformacion
elemental 3):
X1 +ApX + Arzxs + o+ Ay = by )
Tg3%; + Ugzxs + + + UgnXn = by
32Xz + 33Xz + -+ + WanXn = b3 |
Ty + Tty + + + T = by
Y la incégnita x, sélo aparece en la primera columna del sistema.

4. Se repiten los pasos anteriores, esta vez para eliminar la incégnita x,. A
diferencia del Método de Gauss, el Método de Gauss—Jordan efectlia esta
eliminacién también en la ecuacion (1). Para ello:

4.1. Se dividen los términos de la ecuacion 2 entre a,5:
X1 + Xy + TpaXg + o+ Ak = by
Xy 4 Tgaks + -+ TgnXn = by
T3X, + Wazxs + -+ + UgnXn = b3

amzxz + am3X3 e amnxn = bm)
4.2. A continuacidn se resta sucesivamente la ecuacién (2) a la ecuacién j =

1,3, ..., m multiplicada por el término conveniente:

(1D -@) a;

ecuacion3 - (3) = (3) — (2) - az,

ecuacion 1 - ﬁ

ecuacion m - ﬁ =(m)—(2) Ty
De esta operacidon resulta un sistema equivalente al anterior (ver
transformacién elemental 3):
X1+ Azxz+ o+ Qx, =

Xy + Ay3X3 + -+ AypXy =

S =

a33x3 + -+ a3nxn =

Toaxs + -+ T = o)
Y la incognita x, sélo aparece en la segunda columna del sistema.
5. Realizando tantas iteraciones de este proceso como sea posible, se obtiene un
sistema escalonado reducido equivalente al original:
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U‘z Fz

X1

=
N)
I

)
25p£m

Xp = pr
Nétese que las ecuaciones del tipo 0 = 0 se verifican para cualquier asignacién
de valores a las incégnitas y pueden por tanto eliminarse; de ahique p < myno

p=m.
Ejemplo.
Sea el siguiente sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas:

x—y+3z=13
x+y+z=11
2x+2y—z=7
1. Dado que a;; = 1 # 0 se puede avanzar directamente a la eliminacién de la
primera incognita (x).
2. Se elimina la variable x de las ecuaciones (2) y (3). Para ello:
2)=02)-@)
B)=2)-2-1)

De manera que:

2y —2z=-2
4y — 7z = -19
3. Se elimina la variable y de las ecuaciones (1) y (3).

x—y+3z=13}

3.1. Se divide la segunda ecuacidén entre 2:
x—y+3z=13
y —z = —1}
4y — 7z = —19
3.2. Se suma la segunda ecuacion a la primera y se resta multiplicada por 4 a la

tercera:

y—z =-1
—3z=-15
4. Se elimina la variable z de las ecuaciones (1) y (2).

X + 2z =12 }

4.1. Se divide la tercera ecuacion entre —3:

x +2z=12
y—z = —1}
z=5
4.2. Se resta la tercera ecuacién multiplicada por 2 a la primera y se suma a la
segunda:

x =2

y = 4}

z=5
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Al mantenerse sélo una variable en cada una de las ecuaciones, la resolucién del

sistema es inmediata; es decir, no es necesario retroceder en el sistema calculando las
diferentes variables a partir de la primera.

Dado que el sistema escalonado reducido es equivalente al original, la solucién
obtenida (2,4,5) es valida para dicho sistema.

3.6. Aplicacion de los sistemas de ecuaciones a la geometria

Una de las aplicaciones mds conocidas y utiles de los sistemas de ecuaciones lineales
se encuadra dentro del bloque de geometria. Y es que la discusion y resolucién de
sistemas permite analizar la posicidn relativa entre cuerpos geométricos (por ejemplo
entre planos y rectas).

3.6.1. Interseccion entre dos rectas en el plano R2.
La ecuacién general de una recta en el plano es de la siguiente manera:
Ax+By+(C=0
Sean dos rectas en el plano cuyas ecuaciones son:

A1x+B1y_C1:O}
A2x+B2y_C2=O

O escrito de otra manera:

Alx + Bly == Cl}
Azx + Bzy = CZ

Las matrices asociadas al sistema son:
(A1 B\, _(Ci\ ., _ (A1 B C1>
M_(Az Bz)'B_(Cz)'M_<A2 B, G
Calculando el determinante de la matriz A:

A1 By

Ml =1, B,

= A1B;, — A;B,

Se pueden distinguir varios casos:

e Si el determinante de la matriz M es distinto de cero, el sistema es compatible
determinado y por tanto tiene solucién Unica. Es decir, ambas rectas se cortan
en un punto que serd la solucion del sistema.

e Siel determinante de la matriz M es igual a cero su rango sera 1.

o Si el rango de la matriz ampliada no coincide con el rango de M, se trata de
un sistema incompatible. Es decir, las rectas son paralelas y no se cortan en
ningun punto.

o Si el rango de la matriz ampliada coincide con el rango de M, se trata de un
sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones). Es decir, ambas
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rectas tienen infinitos puntos de corte o, dicho de otra manera, son la misma
recta.

3.6.2. Interseccion entre dos rectas en el espacio R3.

La ecuacidén general de una recta en el espacio se puede representar como la
interseccion entre dos planos:
Ax+By+Cz=D }
Ax+By+Cz=D'

Sean dos rectas en el espacio cuyas ecuaciones son:

Alx + Bly + Clz = Dl} _ .A3x + B3y + C3Z == D3}
A2x+Bzy+sz=D2 _r'A4x+B4y+C4Z=D4

Y sean:

" :<A1 B, cl). :<A3 B, c3>
127\4, B, G)' T \4, By G4

Los puntos de corte entre ambas rectas se pueden calcular resolviendo el sistema:

Aix + By + Ciz =D,
A,x + B,y + Cyz =D,
Azx + B3y + (3z = Ds
Ayx + By +Cyz =D,

Las matrices asociadas a dicho sistema son:

(4, B, ¢\ ., (4, B, ¢ D,
M=1a, B, ¢ |'M=\4a, B, ¢, s
A, B, C, A, B, C, D,

En primer lugar, se sobreentiende que el rango maximo de la matriz M es 3 y el
minimo es 2. Es decir, las matrices M, y M3, de cada sistema por separado deben tener
como minimo rango 2.

Si cualquiera de las dos matrices, por ejemplo la matriz M;, del sistema 7, tuviese
rango 1, se cumpliria una de estas dos situaciones:

e Sirg(M;,) = 2 el sistema que define la recta es incompatible, es decir, los dos
planos que definen la recta son paralelos y por tanto no existe la recta.

e Sirg(Mi,) = 1 el sistema que define la recta es compatible indeterminado, es
decir, los dos planos que definen la recta son idénticos y por tanto la recta no
estd bien definida (existen infinitas rectas que verifican el sistema).

El mismo razonamiento se aplica al sistema s; por tanto, se define en primer lugar
querg(M) = 2.

Pagina 47 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas

Universidad de Jaén

Por otro lado, la interseccién entre ambas rectas puede catalogarse de la siguiente
manera y segun los siguientes casos:

e Sirg(M) =rg(M") = 2 el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas
soluciones. Es decir, los dos planos que definen la recta r y los que definen la
recta s son proporcionales y, por tanto, ambas rectas r y s son coincidentes y
tienen infinitos puntos de corte.

Figura 1. Rectas coincidentes (elaboracion propia)

o Sirg(M) =2yrg(M") = 3 el sistema es incompatible y no admite solucién. Es

decir, de los dos planos que definen la recta r:

o Unodelos planos de r es paralelo a uno de los planos de s (las filas de M seran
proporcionales, pero no los términos independientes).

o Unodelos planos de r es proporcional a uno de los planos de s (las ecuaciones
de ambos planos seran totalmente proporcionales, incluyendo los términos
independientes).

Por tanto, ambas rectas son paralelas entre si y no existe punto de corte entre

ellas.

/
/
Figura 2. Rectas paralelas (elaboracion propia)
e Sirg(M) = 2, entoncesrg(M") + 4.
e Sirg(M) =rg(M") = 3 el sistema es compatible determinado y tiene solucidn
Unica. Dado que rg(M") = 3 uno de los planos es proporcional a otro (no

paralelo), ya que si fueran paralelos el rango de M’ seria 4 y no 3. En este caso
ambas rectas son secantes y se cortan en un solo punto.

r s

Figura 3. Rectas secantes (elaboracion propia)
e Sirg(M) =3yrg(M") = 4 el sistema es incompatible no admite solucién. Dado
que rg(M) = 3, hay dos filas de M que son proporcionales. No obstante, dado
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que rg(M') =4, los términos independientes de dichas filas son no
proporcionales. Es decir, dos de los planos son paralelos entre si. En este caso
ambas rectas se cruzan y no existe punto de corte entre ellas.

Figura 4. Rectas que se cruzan (elaboracion propia)
3.6.3. Interseccién entre dos planos en el espacio R3.
La ecuacién general de un plano en el espacio se representa como:
Ax+By+(Cz=D
Sean dos planos en el espacio cuyas ecuaciones son:
P=Ax+By+Ciz=D;
Q =A,x+B,y+ Cyz=D,
Se puede analizar la interseccion entre ambos planos planteando el sistema:
Aix + By +Ciz = Dl}
A,x + Byy + C,z = D,
Siendo M y M’ la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:

_ (A B1 C1)_ ,_<A1 B, C D1>
M B (AZ BZ CZ 'M - A2 BZ Cz D2

Se puede catalogar la interseccion entre dos planos de la siguiente manera:
o Sirg(M) =rg(M') =1 el sistema es compatible indeterminado con 2 grados
de libertad y tiene infinitas soluciones. Es decir, ambos planos tienen la misma

ecuacioén (o proporcional) y por tanto son coincidentes. Por tanto, la interseccién
entre ambos planos da como resultado infinitas rectas.

P=Q

Figura 5. Planos coincidentes (elaboracion propia)
e Sirg(M) =1yrg(M") = 2 el sistema es incompatible y no admite solucién. Es
decir, las filas de la matriz M son proporcionales pero no lo son los términos
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independientes. Por tanto ambos planos son paralelos y no existe punto de corte
alguno entre ellos.

Figura 6. Planos paralelos (elaboracion propia)

o Sirg(M) =rg(M') = 2 el sistema es compatible indeterminado con 1 grado de
libertad y tiene infinitas soluciones. Es decir, las ecuaciones de ambos planos son
independientes entre si, pero el nimero de ecuaciones es menor que el nimero
de incdgnitas. Por tanto, los planos son secantes y la interseccién entre ambos
da como resultado una Unica recta.

Figura 7. Planos secantes (elaboracion propia)
3.6.4. Interseccidn entre tres planos en el espacio R3.
Sean tres planos en el espacio cuyas ecuaciones son:
P=Ax+Byy+Ciz=D
Q =A,x+B,y+ Cyz=D,
R = A3x + B3y + C3z = D3
Se puede analizar la interseccion entre dichos planos planteando el sistema:

Alx + Bly + Clz = D1
Azx + Bzy + CzZ = D2
Agx + B3y + CgZ = D3

Siendo M y M’ la matriz de coeficientes y la matriz ampliada:
A, By (G A, By G Dy
M = (Az Bz Cz> ; M, = (Az BZ CZ D2>
A3 Bz (3 A3 Bz (3 Ds

Se puede catalogar la interseccion entre tres planos de la siguiente manera:

Pagina 50 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y

Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas '
Universidad de Jaén

o Sirg(M) =rg(M') =1 el sistema es compatible indeterminado con 2 grados
de libertad y tiene infinitas soluciones. Es decir, los tres planos tienen la misma
ecuacion (o proporcional) y por tanto son coincidentes. Por tanto, la interseccién
entre planos da como resultado infinitas rectas.

Figura 8. Tres planos coincidentes (elaboracion propia)

e Sirg(M) =1yrg(M") = 2 el sistema es incompatible y no admite solucién. En
primer lugar, dado que rg(M) = 1, las tres filas de la matriz M son iguales o
proporcionales. En este caso hay dos posibilidades, dependiendo de las
caracteristicas de los términos independientes:

o Sidos de los términos independientes son proporcionales entre si en la misma
medida que son sus correspondientes filas de M, los planos asociados a esas
dos ecuaciones son coincidentes. Ademas, dado que rg(M") = 2, el tercer
término independientes es no proporcional a los dos anteriores. Por tanto, el
tercer plano seria paralelo a los dos primeros.

o Si los tres términos independientes son no proporcionales entre si, los tres
planos son paralelos.

Por tanto, en cualquiera de los dos casos no existe ningln punto en el que

concurran los tres planos simultaneamente.

Figura 9. Dos planos coincidentes y uno paralelo (elaboracion propia)

Figura 10. Tres planos paralelos (elaboracion propia)
e Sirg(M) =1, entoncesrg(M") + 3.
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o Sirg(M) =rg(M') = 2 el sistema es compatible indeterminado con 1 grado de

libertad y tiene infinitas soluciones. En este caso hay dos posibilidades:

o

Si rg(M) =rg(M") =2 porque la ecuacion de uno de los planos es
combinacion lineal de las otras dos, entonces los tres planos son secantes
entre si en una recta.

Si rg(M) =rg(M") = 2 porque las ecuaciones de dos de los planos son
iguales o proporcionales, entonces esos dos planos son coincidentes y el
tercero es secante a ellos dos en una recta.

En cualquiera de los dos casos el sistema tiene infinitas soluciones, es decir, los

tres planos intersecan en infinitos puntos (la interseccién entre los tres planos es

una recta).

e Sj

Figura 11. Dos planos coincidentes y uno secante (elaboracion propia)

Q

Figura 12. Tres planos secantes en una recta (elaboracion propia)

rg(M) = 2yrg(M") = 3 el sistema es incompatible y no admite solucién. En

este caso hay dos posibilidades:

o

Si rg(M) = 2 porque dos de sus filas son proporcionales, y dado que
rg(M") = 3, entonces dos de los planos son paralelos y el tercero secante a
ellos.

Si rg(M) = 2 porque una de sus filas es combinacién lineal de las dos son
restantes, y dado que rg(M") = 3, entonces los tres planos son secantes dos
a dos, pero no concurren los tres simultaneamente en ningln punto.

En cualquiera de los dos casos el sistema no admite solucién, es decir, no existe

ningun punto del espacio en el que intersequen los tres planos.
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Figura 13. Dos planos paralelos y uno secante (elaboracion propia)

P

Figura 14. Tres planos secantes dos a dos (elaboracion propia)
e Sirg(M) =rg(M") = 3 el sistema es compatible determinado y tiene una Unica
solucidn. Es decir, las ecuaciones de los tres planos son independientes entre si,
y ademas el nimero de ecuaciones es igual al nUmero de incégnitas. Por tanto,

los tres planos se intersecan en un Unico punto.

Figura 15. Tres planos secantes en un punto (elaboracion propia)
3.6.5. Interseccién entre una recta y un plano en el espacio R3.

Sea una recta r con la siguiente ecuacion:

Alx +Bly+ C]_Z == Dl} _
A2x+B2y+sz=D2 =T

Siendo:

A, By G
Mr‘<A2 B, C2>

Y un plano P:
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P EA3x+B3y+C3Z:D3

Se puede estudiar la interseccion entre ambos elementos planteando el sistema:

Azx + Bzy + sz == Dz

Aix + By +Ciz= Dl}
A3x + B3y + C3Z == D3

Siendo:

Al Bl Cl A1 B1 Cl Dl
M = (Az BZ Cz) ; M’ = <A2 BZ CZ D2>
A3 Bz (3 A3 B3 (3 Ds
En primer lugar, por el mismo razonamiento que en el apartado 4.7.2 se

sobreentiende que el rango maximo de la matriz M es 3 y el minimo es 2 (el rango
minimo de la matriz M, es 2, y dado que la matriz M contiene a M,., rg(M) = 2).

Se distinguen las siguientes posibilidades:

o Sirg(M) =rg(M') = 2 el sistema es compatible indeterminado con 1 grado de
libertad y tiene infinitas soluciones. En este caso hay dos posibilidades:

o Sirg(M) = 2 porque la ecuacion del plano P es combinacion lineal de las
ecuaciones de los dos planos que forman r, entonces P interseca con los dos
planos de la recta exactamente a través de r y, por tanto, también la contiene.

o Sirg(M) = 2 porque la ecuacién del plano P es proporcional a alguna de las
dos ecuaciones que forman r, entonces P es coincidente con el plano
asociado a dicha ecuacién y, por tanto, también contiene a r.

En cualquiera de los dos casos, el plano P interseca con la recta r en infinitos

puntos, es decir que la contiene.

Figura 16. Recta contenida en un plano (elaboracion propia)
e Sirg(M) =2yrg(M') = 3 el sistema es incompatible y no admite solucién. En
este caso hay dos posibilidades:
o Sirg(M) = 2 porque la tercera fila es combinacion lineal de las dos primeras,
y dado que rg(M") = 3, entonces P interseca con los dos planos de la recta
peronoenlarectar.
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o Si rg(M) = 2 porque la tercera fila es proporcional a alguna de las dos

primeras, y dado que rg(M") = 3, entonces P es paralelo a alguno de los dos
planos que forman r.

En cualquiera de los dos casos la recta r es paralela al plano P vy, por tanto, no
existe punto alguno en el espacio donde intersequen ambos elementos.

r

P

Figura 17. Recta paralela a un plano (elaboracion propia)
e Sirg(M) =rg(M") = 3 el sistema es compatible determinado y tiene solucién
Unica. Es decir, los dos planos que forman r y el plano P intersecan en un Unico
punto. Dicho punto estard contenido en la recta interseccion entre los dos planos

gue forman r y serd por tanto el Unico punto de interseccién entre larectary el
plano P.

Figura 18. Recta secante a un plano (elaboracion propia)
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4. FUNDAMENTACION CURRICULAR

A continuacion se examinara el curriculo de Matematicas en lo referente a Sistemas
de Ecuaciones, desglosandolo por periodos educativos, y se hard un estudio de
diferentes libros de texto acerca del tema en cuestién. Para ello se realizarad en primer
lugar una comparacion entre varios libros de la misma editorial para diferentes cursos y
posteriormente se equipararan libros de diferentes editoriales correspondientes al
mismo curso.

4.1. Sistemas de Ecuaciones: curriculo por etapas

En este primer sub-apartado se analizaran las diferencias entre las distintas etapas
educativas de la Educacion Secundaria Obligatoria en cuanto a conceptos, dificultad,
enfoque, etc. en lo que a Sistemas de Ecuaciones se refiere. Para ello se compararan los
libros de texto de diferentes cursos (12—42 de ESO) de una misma editorial (Anaya) y se
contrastard su contenido con los requisitos establecidos por la legislacion vigente.

En ese sentido, el curriculo basico de las materias del bloque de asignaturas
troncales (bloque en el que se encuadra la asignatura de Matemadticas) se recoge en el
anexo primero del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre (en adelante RD
1105/2014). Dicho anexo establece los contenidos, competencias, criterios de
evaluacion y estdndares de aprendizaje correspondientes a cada etapa educativa.

A continuacidén se muestran, por cursos, los elementos del curriculo que hacen
referencia al tema de Sistemas de Ecuaciones y junto con un breve andlisis del libro de
texto correspondiente.

12y 22 ESO (apartado 29 — Anexo | — RD 1105/2014)

Estandares de aprendizaje

Contenidos Criterios de evaluacion
evaluables
Bloque 2. Numeros y dlgebra
7. Utilizar el lenguaje|7.1. Comprueba, dada una
algebraico para simbolizar y | ecuaciéon (o un sistema), si un
Sistemas de dos | resolver problemas median- | niUmero (o numeros) es (son)
ecuaciones lineales | te el planteamiento de | solucién de la misma.

con dos incdgnitas.
Métodos algebraicos
de resolucion y méto-
do grafico. Reso-
lucién de problemas.

ecuaciones de primer, se-
gundo grado y sistemas de
ecuaciones, aplicando para
su resoluciéon métodos
algebraicos o graficos vy
contrastando los resultados
obtenidos.

7.2. Formula algebraicamente
una situacion de la vida real
mediante ecuaciones de primer
y segundo grado, y sistemas de
ecuaciones lineales con dos
incognitas, las resuelve e
interpreta el resultado obtenido.

Tabla 2. Curriculo de Matemadticas 19 y 22 de ESO (fuente: BOE)
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Cabe destacar en primer lugar que 22 de ESO es el primer curso en el que se

introduce el concepto de Sistema de Ecuaciones. En cuanto al libro de texto de la
editorial Anaya, la unidad correspondiente es la nimero 8.

La organizacién del tema sigue el orden clasico de los libros de texto; inicialmente
se ofrece una introduccion a los Sistemas de Ecuaciones, a continuacion se desarrollan
las diferentes partes de la unidad mediante las explicaciones, ejemplos y actividades
correspondientes y por ultimo se incluye una coleccion de problemas.

Por otro lado, los contenidos se estructuran de la siguiente manera:

1) Ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
2) Sistemas de ecuaciones lineales.
3) Métodos para la resolucién de sistemas lineales:
a) Método de sustitucion.
b) Método de igualacién.
¢) Método de reduccion.
4) Resolucion de problemas con ayuda de los sistemas de ecuaciones.

En general el libro se ajusta a los requisitos recogidos en el RD 1105/2014, aunque
cabe mencionar que el método grafico para la resolucion de sistemas de ecuaciones no
se expone explicitamente, sino que se trabaja de manera implicita a lo largo de todo el
tema.

32 ESO Aplicadas (apartado 28 — Anexo | — RD 1105/2014)

Estandares de aprendizaje

Contenidos Criterios de evaluacion
evaluables

Bloque 2. Numeros y algebra

4. Resolver problemas de la
vida cotidiana en los que se
precise el planteamiento y
Resolucién de | resolucion de ecuaciones de
problemas primer y segundo grado,
mediante  la | sistemas lineales de dos
utilizacion de | ecuaciones con dos incégnitas,
ecuaciones vy | aplicando técnicas de manipu-
sistemas. lacion algebraicas, graficas o
recursos tecnoldgicos y valo-
rando y contrastando los resul-
tados obtenidos.

4.2. Resuelve sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos
incégnitas  mediante  procedi-
mientos algebraicos o graficos.

4.3. Formula algebraicamente una
situacion de la vida cotidiana
mediante ecuaciones de primer y
segundo grado y sistemas lineales
de dos ecuaciones con dos
incognitas, las resuelve e interpreta
criticamente el resultado obtenido.

Tabla 3. Curriculo de Matemadticas Aplicadas 32 de ESO (fuente: BOE)

En este caso la unidad correspondiente a los Sistemas de Ecuaciones es también la
numero 8. Ademas, la estructura del tema es idéntica a la dispuesta en el libro de texto
de 22 de ESO (introduccidn, desarrollo, coleccién de problemas).
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Los contenidos se organizan de la siguiente manera:

1) Ecuaciones con dos incégnitas.

2) Sistemas de ecuaciones.

3) Numero de soluciones de un sistema lineal.

4) Método de sustitucion.

5) Método de igualacién.

6) Método de reduccion.

7) Regla practica para resolver sistemas lineales.

8) Traduccién de enunciados a sistemas de ecuaciones.

A grandes rasgos el libro se ajusta a los requerimientos del RD 1105/2014. Cabe
destacar que, al igual que en el caso anterior, el método grafico para la resolucién de
sistemas de ecuaciones no se expone explicitamente, sino que se trabaja de manera
implicita. Asimismo, no se propone ni se hace mencién a ningun recurso tecnoldégico

para la prdctica de sistemas de ecuaciones.

En lineas generales el contenido y la dificultad no dista mucho del curso anterior,
aunqgue se aumenta ligeramente la complejidad de las actividades y se hace mayor
hincapié en el concepto de “solucion del sistema”.

32 ESO Académicas (apartado 27 — Anexo | — RD 1105/2014)

Estandares de aprendizaje

Contenidos Criterios de evaluacion
evaluables

Bloque 2. Numeros y dlgebra

4. Resolver problemas de la vida
cotidiana en los que se precise el
Resolucién de | planteamiento y resolucién de ecua- | 4.1. Formula algebraica-
problemas ciones de primer y segundo grado, | mente una situacién de la
mediante  la | ecuaciones sencillas de grado mayor | vida cotidiana mediante
utilizacion de | que dos y sistemas de dos ecuaciones | ecuaciones y sistemas de
ecuaciones vy | lineales con dos incdgnitas, aplicando | ecuaciones, las resuelve e
sistemas  de | técnicas de manipulacidon algebraicas, | interpreta criticamente el

ecuaciones. graficas o recursos tecnoldgicos, | resultado obtenido.
valorando y contrastando los resultados
obtenidos.

Tabla 4. Curriculo de Matemdticas Académicas 32 de ESO (fuente: BOE)

En el caso de las Matematicas Orientadas a Enseflanzas Académicas, la unidad
correspondiente a los Sistemas de Ecuaciones es la nUmero 7. Ademas, la estructura del
tema es analoga a las anteriores (introduccién, desarrollo, coleccion de problemas).

Los contenidos se organizan de la siguiente manera:

1) Ecuaciones con dos incégnitas. Soluciones.
2) Sistemas de ecuaciones lineales.
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3) Sistemas equivalentes.

4) Numero de soluciones de un sistema lineal.

5) Métodos de resolucidn de sistemas:

a) Método de sustitucion.

b) Método de igualacién.

c) Método de reduccion.

5) Sistemas de ecuaciones no lineales.

6) Resolucién de problemas mediante sistemas.

Universidad de Jaén

Por lo general, el contenido y enfoque de las Matematicas Orientadas a Ensefianzas

Académicas es analogo al de las Matematicas Aplicadas. No obstante, cabe sefalar una

mayor dificultad tanto en conceptos como en las actividades propuestas a lo largo de Ia

unidad; se introduce por ejemplo el concepto de sistemas equivalentes, asi como la

resolucion de ecuaciones no lineales. Por otro lado, se echa en falta la inclusion de

alguna herramienta tecnoldgica en la unidad.

42 ESO Aplicadas (apartado 28 — Anexo | — RD 1105/2014)

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje
evaluables

Bloque 2. Numeros y algebra

Resolucién de ecuacio-
nes y sistemas de dos
ecuaciones lineales con
dos incégnitas.
Resolucién de problemas
cotidianos mediante
ecuaciones y sistemas.

3. Representar y analizar
situaciones y estructuras
matematicas utilizando
ecuaciones de distintos
tipos para resolver
problemas.

3.1. Formula algebraicamente
una situacién de la vida real
mediante ecuaciones de primer
y segundo grado y sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas, las resuelve e
interpreta el resultado
obtenido.

Tabla 5. Curriculo de Matemadticas Aplicadas 4° de ESO (fuente: BOE)

En este caso la unidad correspondiente a Sistemas de Ecuaciones es la nimero 7.

Ademas, la estructura del tema es idéntica a las que se vienen indicando anteriormente

(introduccidn, desarrollo, coleccion de problemas).

Los contenidos se disponen de la siguiente manera:

1) Ecuaciones lineales con dos incégnitas.

2) Sistemas de ecuaciones lineales.

3) Resolucién de sistemas de ecuaciones.

4) Sistemas de ecuaciones lineales mas complejos.
5) Sistemas no lineales.

6) Resolucién de problemas mediante sistemas.
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El libro de texto se ajusta perfectamente a los requerimientos del RD 1105/2014.

Ademas, se observa un aumento en la complejidad de los contenidos respecto al curso

anterior: ya no se exponen los diferentes métodos de resolucién, se incluyen sistemas

no lineales, etc.

42 ESO Académicas (apartado 27 — Anexo | — RD 1105/2014)

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje
evaluables

Bloque 2. Numeros y algebra

Resolucién de pro-
blemas cotidianos vy
de otras areas de
conocimiento  me-
diante ecuaciones vy
sistemas.

4. Representar
situaciones y

y analizar
relaciones

matemadticas utilizando ine-
cuaciones, ecuaciones y
sistemas para resolver

problemas matematicos y de
contextos reales.

4.2. Formula algebraicamente
las restricciones indicadas en
una situacion de la vida real, lo
estudia y resuelve, mediante
inecuaciones, ecuaciones o0
sistemas, e interpreta los
resultados obtenidos.

Tabla 6. Curriculo de Matemdticas Académicas 4° de ESO (fuente: BOE)

La unidad correspondiente a Sistemas de Ecuaciones es la nimero 3y, una vez mas,
la estructura del tema es idéntica a las anteriores (introduccioén, desarrollo, coleccion de
problemas).

Se establece el siguiente orden para los contenidos:

1) Ecuaciones.

2) Sistemas de ecuaciones lineales.

3) Sistemas de ecuaciones no lineales.
4) Inecuaciones con una incégnita.

El libro de texto se ajusta con precisidon a los requisitos establecidos por el RD
1105/2014. Por otra parte, se advierte una diferencia considerable frente a las
Matematicas Aplicadas, ya que la unidad de Matematicas Académicas es mds densa y
mas compleja. En ese sentido, la mayor desigualdad radica en la inclusién de
inecuaciones y sistemas de inecuaciones, asi como la resolucidon grafica de los mismos.
Cabe recalcar también la variedad de ecuaciones que contiene el libro y la complejidad
de las mismas (ecuaciones radicales, bicuadradas, exponenciales, logaritmicas, etc.).

Comparativa

En términos generales la evolucion de los sistemas de ecuaciones en la ESO es
paulatina y no se encuentran diferencias exageradas en la transicion de un curso al
siguiente, aunque dichas diferencias son mds notorias en el caso de Matematicas
Orientadas a Ensefianzas Académicas. En ese sentido, apenas hay evolucién de 22 de
ESO a 32 de ESO de Aplicadas mas alla de la introduccidon del nimero de posibles
soluciones para un sistema de ecuaciones y se trata de unidad practicamente de repaso.
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Sin embargo, en el caso de 32 de ESO Académicas, ademas de la revisidn de ensefianzas
anteriores, si se introducen varios conceptos novedosos, como los sistemas
equivalentes y los sistemas no lineales. Por ultimo, esta tendencia continlda en 42 de
ESO. Por un lado, las Matemadticas Aplicadas podrian asemejarse a las Académicas de 32
ESO (se incluyen ecuaciones y sistemas mas complejos, sistemas no lineales, etc.),
mientras que las Matematicas Académicas van un paso mas lejos e incluyen el trabajo
con inecuaciones y sistemas de inecuaciones.

4.2. Comparacion entre diferentes editoriales

En el presente epigrafe se compararan los libros de texto correspondientes a 42 de
ESO de Matemadticas Orientadas a Ensefianzas Académicas, publicados por dos
editoriales diferentes. Las editoriales seleccionadas son Anaya y Santillana, por ser
ambas de reconocido prestigio, generalmente muy utilizadas y facilmente accesibles en
formato digital.

En primer lugar, cabe destacar la diferencia de orden que escoge cada editorial para
estructurar la programacion didactica del curso completo. Anaya plantea una
distribucién en 12 unidades didacticas, donde la correspondiente a sistemas es la
numero 3, mientras que Santillana opta por 14 temas, donde las ecuaciones se
corresponden con el numero 5. En ambos casos los sistemas de ecuaciones se imparten
en el primer tramo de curso.

Ne Anaya Santillana
1 Numeros reales. Numeros reales. Porcentajes.
2 Polinomios y fracciones algebraicas. Potencias y radicales. Logaritmos.
3 | Ecuaciones, inecuaciones y sistemas. Polinomios y fracciones algebraicas.
4 Funciones. Caracteristicas. Ecuaciones e inecuaciones.
5 Funciones elementales. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones.
6 Semejanza. Aplicaciones. Areas y volimenes. Semejanza.
7 Trigonometria. Trigonometria.
8 Geometria analitica. Vectores y rectas.
9 Estadistica. Funciones.
10 Distribuciones bidimensionales. Funciones polindmicas y racionales.
] ) Funciones exponenciales, logaritmicas y
11 Combinatoria. ] o
trigonomeétricas.
12 Célculo de probabilidades. Estadistica.
13 - Combinatoria.
14 - Probabilidad.

Tabla 7. Programacion diddctica de la asignatura segun Anaya y Santillana
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Otra diferencia que capta la atencidn es la estructura de unidad por la que opta cada
editorial. Por un lado Anaya unifica en una Unica unidad los aprendizajes relativos a
ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones e inecuaciones (ténica habitual en
los libros de texto), mientras que Santillana se inclina por dividirlo en dos bloques
(ecuaciones e inecuaciones en primer lugar y sistemas de ecuaciones e inecuaciones en
la siguiente unidad).

En cuanto a contenido, ambas editoriales se ajustan a los criterios establecidos en
el RD 1105/2014. No obstante, cabe recalcar cierta diferencia en la complejidad, ya que
el alcance de Anaya se limita a inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una
incégnita, mientras que Santillana si incluye sistemas con dos incégnitas (el marco
normativo no determina el nimero de incégnitas que deben contener las inecuaciones).

A continuacién se muestra la estructura que sigue cada una de las unidades
didacticas propuestas por cada editorial:

Anaya Santillana

] 1) Sistemas de ecuaciones lineales
1) Ecuaciones » ] ]
] ) ) 2) Resolucién de sistemas de ecuaciones
2) Sistemas de ecuaciones lineales ) ] ]
) ] ] 3) Sistemas de ecuaciones no lineales
3) Sistemas de ecuaciones no lineales ] ] ] L
] . 4) Sistemas de inecuaciones con una incégnita
4) Inecuaciones con una incégnita

5) Sistemas de inecuaciones con dos incégnitas

Tabla 8. Estructura de la Unidad de Sistemas de Ecuaciones segun Anaya y Santillana

En ambos casos la unidad didactica comienza de idéntica manera: se ofrece una
breve introduccion histérica y se propone un esquema del tema con los diferentes
aspectos a tratar. A partir de este punto, la organizacién es muy similar: se van
presentando los apartados en los que se divide la unidad mediante una explicacién,
varios ejemplos y problemas para resolver por el alumno. Por ultimo se incluye una
coleccion de problemas al final del tema. No se incluye ni se hace mencién al uso de
herramientas tecnoldgicas para la resolucién de sistemas y, aunque esto no se requiere
por ley para 42 de ESO, podria resultar positivo y de gran ayuda.

En cuanto a las exposiciones de cada apartado, se trata en general de construir
métodos estandarizados por pasos para la resolucién de cada tipo de ecuacién o
sistema, en lugar de buscar un conocimiento mas significativo y global. Los problemas,
por otro lado, son muy similares en ambos libros y los enunciados son del tipo “resuelve
el sistema”; no se busca habitualmente contextualizar los sistemas de ecuaciones.
Ademas cabe destacar, en relacion con los articulos de investigacion consultados, que
apenas se realiza el paso del registro grafico al algebraico o algebraico al verbal (casi
siempre se suele trabajar las transiciones inversas).
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5. FUNDAMENTACION DIDACTICA

Para la redaccion de este primer apartado se han consultado varios articulos
académicos publicados en revistas de reconocido prestigio y relacionados con la
ensefianza de sistemas de ecuaciones.

Cabe destacar, en primer lugar, un articulo publicado en la Revista Latinoamericana
de Investigacion en Matemdtica Educativa que trata de los obstaculos que encuentra el
alumnado en el aula para aprender y manejar los sistemas de ecuaciones de manera
efectiva. Ademas, incluye la construccién y puesta en marcha de una propuesta
didactica alternativa a los métodos tradicionales para salvar dichas dificultades.

Por otro lado, se ha consultado otro articulo de la revista Ensefianza de las ciencias
gue trata de promover la invencién de problemas relacionados con ecuaciones y
sistemas como herramienta para indagar en el conocimiento conceptual del simbolismo
algebraico de los alumnos de secundaria.

Tanto los articulos mencionados como otros que han sido de ayuda para la
elaboracién de la fundamentacién didactica pueden verse listados en el capitulo de
referencias bibliograficas.

5.1. Sistemas de ecuaciones lineales: una secuencia didactica

El articulo principal que ha dado pie a estas seccion es “Sistemas de ecuaciones
lineales: una secuencia didactica” de Sandra Mabel Segura de Herrero (Universidad
Nacional de Cuyo, Argentina), publicado en 2004 en la Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matematica Educativa (RELIME).

Esta publicacion detalla el disefio y la aplicacion de una secuencia didactica que
pretende facilitar el aprendizaje y resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales,
implicando diferentes registros de representacién semiética para los mismos (verbal o
lingliistica, algebraica y gréfica), ademas de trabajar la transicidn entre dichos registros.

Los sistemas de ecuaciones aparecen en el segundo afio de la Educacién Secundaria
Obligatoria (13 afos), y reaparecen directa o indirectamente como herramienta
matematica en niveles superiores asi como otras asignaturas relacionadas con las
matemadticas. En ese sentido cabe mencionar la diferencia entre el sistema educativo
espafiol y argentino, ya que en Argentina segun indica Segura los sistemas de ecuaciones
se incluyen en el temario por primera vez en tercer grado (alumnos/as de 14-15 afios).

Inicialmente el articulo presenta la problematica a la que se pretende hacer frente
mediante la investigacidn didactica. En ese sentido, se hace hincapié en los errores en
gue habitualmente incurren los estudiantes. Se mencionan en primer lugar las
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dificultades para realizar operaciones aritméticas elementales en problemas verbales
gue involucran ecuaciones o sistemas de ecuaciones, aun cuando son capaces de aplicar
sin problemas los algoritmos de resolucidn. Asimismo, se sefiala la desarticulacion
existente entre los sistemas de ecuaciones y su solucién asociada. Es decir, el alumnado
no acostumbra a verificar la solucién obtenida una vez resuelto un sistema. Por ultimo,
y como punto de mayor relevancia, se destaca el gran problema que supone para el
estudiantado el paso de un registro semiético a otro, es decir, el paso de lenguaje verbal
a algebraico (interpretacidon del enunciado), de la representacion algebraica a la grafica,
y viceversa. Segln la autora, este aspecto juega un papel fundamental en el aprendizaje
y no se le da generalmente la importancia que merece en las aulas.

Objeto Representacion

matematico

Verbal

Algebraica

Grafica

Sistema de dos

ecuaciones lineales

Si los dos lados de un rectangulo se
alargan 2 cm cada uno, el perimetro

con dos incégnitas
(sol. Unica)

es de 24 cm. Si la diferencia entre 2c+2)+2y+2) = 24}

x=y+2
lados es de 2 cm, écuanto mide cada

lado?

Sistema de dos

La suma de dos numeros es 1000 vy el

(infinitas sol.)

ecuaciones lineales , x+y =1000
L doble de su suma da 700. ¢Cudles Y _ }
con dos incégnitas ) 2(x+y) =700
. L son esos numeros?
(sin solucién)
) El perimetro de un tridngulo
Sistema de dos <5scel de 18 S
isdsceles es de 18 cm. Si se suma _
ecuaciones lineales 2x +y =18
o uno de los lados congruentes a la y
con dos incognitas X+ 5= 9

mitad del no congruente, se obtiene

9. ¢Cuanto mide cada lado?

Tabla 9. Registros semidticos en sistemas de ecuaciones (fuente: Segura, S.M.)

En general, la ensefianza matematica se organiza como si la coordinacién entre los
diferentes registros fuese rapida y se ejecutase de forma natural, cuando no es asi.

A raiz de la problematica expuesta, el desafio principal de la investigacidn consiste
en proponer una secuencia didactica que favorezca el aprendizaje y consiga equilibrar
las posibles dificultades que se hallen en el proceso.

La metodologia empleada en la investigacidn es la denominada ingenieria didactica,
caracterizada por una fuerte connotacién experimental y de realizacion didactica en el
aula. Ademas, se hace uso de la validaciéon interna para comparar el andlisis a priori y
posteriori de la secuencia didactica.

La investigacion diddactica se desarrolla en un grupo de 29 alumnas de 15 afos,
habituadas al modelo de ensefianza tradicional (el profesor explica la teoria en la pizarra,
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da una serie de ejercicios para practicar y proporciona la solucion correcta para que las
alumnas comparen sus producciones). Los instrumentos de los que disponen las
estudiantes son: conocimiento de los nUmeros reales, conocimientos basicos de
funciones y conocimientos geométricos (posicidon de una recta en el plano).

El proceso experimental de la investigacidn se puede dividir en cinco etapas.
1. Analisis preliminar

Esta etapa comprende la interpretaciéon de los resultados de investigaciones
anteriores, el andlisis de diferentes libros de texto y el estudio de la evolucién histérica
de los sistemas de ecuaciones.

Todas las investigaciones previas consultadas alcanzaban conclusiones similares. En
primer lugar, los alumnos tienen en general predileccidn por el registro algebraico al ser
mas automatico, mientras que evaden en la medida de lo posible el registro verbal. De
ahi que la comprension del enunciado de un problema sea “una de las carencias mads
evidentes de los alumnos por la dificultad que tienen para entender un texto escrito,
tener claro lo que se les pregunta, identificar las incdgnitas y plasmarlo todo en
ecuaciones algebraicas y sistemas” (Martinez y Sdez, 2014, p. 41).

Asimismo, realizan con frecuencia la transicion de registro algebraico a grafico, pero
rara vez a la inversa. Por otro lado, no es habitual la verificacion de la solucién obtenida
y, en caso de ser ésta erronea, la Unica herramienta de la que disponen para corregir el
fallo es realizar todo el problema de nuevo, siendo incapaces de localizar el error. Por
ultimo, se destacan las grandes dificultades que encuentra el alumnado para traducir el
registro verbal a lenguaje algebraico.

En cuanto a los libros de texto, los problemas que incluyen son en ocasiones
demasiado abstractos y carecen de sentido para el alumnado. Asimismo, otorgan en
general mayor importancia al lenguaje algebraico; trabajan la transicion de registro
verbal a algebraico y de éste al gréfico, pero rara vez se practica la transicién inversa.

2. Concepcion y andlisis a priori

La secuencia didactica se concibe con el objetivo de trabajar el registro verbal,
algebraico y grafico, asi como la transicidén bidireccional entre registros. Para ello se
disefia una serie de cinco actividades de nivel creciente que aluden a un contexto
llamativo para las alumnas, con objeto de incrementar su interés y motivacién. Para
cada tarea se elabora una descripcién general que incluye aspectos como los objetivos,
comportamientos matematicos—cognitivos esperados, rol del docente, posibles

estrategias y errores de las alumnas, etc.

El comportamiento matematico esperado consiste en que las alumnas propongan
algebraicamente y/o graficamente rectas que, de manera conjunta, pasen por un punto
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dado, mientras que el cognitivo es que trabajen los diferentes registros semidticos y que
realicen la transicidn entre uno y otro. Asimismo, que hallen gréfica y/o algebraicamente
las soluciones de un sistema dado, que verifiquen dichas soluciones grafica y/o
algebraicamente, que comprendan el concepto de sistemas equivalentes y que validen
sus conjeturas de manera grafica y/o algebraica.

En ese sentido, cada una de las tareas propuestas es considerada un desafio para el
alumno; los recursos puestos a disposicion del mismo deben ser insuficientes para la
resolucién del problema, pero a partir de ellos debe estar en condiciones de desarrollar
acciones de toma de informacidn, exploracion, hipdtesis y verificacidon. Es decir, el
alumno no recibe directamente el significado del objeto matematico (sistemas de
ecuaciones), sino que debe construirlo por si mismo. Durante todo este proceso, el papel
del docente se limita a guiar al estudiante transformando sus respuestas en saber,
descontextualizando los aprendizajes adquiridos para dotarlos de caracter global.

3. Experimentacion

La puesta en practica se lleva a cabo en seis jornadas de 80 minutos cada una. Cada
sesién incluye un debate al final, moderado por la profesora. El papel del investigador y
su colaborador se limita a ser observadores pasivos. Ademas, se lleva a cabo un registro
mediante grabaciones y entrevistas a las alumnas.

4. Analisis a posteriori

Cada tarea de la secuencia fue detallada mediante fecha, duracidn, participacién de
la docente, analisis de las producciones, didlogos, descripcion del debate, etc. De las
transcripciones recogidas a lo largo de las sesiones, se pudo observar que cada alumna
tenia sus propias preferencias a la hora de trabajar en un registro u otro y era en general
reticente a emplear los registros que peor dominaba. Ademas, se pudo concluir que un
rol menos conductista de la profesora favorecia que las alumnas tomasen mayor
conciencia de lo que hacian y se responsabilizasen en mayor medida de determinar si
una solucién era correcta o errdnea y el por qué. Es decir, el hecho de cuestionar por
gué una respuesta era correcta o incorrecta en vez de dar la solucién acertada
directamente favorecia la asimilacién de los aprendizajes por parte de las alumnas.

5. Confrontacidn: analisis a priori vs posteriori

El rol de la profesora se limitaba a observar, recorrer los grupos y responder
preguntas. No obstante, la autora resalta que habia ocasiones en las que su actitud era
excesivamente conductista. Al responder “esto esta bien” o “esto estd mal”, la
validacion deja de estar a cargo de la alumna y pasa a ser responsabilidad de la docente,
por lo que la estudiante no reconoce el error, sino que se limita a acatar lo que la
profesora ha establecido como correcto o incorrecto.
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Por otro lado, el momento de institucionalizacién de los aprendizajes se adelanté
una sesion respecto a lo previsto, por iniciativa de la docente, al observar ésta que las

alumnas resolvian sistemas de ecuaciones implicitamente a través de la realizacién de
otras tareas.

Conclusiones

El objetivo de la investigacion fue elaborar y aplicar una secuencia de ensefianza
que facilitase el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales y su solucién. En ese
sentido, interesé no sélo que las alumnas obtuvieran un resultado final en primera
instancia, sino también que fundamentaran sus decisiones para que, al momento del
debate, aceptaran o refutaran sus argumentos con criterio.

Finalmente se logré desarrollar en las alumnas comportamientos matematicos y
cognitivos que les sirvieron para asimilar estos objetos de manera mas efectiva. Se
puede por tanto concluir que al afrontar el alumno los problemas con sus propios
recursos y de manera mas auténoma, el resultado es un aprendizaje mas profundo.

La autora afirma ademas que durante el desarrollo de la secuencia la mayoria de las
alumnas pasaron satisfactoriamente por las fases de accidn, formulacidn y validacién.
Asimismo, el hecho de enfatizar sobre los tres registros trabajados (verbal, algebraico y
grafico) favorece que el alumno identifique el objeto en todos ellos de manera fluida.

Por ultimo, se puede advertir la subsanacidon de algunos fenédmenos descritos en
investigaciones previas, como la desarticulacion entre los sistemas de ecuaciones y su
solucidén o la desconexidn entre los diferentes registros semiéticos.

5.2. Conocimiento conceptual del simbolismo algebraico

En este segundo articulo titulado “Indagacién en el conocimiento conceptual del
simbolismo algebraico de estudiantes de secundaria mediante la invenciéon de
problemas” Elena Fernandez—Millan y Marta Molina (Universidad de Granada, 2016)
tratan de identificar las caracteristicas propias de ecuaciones y sistemas de ecuaciones
que dificultan a los estudiantes la tarea de inventar problemas matematicos: inclusién
de mas de una incdgnita, presencia de la misma incégnita a ambos lados de la igualdad,
operaciones multiplicativas entre incognitas, etc. A pesar del tiempo e importancia que
se concede al estudio del algebra, el alumnado encuentra grandes obstaculos con esta
materia y comete numerosos y reiterados errores que sugieren un déficit considerable
de conocimiento conceptual.

Para indagar en el conocimiento adquirido por los alumnos durante su etapa de
Educacion Secundaria, las autoras proponen una actividad basada en la invencion de
problemas, apoyandose en estudios previos que demuestran la utilidad de dicha
herramienta.
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1. Estudios previos

Todas las investigaciones anteriores en las que se basa el estudio recalcan las
grandes dificultades que encuentran los estudiantes en el campo del algebra:
interpretacion de las incégnitas, diferenciacion entre parametro, variable e incégnita,
asociacion de dos significados diferentes a una misma incégnita, etc.

Por otro lado, se identifican algunos de los errores mas comunes en la traduccion
de simbolismo algebraico a lenguaje verbal: confusién de operaciones aritméticas,
generalizacion de elementos de las expresiones, uso polisémico de una incdgnita e
inclusién de mas variables de las necesarias.

Ademads, se destacan los procesos de traduccién del sistema de representacion
simbdlico al verbal, frente a la traduccién en sentido inverso, como mas accesibles para
los estudiantes al inicio y al cierre de la educacidn secundaria, por lo que se recomienda
promover un trabajo integrado de invencién y resolucidon de problemas en dichas
etapas.

2. Objetivos de la prueba y sujetos participantes

La investigaciéon pretende analizar, mediante la invencién de problemas
matematicos, el conocimiento conceptual relativo al simbolismo algebraico que
adquieren los alumnos de su formacion a lo largo de la ESO. Asimismo, los objetivos
especificos que se pretenden alcanzar son:

1) Identificar las caracteristicas de las ecuaciones y sistemas que dificultan a los
estudiantes la invencién de problemas.
2) Distinguir el significado que dan los estudiantes a las incégnitas y operaciones

contenidas en las ecuaciones y sistemas.

Por otro lado, el grupo en el que se desarrolla la investigacidn es un grupo de 42 de
ESO de Matematicas Orientadas a Enseiianzas Aplicadas formado por 20 alumnos con
conocimientos previos de algebra en materia de ecuaciones y sistemas. El rendimiento

de la clase se califica como heterogéneo y, en general, medio.
3. Diseiio de la prueba

La prueba consiste en un cuestionario compuesto por siete tareas (cinco ecuaciones
y dos sistemas con solucién Unica), cada una de las cuales requiere la invencion de un
problema que implique en su resolucién el uso de la ecuacion o sistema dado. Para ello
se incluyen ecuaciones y sistemas variados (ecuaciones lineales y cuadraticas, sistemas
de ecuaciones lineales y no lineales, etc.), todos ellos previamente trabajados por el
grupo en diferentes etapas de la ESO. Ademas, con objeto de facilitar la actividad, todos
los coeficientes, términos independientes y soluciones son numeros enteros. La
resolucién de la tarea es individual, mediante lapiz y papel.
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4. Analisis de los datos

Para el analisis de la prueba, las autoras clasifican un problema como “correcto”
cuando la traduccion simbdlica del enunciado coincida con la ecuacién o sistema dado,
e “incorrecto” en caso contrario.

A partir de los problemas formulados por los alumnos, se definen dos categorias:
sintactica (forma), asociada al primer objetivo especifico de la prueba, y semantica
(significado), relacionado con el segundo.

Cat. sintactica Nombre Valor posible
A Conservacion de términos y operaciones. Si/ No
B Presencia de incégnitas operando. Si/ No
C Relacién entre coeficientes e incognitas. Si/ No/N/A
D Igual nimero de incégnitas. Si/ No/N/A
Cat. semantica Nombre Valor posible
E Da significado a las incdgnitas. Si/ No/N/A
F Da significado a las estructuras aditivas. Si/No/N/A
G Da significado a las estructuras multiplicativas. Si/No/N/A

Tabla 10. Categorias sintdctico-semdnticas (fuente: Ferndndez—Milldan, E. y Molina, M.)

Véase a continuacion un ejemplo (primera ecuacién de la ficha) que muestra el
mecanismo de evaluacién de los problemas propuestos por el alumnado:

Ne Expresion . . Traduccion Codificacion
Enunciado inventado

tarea dada simbdlica A B C D

La suma de dos numeros
1 8 = x + 6 | consecutivos pares da 8. 2x+2x+2=8 | No | Si | No| Si
Calcula qué dos numeros son.

Tabla 11. Ejemplo invencion de problema (fuente: Ferndndez—Milldn, E. y Molina, M.)

e A — no se cumple (la expresidn inicial cuenta con una suma y el enunciado
propuesto incluye al menos dos).

e B —sise cumple (laincégnita aparece operando).

e C-—no se cumple (la relacidn entre coeficientes e incdgnita es incorrecta).

e D —sise cumple (tanto en la expresion original como en el problema propuesto
aparece una Unica incognita).

5. Resultados

A continuacidn se muestra una tabla resumen que recoge los resultados arrojados
por la prueba. Para el analisis de los datos obtenidos se excluyen los problemas en
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blanco (sin respuesta) y aguellos que no pueden traducirse a lenguaje simbdlico o se
limitan a pedir la resolucién de la ecuacion/sistema dado (descartado).

el Ecuacion/Sistema
1 2 3 4 5 6 7 Total
Sin respuesta 0 2 1 2 5 5 6 21
Descartado 1 2 2 1 0 3 1 10
Total no analizables 1 4 3 3 5 8 7 31
Correctos 15 8 6 8 8 6 6 57
Incorrectos 4 8 11 9 7 6 7 52
Total analizables 19 16 17 17 15 12 13 109

Tabla 12. Resultados de la prueba (fuente: Ferndndez—Millan, E. y Molina, M.)

Categorias sintacticas

En este apartado destaca la alta frecuencia de los errores relacionados con la
categoria A (42% de los casos analizables). En el caso de ecuaciones cuadraticas una
confusién habitual es la invencidn de enunciados que se corresponden con ecuaciones
lineales.

Los errores en la categoria B son mucho menos comunes (17% de los casos
analizables), y todos ellos salvo uno son debidos a la presencia de la incégnita
directamente despejada, en lugar de operando.

Los fallos relativos a las categorias C y D presentan también menor frecuencia (9%
y 14% de los casos analizables respectivamente). En el primer caso se deben a una
relacion incorrecta entre coeficientes e incdgnitas, mientras que los desaciertos con el

numero de incognitas se deben siempre a la inclusidn de incégnitas adicionales.

Categorias semanticas

Cabe destacar respecto a la categoria E que en el 65% de los casos analizables los
alumnos asignan a las incognitas significados no encuadrados en contextos
matematicos. Ademads, se comprueba que las actividades mas problematicas en este
sentido son aquellas que incluyen estructuras multiplicativas entre incégnitas.

En cuanto a las categorias F y G se puede constatar que en la mayoria de los
enunciados (85% de los casos analizables) los estudiantes dan significado a las
estructuras aditivas, mientras que sdélo lo hacen en un 46% de los casos analizables para
estructuras multiplicativas.

Conclusiones

En general los estudiantes encuentran grandes dificultades para inventar problemas
cuya traduccion al simbolismo algebraico se corresponda con la expresion dada; salvo la
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primera ecuacion propuesta, ninguna tarea tuvo un ratio de respuestas correctas
superior al 50%.

En primer lugar, la investigacion permite identificar las caracteristicas de las
ecuaciones y sistemas que, con caracter general, dificultan la invencién de tareas por
parte del alumnado: nimero de incégnitas superior a uno, misma incégnita a ambos
lados del signo de igualdad, coeficientes diferentes superiores a dos y estructuras
multiplicativas entre incdgnitas.

En cuanto a las operaciones, se detecta una mayor facilidad para trabajar con
estructuras aditivas respecto a las estructuras multiplicativas. Asimismo, las estructuras
aditivas mas repetidas fueron las estructuras semanticas de combinacién y cambio (las
mas frecuentes en los libros de texto) y las estructuras multiplicativas mas recurrentes
fueron la de comparacion y proporcionalidad simple. Cabe destacar la ausencia casi total
de la estructura semantica multiplicativa del producto cartesiano (presente por ejemplo
en las dreas de poligonos), por lo que resulta necesario intensificar la ensefianza en ese
sentido y trabajar la verbalizaciéon de relaciones multiplicativas, tanto en contextos
aritméticos como algebraicos. Ademads de los obstaculos para operar con estructuras
multiplicativas, se hace hincapié también en la dificultad para dar significado a las
incdgnitas en las ecuaciones y problemas con este tipo de estructuras.

Por ultimo y ante cualquier otra conclusidn, queda demostrada la utilidad de la
invencion de problemas como herramienta para evaluar el conocimiento de los
estudiantes en el campo del algebra.
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6. PROYECCION DIDACTICA

En el presente apartado se desarrollara una unidad didactica de Matematicas
Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 42 ESO. Para ello se contextualizara en
primer lugar el centro y el aula donde se pretende impartir dicha unidad didactica,
estableciendo posteriormente los objetivos perseguidos y los contenidos y
competencias a trabajar, analizando tanto la metodologia como los recursos empleados
y definiendo por ultimo la temporalizacién.

6.1. Titulo

El titulo de la unidad didactica a desarrollar es “Sistemas de Ecuaciones”, que sera
implantada en Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 42 de ESO.

6.2. Justificacion

El dlgebra en general es considerada una de las ramas mas importantes y mas
dificultosas para el alumnado dentro de las matemadticas, por lo que resulta
imprescindible estructurar de manera efectiva las unidades correspondientes. En cuanto
a los sistemas de ecuaciones lineales, no son una excepcién de ello; se trata de un tema
de importancia considerable y cuyo entendimiento acarrea grandes problemas para los
estudiantes.

En primer lugar, el bloque de sistemas de ecuaciones es un componente presente
por ley en el curriculo de toda etapa educativa, desde su introduccion en 22 de ESO hasta

la culminacién en 22 de Bachillerato, por lo que resulta obligatoria su imparticién®.

Asimismo, se trata de un tema de numerosas aplicaciones tanto dentro de las
propias matematicas (geometria de 22 de Bachillerato) como en otras asignaturas (fisica,
quimica, economia, etc.) y ocasionalmente en situaciones cotidianas de la vida.

Por ultimo, cabe destacar que los obstaculos hallados habitualmente por los
alumnos con el entendimiento y resolucién de los Sistemas de Ecuaciones hacen del
disefio de esta unidad diddactica un reto muy atractivo.

6.3. Contextualizacion del centro y del aula

A continuacion se detalla alguna informacién acerca del centro y mas
concretamente del aula donde se pretende implantar la Unidad Did&ctica desarrollada®®.

° El marco legislativo que regula el curriculo y la ensefianza relativa a Sistemas de Ecuaciones se mostré
en el apartado 5.1.

10 Toda la informacién necesaria para el desarrollo del presente apartado fue facilitada por el equipo
educativo del centro.
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6.3.1. Situacion del centro

El I.LE.S. Auringis se encuentra situado en la Calle Cerro de los Lirios (zona oeste de
Jaén capital) y fue inaugurado en la década de 1980. Originalmente se impartian las
ensefianzas de BUP y COU, de donde surgieron posteriormente la ESO y el Bachillerato.
Ademas, a partir del afio 2003 se incorporaron también varios ciclos formativos a la
oferta educativa. El horario lectivo del centro es de 08:10 a 14:45.

El entorno del instituto se caracteriza por una gran actividad comercial
(restauracion, supermercados, entidades bancarias, etc.) y por la variedad de familias
en todos los aspectos.

En primer lugar, la zona se caracteriza mayoritariamente por familias tradicionales
con una media de dos hijos/as, aunque son cada vez mas frecuentes las situaciones
familiares complejas que condicionan el rendimiento del alumnado en el centro.

En cuanto al nivel econdmico y profesional, la region sigue en términos generales la
tendencia de la sociedad actual: aumento de desempleo y precariedad laboral. Es por
ello que las familias se preocupan cada vez mas por el futuro de sus hijos/as y se implican
en su educacién en mayor medida. No obstante, existen nucleos familiares de todas las
indoles, desde rentas bajas hasta familias con capacidad econdmica media—alta.

Por ultimo, respecto a nivel cultural cabe destacar la disparidad entre familias de la
region. Existen nucleos con padres, madres e incluso hermanos/as con estudios
universitarios y familias con niveles de formaciéon mas bajos, aunque no por ello menos
implicados en la educacién de sus hijos/as.

-
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Figura 19. Localizacion del I.E.S. Auringis (fuente: Google Maps)
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Figura 20. Vista en planta del I.E.S. Auringis (fuente: Google Maps)

)

Figura 21. Logo del I.E.S. Auringis (fuente: pdgina web del centro)

6.3.2. Oferta educativa

La oferta educativa del I.E.S. Auringis incluye Educacién Secundaria, Bachillerato y

varios Ciclos Formativos. Los cursos disponibles son los siguientes:

12 a 42 de ESO

12y 22 de Bachillerato en ciencias y tecnologia

12y 22 de Bachillerato en humanidades y ciencias sociales

Ciclo Formativo de Grado Medio en atencién a personas en situacion de
dependencia

Ciclo Formativo de Grado Superior en educacién infantil

Ciclo Formativo de Grado Superior en iluminacién, captacién y tratamiento de
imagen

Ciclo Formativo de Grado Superior en sonido para audiovisuales y espectaculos

6.3.3. Centros adscritos

El I.LE.S. Auringis recibe alumnado procedente de cinco colegios adscritos de la zona:

C.E.l.P. Navas de Tolosa

C.E.I.P. Agustin Serrano de Haro
C.E.I.P. Antonio Prieto

C.E.I.P. Mufioz Garnica

C.E.l.P. Maria Zambrano
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En este sentido cabe destacar la gran demanda por parte de las familias de la zona
para acceder al centro y el elevado nimero de solicitudes.

6.3.4. Instalaciones

El I.E.S. Auringis cuenta en total con una superficie de 10.000 m? aproximadamente,
distribuidos de la siguiente manera:

e Edificio principal de tres plantas donde se ubican la mayoria de instalaciones:
direccion, secretaria, departamentos, sala de profesores, aulas, biblioteca,
talleres, cafeteria, etc.

e Polideportivo de 650 m? de superficie aproximadamente, donde se sitdan
ademas varias aulas y el departamento de educacioén fisica.

e Patios, canchas de futbol y baloncesto, zonas al aire libre, etc.

e Parking para profesorado.

6.3.5. Personal del centro

En primer lugar, el equipo directivo del centro estd formado por: director, jefa de
estudios, vicedirector (dado que se imparten Ciclos Formativos), secretario, jefe de
estudios adjunto y jefa de estudios adjunta.

El claustro del profesorado estd compuesto por aproximadamente 80 profesores y
profesoras, de los cuales en torno al 65% constituyen la plantilla definitiva de docentes
del centro. Cabe mencionar en esta seccion que a partir del afio 2010 incorporaron con
destino definitivo un gran numero de docentes con perfil bilinglie. Ademas, la
constitucidn del claustro puede considerarse bastante estable, puesto que el personal
no definitivo del centro suele como norma general repetir en su eleccion de destino.

En cuanto a personal no docente, el centro cuenta con dos administradoras, dos
ordenanzas y un equipo de personal de limpieza formado por cuatro personas.

6.3.6. Alumnado del centro

La matricula del centro ronda los 850 estudiantes, de los cuales aproximadamente
250 a diario asisten a clase de manera telemdtica debido a la situacion sanitaria de
pandemia por COVID-19.

A continuacién se muestra una tabla resumen donde figuran las diferentes etapas
educativas y los grupos correspondientes a cada etapa:

Etapa Curso N2 de grupos
12 ESO 5
22 ESO 5
ESO
32 ESO 4
492 ESO 4
Bachillerato 12 Bachillerato 3
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22 Bachillerato 3
19 atencién a personas en situacién de 1
Ciclo Formativo de | dependencia
Grado Medio 29 atencidn a personas en situacion de 1
dependencia
12 educacion infantil 1
22 educacion infantil 1
12 iluminacidn, captacioén y tratamiento 1
de imagen
Ciclo Formativo de | 22 iluminacidn, captacién y tratamiento 1
Grado Superior de imagen
19 sonido para audiovisuales y 1
espectdaculos
292 sonido para audiovisuales y 1
espectdaculos

Tabla 13. Grupos por etapa educativa (elaboracion propia)

En cuanto al nimero de alumnos y alumnas, el reparto por etapas se indica en el

siguiente grafico:

= ESD

» Bachillerato
CFGM
CFGES

Figura 22. Numero de alumnos por etapa educativa (fuente: equipo directivo del
centro)

El alumnado del |.E.S. Auringis se caracteriza por una gran diversidad en cuanto a
edad, ya que dicho rango varia desde los 11 0 12 afios de los alumnos de 12 de ESO hasta
los mas de 40 que tienen varios de los estudiantes de los Ciclos Formativos.

6.3.7. Alumnado del aula

La unidad didactica elaborada se aplicarad a un grupo de 42 de ESO de Matematicas
Orientadas a Ensefianzas Académicas formado por 22 alumnos/as, ninguno de ellos
repetidor. En general se supondra que la mayoria del colectivo posee los conocimientos
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previos suficientes para afrontar el curso sin obstaculos; no obstante, se realizard una
prueba de nivel al inicio del ano.

Por otra parte, se habran de tener en cuenta las necesidades especificas de cada
alumno. En ese sentido, se considerardn varias adaptaciones curriculares no
significativas, ya que el grupo incluye una alumna de altas capacidades y un alumno
colombiano; aunque este segundo domine el castellano a la perfeccién, se incorporé
una vez iniciado el curso y se perdié por tanto parte del contenido.

6.4. Objetivos

A continuacién se definen las metas a alcanzar por parte del alumnado, tanto de
forma general durante su etapa de educacién secundaria, asi como en la asignatura de
Matematicas y mas concretamente en la unidad de Sistemas de Ecuaciones. Estos
objetivos deben ser ante todo concisos, observables, medibles y realistas.

6.4.1. Objetivos generales en la etapa de Educacién Secundaria Obligatoria

Los objetivos definidos para la etapa de ESO vienen recogidos, por un lado, en el
articulo 23 de la Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacién (LOE) y, ademas, en
el articulo 11 del Real Decreto 1105/2014, mencionado anteriormente. Dichos objetivos
se enumeran a continuacion:

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demas, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre
las personas y grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos
y laiigualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y hombres, como valores
comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de la ciudadania
democratica.

b) Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en
equipo como condicidon necesaria para una realizacién eficaz de las tareas del
aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos vy
oportunidades entre ellos. Rechazar la discriminacion de las personas por razén
de sexo o por cualquier otra condicidn o circunstancia personal o social. Rechazar
los estereotipos que supongan discriminacién entre hombres y mujeres, asi
como cualquier manifestacion de violencia contra la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y
en sus relaciones con los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de
cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los
conflictos.

e) Desarrollar destrezas basicas en la utilizacién de las fuentes de informacidn para,
con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacion
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basica en el campo de las tecnologias, especialmente las de la informacién y la
comunicacion.

Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura
en distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar
los problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.
Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua
castellana vy, si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma,
textos y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el
estudio de la literatura.

Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera
apropiada.

Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia propias
y de los demds, asi como el patrimonio artistico y cultural.

Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar
las diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar la
educacion fisica y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y
social. Conocer y valorar la dimensién humana de la sexualidad en toda su
diversidad. Valorar criticamente los habitos sociales relacionados con la salud, el
consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyendo a su
conservacion y mejora.

Apreciar la creacidén artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresién vy

representacion.

Asimismo, los objetivos establecidos a nivel nacional se complementan a escala

autondmica con el Decreto 111/2016, de 14 de junio, cuyo articulo 3 define para

Andalucia los siguientes objetivos adicionales:

a)

Profundizar en el conocimiento y el aprecio de las peculiaridades de la modalidad
linglistica andaluza en todas sus variedades.

b) Profundizar en el conocimiento y el aprecio de los elementos especificos de la

historia y la cultura andaluza, asi como su medio fisico y natural y otros hechos
diferenciadores de nuestra Comunidad para que sea valorada y respetada como
patrimonio propio y en el marco de la cultura espanola y universal.
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6.4.2. Objetivos de las Matematicas Orientadas a Ensefianzas Académicas

La ensefianza de las Matematicas Orientadas a Enseflanzas Académicas en la

Educacién Secundaria Obligatoria en Andalucia contribuird a desarrollar en los alumnos

y las alumnas las capacidades que les permitantt:

1.

Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje y modos de argumentacidén la racionalidad y las formas de expresién y
razonamiento matemadtico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y
tecnolégicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar
los resultados utilizando los recursos mds apropiados.

Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacién y procedimientos de medida,
realizar el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases de nimeros y
la seleccién de los cdlculos apropiados a cada situacién.

Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos,
graficos, calculos, etc.) presentes en los medios de comunicacidn, Internet,
publicidad u otras fuentes de informacidn, analizar criticamente las funciones
gue desempefian estos elementos matematicos y valorar su aportacién para una
mejor comprensién de los mensajes.

Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la
imaginacion.

Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnolégicas (calculadora,
ordenador, dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar
calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de indole diversa
y también como ayuda en el aprendizaje.

Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matemadtica, tales como la
exploracion sistemdtica de alternativas, la precisidon en el lenguaje, la flexibilidad
para modificar el punto de vista o la perseverancia en la blisqueda de soluciones.
Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcion
del andlisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

11 Basado en la normativa que viene a suplir la Orden de 14 de julio de 2016 (derogada), es decir: Decreto
111/2016, de 14 de junio; Decreto 182/2020, de 10 de noviembre, e Instruccién 9/2020, de 15 de junio,
de la Direccidn General de Ordenacion y Evaluacion Educativa.
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Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos
creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.
Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van
adquiriendo desde las distintas dreas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto
desde un punto de vista histérico como desde la perspectiva de su papel en la
sociedad actual, apreciar el conocimiento matematico acumulado por la
humanidad y su aportacion al desarrollo social, econdmico y cultural.

6.4.3. Objetivos de la unidad de Sistemas de Ecuaciones

De acuerdo con los requisitos establecidos en el BOE y BOJA, se definen los

siguientes objetivos especificos para la unidad de Sistemas de Ecuaciones:

1.

10.

Resolver sistemas de ecuaciones lineales algebraicamente, aplicando diferentes
métodos y empleando un lenguaje algebraico adecuado.

Resolver sistemas de ecuaciones no lineales algebraicamente empleando un
lenguaje algebraico adecuado.

Resolver sistemas de ecuaciones graficamente y mediante recursos
tecnoldgicos.

Resolver problemas que requieran del planteamiento y resolucion de sistemas
de ecuaciones, efectuando una lectura comprensiva y diferenciando la
informacidén relevante de la irrelevante.

Resolver sistemas de inecuaciones con una incégnita, empleando un lenguaje
algebraico adecuado y representando la solucion de distintas maneras.
Resolver sistemas de inecuaciones con dos incdgnitas graficamente.

Resolver problemas que requieran del planteamiento y resolucion de sistemas
de inecuaciones, efectuando una lectura comprensiva y diferenciando la
informacidn relevante de la irrelevante.

Interpretar la solucién obtenida en un problema y exponer los resultados de
manera concisa y simplificada.

Analizar y reflexionar sobre el propio aprendizaje, los procesos de
planteamiento y resolucidn empleados, validar los procedimientos correctos,
identificar posibles errores cometidos vy justificar la validez/invalidez de cada
decision tomada.

Valorar la importancia de los sistemas de ecuaciones en la vida cotidiana y su
aplicacion en otras asignaturas o campos de la ensefianza.
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6.5. Competencias clave

El Real Decreto 1105/2014 define en su articulo segundo las competencias como
“capacidades para aplicar de forma integrada los contenidos propios de cada ensefianza
y etapa educativa, con el fin de lograr la realizacion adecuada de actividades y la
resolucion eficaz de problemas complejos”. Este enfoque competencial pretende
inculcar en el alumnado, ademds del saber, las capacidades de saber hacer y el saber ser
y estar.

Las competencias clave a alcanzar por el alumnado perteneciente al Sistema
Educativo Espafiol vienen recogidas en la Orden ECD/65/2015, de 21 de enero (articulo
2), y en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre (articulo 2.2):

a) Comunicacion linguistica (CCL)

b) Competencia matemadtica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT)
¢) Competencia digital (CD)

d) Aprender a aprender (CAA)

e) Competencias sociales y civicas (CSC)

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP)

g) Conciencia y expresiones culturales (CEC)

6.6. Contenidos

El Real Decreto 1105/2014 define en su articulo segundo los contenidos como
“conjunto de conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que contribuyen al logro
de los objetivos de cada enseflanza y etapa educativa y a la adquisicion de competencias.
Los contenidos se ordenan en asignaturas, que se clasifican en materias y admbitos, en
funcion de las etapas educativas o los programas en que participe el alumnado”.

Los contenidos a impartir se recogen en el Real Decreto 1105/2014. En cuanto a la
unidad didactica de Sistemas de Ecuaciones, se habran de considerar los contenidos
relativos a los bloques 1y 2 de Matematicas Orientadas a Ensefianzas Académicas de 42
de ESO.

Bloque 1 — Procesos, métodos y actitudes en matematicas

1.1. Planificacién del proceso de resolucién de problemas.

1.2. Estrategiasy procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje apropiado:
(grafico, numérico, algebraico, etc.), reformulaciéon del problema, resolver
sub-problemas, recuento exhaustivo, empezar por casos particulares
sencillos, buscar regularidades y leyes, etc.

1.3. Reflexion sobre los resultados: revisidn de las operaciones utilizadas,
asignacioén de unidades a los resultados, comprobacion e interpretacion de las
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soluciones en el contexto de la situacidn, bisqueda de otras formas de
resolucion, etc.

1.4. Planteamiento de investigaciones matematicas escolares en contextos
numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos.

1.5. Practica de los procesos de matematizacidon y modelizacién, en contextos de
la realidad y en contextos matematicos.

1.6. Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico.

1.7. Utilizacién de medios tecnoldégicos en el proceso de aprendizaje para:

a) Larecogida ordenada y la organizacion de datos.

b) Laelaboraciony creacion de representaciones graficas de datos numéricos,
funcionales o estadisticos.

c) Facilitar la comprensién de propiedades geométricas o funcionales vy la
realizacion de cdlculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.

d) El disefio de simulaciones y la elaboracién de predicciones sobre
situaciones matematicas diversas.

e) La elaboracion de informes y documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusiones obtenidos.

f) Comunicar y compartir, en entornos apropiados, la informacién y las ideas
matematicas.

Bloque 2 — Numeros y algebra

2.13. Resolucién de problemas cotidianos y de otras dreas de conocimiento
mediante ecuaciones y sistemas.

2.14. Inecuaciones de primer y segundo grado. Interpretacién grafica. Resolucién
de problemas.

6.7. Metodologia

El Real Decreto 1105/2014 define en su articulo segundo la metodologia didactica
como “conjunto de estrategias, procedimientos y acciones organizadas y planificadas
por el profesorado, de manera consciente y reflexiva, con la finalidad de posibilitar el
aprendizaje del alumnado y el logro de los objetivos planteados”. En otras palabras, la
metodologia empleada en el aula determina “cémo se ensefia”.

En ese sentido, no se puede determinar objetivamente y con precisién lo que son
metodologias correctas o incorrectas, ni metodologias mejores que otras. En efecto, el
Real Decreto 1105/2014 indica que la metodologia didactica “no implica una
organizacion cerrada, por el contrario, permitird organizar de diferentes maneras los
elementos curriculares y adoptar la metodologia mds adecuada a las caracteristicas de
los mismos y del grupo de alumnos”. No obstante, el Decreto 111/2016 en su articulo
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séptimo recoge algunas recomendaciones metodoldgicas sobre las que se sustenta la
propuesta actual.

En primer lugar, el proceso de ensefanza—aprendizaje competencial debe
caracterizarse por su transversalidad, interdisciplinariedad y caracter integral. Para ello
se emplearan metodologias que contextualicen el proceso educativo, que presenten de
manera relacionada los contenidos de diferentes materias y que favorezcan el desarrollo
de varias competencias simultaneamente. Asimismo, se fomentara la transferibilidad y
funcionalidad de los aprendizajes mediante trabajos de investigacion y actividades
integradas.

En cuanto al papel del docente, se limitarda a orientar, promover y facilitar el
desarrollo de los aprendizajes en el alumnado, favoreciendo la implicacién de los
estudiantes en su propio proceso de aprendizaje, haciéndoles participes y responsables
del mismo. Para ello se tratara de estimular la superacién individual y el desarrollo de
todas sus capacidades, fomentando su autoconcepto y autoconfianza y promoviendo
procesos de aprendizaje autdonomo. En ese sentido, resulta de vital importancia suscitar
la motivacién y participacion entre el alumnado, proponiendo tareas que capten su
interés y favorezcan la experimentacion, recurriendo por un lado a actividades vistosas
ocasionalmente (como juegos o acertijos matematicos), asi como planteando
actividades diarias lo mas atractivas posible. Asimismo, es también trabajo del docente
ajustarse al nivel competencial inicial del alumnado, adaptarse a la diversidad del grupo
y respetar los distintos ritmos de aprendizaje.

Por otra parte, se tratarda de fomentar actitudes reflexivas que, junto con las
directrices sefialadas en el parrafo anterior, resulten en aprendizajes mas significativos
para del alumnado, siendo ellos quienes construyan su propio conocimiento tanto
individual como grupalmente. Con este mismo objetivo se promovera también el
descubrimiento, la investigacion, la iniciativa personal y el espiritu emprendedor.

Otra cuestidén importante a tener en cuenta es que las estrategias metodoldgicas
adoptadas sean activas y dinamicas, es decir, que incluyan tareas cooperativas que
faciliten la interaccién profesor—alumno y alumno—alumno, favoreciendo el intercambio
de conocimientos e ideas.

Igualmente se procurard, mediante las diferentes metodologias empleadas,
fomentar habitos de lectura, practicas de expresidn escrita y capacidades de expresarse
correctamente en publico. Este tipo de actividades son ademas facilmente combinables
con tareas de recopilacién y presentacion de informacién. En ese sentido, resultan de
especial interés las labores de investigaciéon histdrica, social y cultural de las
Matematicas, como por ejemplo la indagacion acerca de célebres personajes histéricos
relacionados con las Matematicas. Para ello se tratard de fomentar el uso de las
tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC).
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Por ultimo, dado el importante rol que juega la tecnologia hoy dia, resulta
imprescindible la implantacion en la ensefianza de recursos como calculadoras graficas,
softwares matematicos, etc. asi como plataformas del estilo a Google Classroom, donde
se incluya contenido online, actividades de autoevaluacion automatizadas, videos o
tutoriales explicativos, actividades de refuerzo, etc. En este sentido, cabe destacar que
la inclusién de las tecnologias debe tener un impacto positivo y con vistas a mejorar el
aprendizaje.

En cualquier caso, tal como se anticipaba al inicio de este apartado, la metodologia
didactica no serd unica y cerrada, sino que se trataran de intercalar diferentes
estrategias metodoldgicas, seleccionando la mds adecuada para contenido, actividad,
situacién o momento.

6.8. Actividades y recursos

A continuacién se determinan las herramientas disponibles (actividades, recursos y
espacios) para llevar a cabo el desarrollo de la unidad didactica.

6.8.1. Actividades

Para que las actividades desarrolladas en el aula sean de provecho y lo mas efectivas
posible, deben reunir ciertas caracteristicas: fomentar el papel activo del alumno, ser de
interesantes y motivadoras, definir con claridad los objetivos... En resumen, deben ser
acordes a la metodologia didactica empleada.

Asimismo, las actividades pueden clasificarse segin cual sea su cometido; existen
tareas de evaluacién, diagndstico, consolidacidn, introduccidon, motivacién... Para que la

unidad diddctica sea rica y variada se tratard de incluir diferentes tipos de problemas.

Por otro lado, las tareas disefadas para la unidad didactica irdn encaminadas a
suplir las carencias identificadas a través de los articulos de investigacién académica
consultados y el andlisis de los libros de texto seleccionados. En ese sentido, se han
planteado actividades que favorezcan la interdisciplinariedad, integrando
conocimientos de diferentes dreas de las Matematicas y de otras asignaturas. Asimismo,
se ha tratado de disefiar enunciados dotados de contexto, basados no sélo en la
resolucion del problema, sino aportandole un sentido a la ejecucidon del mismo. Por
ultimo, se ha intentado fomentar la transicién entre diferentes registros semidticos de
manera bidireccional (verbal — algebraico — grafico, y viceversa), no soélo
unidireccional como se venia observando anteriormente.

La coleccion completa de actividades de la unidad didactica de Sistemas de
Ecuaciones se detalla en el Anexo | — Actividades.
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6.8.2. Recursos

Para la consecucion de los objetivos planteados se dispondra de los siguientes

recursos:

e Libro de texto de Matematicas Orientadas a Ensefianzas Académicas, 42 ESO
(editorial Santillana).

e Cuadernillo de actividades entregado por el profesor, que incluye todas las
actividades presentadas en el apartado anterior (ver Anexo | — Actividades).

e Pizarra tradicional (tiza o rotulador).

e Papely lapiz/boligrafo.

e Pizarra digital.

e Proyector y ordenador con acceso a conexion de internet.

e Calculadora.

e Ordenadores para el alumnado.

6.8.3. Espacios

Ademas de las actividades y recursos disponibles, se empleardn los siguientes
espacios del centro, ya sea ocasionalmente o de manera habitual:

e Aula de 42 de ESO.
e Biblioteca.

e Sala de ordenadores.
6.9. Atencion a la diversidad

El Decreto 111/2016, de 14 de junio, establece numerosas medidas de apoyo a la
diversidad en la educacién. Se incluyen, entre otros, el fomento de la diversidad como
elemento transversal del curriculo (articulo 6.f), recomendaciones para la elaboracién
de metodologias didacticas inclusivas (articulo 7.2) y la necesidad de reflejar las medidas
de atencidn a la diversidad dentro del proyecto educativo del centro (articulo 8.2).

Asimismo, en el propio decreto se dedica un capitulo exclusivamente a la atencién
a la diversidad (capitulo VI), donde se especifica que deben acometerse “actuaciones
educativas de atencion a la diversidad dirigidas a dar respuesta a las diferentes
capacidades, ritmos y estilos de aprendizaje, motivaciones, intereses, situaciones
socioecondémicas y culturales, lingiiisticas y de salud del alumnado, con la finalidad de
facilitar la adquisicion de las competencias clave y el logro de los objetivos de la etapa y
no podrdn, en ningun caso, suponer una discriminacion que le impida alcanzar la
titulacion correspondiente”.

Ademas, se deben proveer medidas curriculares y organizativas que aseguren el
adecuado progreso del alumnado con necesidades especificas de apoyo educativo, de
modo que puedan alcanzar el maximo desarrollo posible de sus capacidades y cumplir
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los objetivos generales establecidos. Las condiciones que implican necesidades

educativas especificas se recogen en el articulo 71 de la Ley Orgénica 2/2006, de 3 de
mayo, y son las siguientes:

e Retraso madurativo.

e Trastornos del desarrollo del lenguaje y la comunicacion.
e Trastornos de atencion o de aprendizaje.

e Desconocimiento grave de la lengua de aprendizaje.

e Situacién de vulnerabilidad socioeducativa.

e Altas capacidades intelectuales.

e Incorporacion tardia al sistema educativo.

e Condiciones personales o de historia escolar.

Igualmente se deben establecer los procedimientos y recursos precisos para
identificar tempranamente las necesidades educativas especificas del alumnado.

En este proceso de adaptacién a las diferentes necesidades del alumnado se
contemplaran diversas herramientas, aunque la mas significativa es la basada en
adaptaciones curriculares. La legislacién vigente dictamina que se propondran
adaptaciones de curriculo para los estudiantes con necesidades especificas de apoyo
educativo o estudiantes de altas capacidades intelectuales, cuando sea recomendable y
siempre con el fin de buscar el madximo desarrollo de sus competencias.

En definitiva, la atencién a la diversidad se basa en favorecer un clima escolar
inclusivo, donde se garantice la igualdad de oportunidades y la no discriminacidon de
ningun colectivo, facilitando la consecucion de los objetivos y el maximo desarrollo de
las capacidades para todo el alumnado.

6.9.1. Atencion a la diversidad en el aula

Parte del trabajo de la unidad didactica consistird en trasladar las medidas de
atencion a la diversidad expuestas al aula. Para ello se valorara el nivel competencial y
los conocimientos previos de la clase mediante una prueba de evaluacidn inicial. A partir
de los resultados, y basandose en el ritmo de aprendizaje de cada alumno, se tratara de
adaptar el proceso de ensefianza—aprendizaje a cada estudiante, de manera que todos
ellos alcancen los objetivos fijados.

Asimismo, se facilitaran actividades de refuerzo y ampliacién para fortalecer los
conceptos adquiridos por los alumnos y se propondran adaptaciones curriculares
cuando se estime necesario. En cualquier caso, cualquier atencidn especial que requiera
cualquiera de los estudiantes no deberd derivar en situaciones de exclusion.

En cuanto a adaptaciones curriculares, se considerara por un lado el caso de una
alumna con altas capacidades intelectuales que desarrollard tareas mas complejas

Pagina 86 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas

Univer.sidadxdeJaén
(incluso de cursos superiores) con mayor autonomia a través de un ordenador portatil.
Ademas, se pondra especial atencidn sobre otro alumno de origen colombiano que se
incorpord de manera tardia al curso académico. En su caso el lenguaje no supone una
barrera para el aprendizaje, ya que domina el castellano a la perfeccion. No obstante,
se deberd hacer un seguimiento de su progresién y aclimatacidn, trabajando
conjuntamente con el departamento de orientacién y comprobando que el alumno se
adapta correctamente al entorno del centro, y se atenderd y corregira toda dificultad
afiadida que presente en su proceso de aprendizaje. Ademas, si surgiesen a lo largo del
curso académico otros casos de alumnos con necesidades educativas especiales (TDH,
dislexia...) se adoptarian igualmente las adaptaciones curriculares pertinentes
(enunciados con menor carga linglistica, redactados en frases mds cortas y concisas,
etc.).

Por ultimo, se dara a aquellos alumnos que no hayan superado las Matematicas del
curso anterior la oportunidad la oportunidad de superarlas mediante varios examenes
de recuperacion a lo largo del curso académico.

6.10. Temporalizacion

El calendario escolar de Andalucia para el curso 2020/2021 comprende un total de
178 dias lectivos para alumnado de Educacion Secundaria. Teniendo en cuenta que las
Matematicas se imparten en cuatro de los cinco dias lectivos de la semana, se
considerard un total de 140 sesiones para todo el curso. Se propone por tanto la
siguiente temporalizacion basada en el libro de texto de la editorial Santillana®?:

Unidad Titulo Sesiones

Numeros reales. Porcentajes. 8
2 Potencias y radicales. Logaritmos. 8
3 Polinomios y fracciones algebraicas. 8
4 Ecuaciones e inecuaciones. 12
5 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones. 12
6 Areas y volimenes. Semejanza. 10
7 Trigonometria. 12
8 Vectores y rectas. 12
9 Funciones. 12
10 Funciones polindmicas y racionales. 10
11 Funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas. 10
12 Estadistica. 10
13 Combinatoria. 8

12 e descartd la editorial Anaya ya que unificaba las unidades de ecuaciones y sistemas, mientras que
Santillana propone una estructura dividida en dos unidades diferentes.
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14 Probabilidad. 8
Total 140

Tabla 14. Temporalizacion del curso de Matemdticas (elaboracion propia)
6.10.1. Desarrollo de la unidad didactica

Las 12 sesiones que componen la unidad didactica de Sistemas de Ecuaciones se
estructuran de la siguiente manera:

Sesion Descripcion
1 Introduccidn y evaluacioén inicial
2 Sistemas de ecuaciones lineales
3 Sistemas de ecuaciones no lineales
4 Problemas con sistemas de ecuaciones
5 Sistemas de inecuaciones — una incégnita
6 Sistemas de inecuaciones — dos incégnitas
7 Problemas con sistemas de inecuaciones
8 Representacion de sistemas mediante Geogebra
9 Examen de la unidad
10 Resolucién del examen
11 Exposicion grupal
12 Examen de recuperacién

Tabla 15. Temporalizacion de la unidad diddctica (elaboracion propia)

A continuacion se detalla cada una de las sesiones.

Sesion 1: Introduccidn y evaluacion inicial

Prueba de evaluacién inicial para valorar el nivel del alumnado

(45 min).

Introduccion a la unidad didactica (15 min):

Desarrollo e Breve contextualizacidn histdrica.

e Presentacion de la estructura de la unidad.

e Breve debate sobre posibles aplicaciones de los sistemas
de ecuaciones en la vida cotidiana.

Contenidos 1.4,1.6,1.7
Evaluacion Evaluacion inicial.
Objetivos 10

Recursos humanos, pizarra o pizarra digital, examen de
evaluacion inicial (impreso) y cuaderno de actividades.
Trabajo auténomo durante la realizacion de la prueba,
Metodologia metodologia expositiva y motivadora durante la introduccién
a la unidad y trabajo interactivo durante el debate final.
Tareas para casa Actividad 1.1 (para entregar via Google Classroom).

Recursos
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‘ Actividades 1.2y 1.3.

Sesidn 2: Sistemas de ecuaciones lineales

Correccién de manera grupal de las Actividades 1.2 y 1.3 como
repaso general de sistemas de ecuaciones lineales (40 min):
Numero de soluciones.

Sistemas equivalentes.

Desarrollo ) j ) )
e Método de reduccidn, sustitucidn e igualacion.
e Método grafico.
Resolucién de la Actividad 2.1 de manera individual. Se trabaja
la transicion de registro grafico a registro algebraico (20 min).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.6,2.13
Evaluacion 1.1,1.2,13,1.4,15,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 1,3,8,9
Recursos Recursos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de

actividades.

Metodologia

Expositiva e interactiva (primera parte de la sesion) y trabajo
auténomo (segunda parte de la sesién).

Tareas para casa

Finalizar Actividad 2.1 (para entregar via Google Classroom).
Actividad 2.2.

Sesion 3: Sistemas de ecuaciones no lineales

Recordatorio de las diferencias entre sistemas lineales y no
lineales mediante ejemplos propuestos tanto por el profesor
como por la clase (10 min).

Correccién de la Actividad 2.2 colectivamente en la pizarra. Se

Desarrollo _ ) ) el )
sigue trabajando el registro grafico y se resalta para sistemas
no lineales la posibilidad de obtener un nimero de soluciones
mayor que uno y distinto de infinito (30 min).
Resolucién de la Actividad 3.1 de manera individual (20 min).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.6,2.13
Evaluacion 1.1,1.2,13,1.4,1.5,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 2,3,8,9
Recursos Recursos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de

actividades.

Metodologia

Expositiva e interactiva (primera y segunda parte de la sesidn)
y trabajo auténomo (tercera parte de la sesién).

Tareas para casa

Finalizar la Actividad 3.1.
Actividad 3.2 (para entregar via Google Classroom).

Sesion 4: Problemas con sistemas de ecuaciones

Desarrollo

Correccion de la Actividad 3.1 de manera colectiva (25 min).
Resolucién de las Actividades 4.1 y 4.2 a modo de ejemplo
para la resolucién de problemas mediante sistemas de
ecuaciones (20 min).

Resolucién de las Actividades 4.3 y 4.4 de manera individual
(15 min).
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Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,2.13

Evaluacién 1.1,1.2,13,14,15,16,1.7,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 3,4,8,9
Recursos Recursos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de

actividades.

Metodologia

Expositiva e interactiva (primera y segunda parte de la sesion)
y trabajo auténomo (tercera parte de la sesion).

Tareas para casa través de Google Classroom).

Actividad 4.5 (para entregar via Google Classroom).

Finalizar Actividades 4.3 y 4.4 (las soluciones se facilitaran a

Sesion 5: Sistemas de inecuaciones — una incégnita

sistema (20 min).

Introduccidn a los sistemas de inecuaciones con una incdgnita
mediante la resolucion en grupo de la Actividad 5.1. Se
muestran las diferentes maneras de expresar la solucién del

Desarrollo - o
Resolucién de las Actividades 5.2 y 5.3 por parte del alumnado
formando parejas (30 min).
Correccion de la Actividad 5.2 de manera colectiva,
estableciendo conexidn con la unidad de Funciones (10 min).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.6,2.14
Evaluacion 1.1,1.2,13,14,18,19,1.10,2.3,2.4
Objetivos 58,9
Recursos Rec.u‘rsos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de
actividades.
Metodologia Expositiva, interactiva y cooperativa.

Tareas para casa Finalizar la Actividad 5.3.

Sesion 6: Sistemas de inecuaciones — dos incégnitas

respecto del ejercicio (20 min).

Correccidn de la Actividad 5.3 de manera colectiva y dudas al

Introduccidn a los sistemas de inecuaciones con dos incégnitas

Desarrollo mediante la resolucidon en grupo de la Actividad 6.1. Se

formando parejas (10 min).

muestran la representacion gréfica de la solucién (30 min).
Resolucién de la Actividad 6.2 por parte del alumnado

Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.6,2.14
Evaluacion 1.1,1.2,13,1.4,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 6,8,9
Recursos Rec_u_rsos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de
actividades.
Metodologia Expositiva, interactiva y cooperativa.

Tareas para casa Finalizar la Actividad 6.2.

Sesion 7: Problemas con sistemas de inecuaciones
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Correccidn de la Actividad 6.2 de manera colectiva y dudas al
respecto del ejercicio (20 min).

Desarrollo Resolucién en la pizarra de manera colectiva de las Actividades
7.1y 7.2 a modo de ejemplo (20 min).
Resolucién individual de las actividades 7.3 a 7.6 (20 min).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,15,1.6,2.14
Evaluacién 1.1,1.2,13,14,16,1.7,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 7,8,9
Recursos Recursos humanos, pizarra o pizarra digital y cuaderno de

actividades.

Metodologia

Expositiva e interactiva (primera parte de la sesion) y trabajo
auténomo (segunda parte de la sesién).

Tareas para casa

Finalizar Actividades 7.3, 7.4, 7.5 y 7.6 (se facilitaran las
soluciones a través de Google Classroom).

Sesion 8:

Representacion de sistemas mediante Geogebra

Breve explicacidn sobre el uso basico del software Geogebray
como representar funciones con el mismo (15 min).

Desarrollo Se forman parejas de alumnos para realizar la Actividad 8.1
mediante Geogebra (30 min).
También en parejas, se realiza la Actividad 8.2 (15 min).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.4,1.6,2.13,2.14
Evaluacion 1.2,13,1.4,15,18,1.9,1.10,1.11,1.12,2.3,2.4
Objetivos 3,6,8,9
Recursos Recursos humanos, cuaderno de actividades y ordenadores.

Metodologia

Expositiva, cooperativa e interactiva, trabajo con recursos
tecnolégicos.

Tareas para casa

Sesion 9: Examen de la unidad

Se dedica la sesidon completa a la resolucidn del examen de la

Desarrollo ) i )
unidad didactica.
Contenidos 1.1,1.2,1.3,15,1.6,2.13,2.14
Evaluacion 1.2,13,14,16,1.7,1.8,1.9,1.10,2.3,24
Objetivos 1,2,3,4,56,7,8
Recursos Examen impreso.

Metodologia

Trabajo individual y auténomo.

Tareas para casa

Sesion 10: Resolucion del examen

Desarrollo

Resolucién del examen de la unidad en la pizarra y dudas
acerca del mismo (45 min).

Debate grupal acerca del desarrollo de la unidad: dificultades
halladas tanto en el examen como en la unidad en general,
congruencia entre los problemas trabajados en clase y los
planteados en el examen, etc. (15 min).
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Contenidos 1.1,1.2,1.3,15,1.6,1.7,2.13,2.14

Evaluacién 1.1,1.2,13,14,16,1.7,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 9
Recursos Recursos humanos, pizarra digital o pizarra clasica.

Metodologia

Activa, interactiva y cooperativa, tanto en la resolucién del
examen como en el debate posterior.

Tareas para casa

Sesion 11: Exposicion grupal

La sesion completa se dedica a la exposicidn de los sistemas

Desarrollo preparados durante la Sesién 8 junto con las preguntas
correspondientes.
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.6,1.7,2.13,2.14
Evaluacion 1.1,1.2,13,14,15,18,1.9,1.10,1.11,1.12,2.3,2.4
Objetivos 8
Recursos Pizarra digital.

Metodologia

Expositiva (parte de la presentacion) e interactiva (turno de
preguntas).

Tareas para casa

Sesion 12: Examen de recuperacion

El alumnado que no haya superado el examen de la unidad
realizard el examen de recuperacién, que estard también a
disposicion de aquellos estudiantes que deseen mejorar su

Desarrollo nota anterior.
A quienes no realicen el examen se les proporcionara una serie
de puzles y acertijos matematicos (Actividades 12.1, 12.2 y
12.3).
Contenidos 1.1,1.2,1.3,1.5,1.6,2.13,2.14
Evaluacion 1.2,13,14,16,1.7,1.8,1.9,1.10,2.3,2.4
Objetivos 1,2,3,4,5,6,7,8
Recursos Recursos humanos, examen impreso y ficha impresa.

Metodologia

Trabajo individual y auténomo.

Tareas para casa

Tabla 16. Temporalizacion de la unidad diddctica por sesiones (elaboracion propia)

6.11. Evaluacion

Los criterios de evaluacién correspondientes a cada actividad propuesta en la

unidad didactica se detallaron en el apartado anterior. Dichos criterios, asi como los

estandares de aprendizaje evaluables, se definen en el Real Decreto 1105/2014 (art. 2).

Los criterios de evaluacién se consideran “el referente especifico para evaluar el

aprendizaje del alumnado. Describen aquello que se quiere valorar y que el alumnado
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debe lograr, tanto en conocimientos como en competencias; responden a lo que se
pretende conseguir en cada asignatura”.

En cuanto a los estdndares de aprendizaje evaluables, se describen como
“especificaciones de los criterios de evaluacion que permiten definir los resultados de
aprendizaje, y que concretan lo que el estudiante debe saber, comprender y saber hacer
en cada asignatura; deben ser observables, medibles y evaluables y permitir graduar el
rendimiento o logro alcanzado. Su disefio debe contribuir y facilitar el disefio de pruebas

estandarizadas y comparables”.

A continuacién se reunen los criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje

correspondientes a los bloques 1 y 2 de la asignatura de Matemadticas Orientadas a

Ensefianzas Académicas de 42 de ESO.

Criterios de evaluacion CC Estandares de aprendizaje evaluables
Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

1. Expresar verbalmente, de
1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso

forma razonada el proceso CCL . . )

i ) seguido en la resolucion de un problema, con el rigor y la

seguido en la resolucién de un | CMCT o
precision adecuada.

problema.
2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).
2.2. Valora la informacién de un enunciado y la relaciona
con el nimero de soluciones del problema.
2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los

2. Utilizar  procesos de resultados de los problemas a resolver, valorando su

razonamiento y estrategias de utilidad y eficacia.

resolucién de problemas, | CMCT | 2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de

realizando los calculos | CAA | razonamiento en la resolucion de problemas reflexionando

necesarios y comprobando las sobre el proceso de resolucidn de problemas. Identifica

soluciones obtenidas. patrones, regularidades y leyes matematicas en situaciones
de cambio, en contextos numéricos, geométricos,
funcionales, estadisticos y probabilisticos Utiliza las leyes
matemadticas encontradas para realizar simulaciones y
predicciones sobre los resultados esperables, valorando su
eficacia e idoneidad.

3. Describir y analizar

situaciones de cambio, para

encontrar patrones, CCL

regularidades y leyes | CMCT | -

matematicas, en contextos CAA

numeéricos, geométricos,

funcionales,  estadisticos vy
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probabilisticos, valorando su

utilidad para hacer predicciones.

4. Profundizar en problemas

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucién y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando otras formas de resolucion.

resueltos planteando pequefias | CMCT .
o 4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto:
variaciones en los datos, otras | CAA ) .
variando los datos, proponiendo nuevas preguntas,
preguntas, otros contextos, etc. . ]
resolviendo otros problemas parecidos, planteando casos
particulares o mds generales de interés, estableciendo
conexiones entre el problemay la realidad.
5. Elaborar y presentar informes CCL . ) .
5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas de las
sobre el proceso, resultados y | CMCT ) ) o o )
. . conclusiones obtenidas utilizando distintos lenguajes:
conclusiones obtenidas en los | CAA ) . Lo o o
) L algebraico, grafico, geométrico, estadistico-probabilistico.
procesos de investigacion. SIEP
6.1. Identifica situaciones problemdticas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.
6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo
6. Desarrollar procesos de real y el mundo matematico, identificando el problema o
matematizacion en contextos de problemas matematicos que subyacen en él y los
la realidad cotidiana (numéricos, | CMCT | conocimientos matematicos necesarios.
geométricos, funcionales, CAA | 6.3. Usa, elabora o construye modelos matemadticos
estadisticos o probabilisticos) a CSC | sencillos que permitan la resolucion de un problema o
partir de la identificacion de | SIEP | problemas dentro del campo de las matematicas.
problemas en  situaciones 6.4. Interpreta la solucion matemadtica del problema en el
problematicas de la realidad. contexto de la realidad.
6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto real,
para valorar la adecuacién y las limitaciones de los modelos,
proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.
7. Valorar la modelizacién
matematica como un recurso
para resolver problemas de la . ) )
) s CMCT | 7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones
realidad cotidiana, evaluando la ]
o o CAA | sobre ély sus resultados.
eficacia y limitaciones de los
modelos utilizados o
construidos.
8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
) matemadticas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad vy
8. Desarrollar y cultivar las » L
. . aceptacion de la critica razonada.
actitudes personales inherentes | CMCT

al quehacer matematico.

8.2. Se plantea la resolucién de retos y problemas con la
precisidn, esmero e interés adecuados al nivel educativoy a
la dificultad de la situacion.
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8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la
actitud adecuada para cada caso.

8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion, junto
con habitos de plantear/se preguntas y buscar respuestas
adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos como en la
resolucidn de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resoluciéon de

9. Superar  bloqueos e | CMCT . L .
] ] . problemas, de investigacion y de matematizacion o de
inseguridades ante la resolucidon | CAA L . .

) . . modelizacién, valorando las consecuencias de las mismas y
de situaciones desconocidas. SIEP o ) -

su conveniencia por su sencillez y utilidad.

10. Reflexionar sobre |las CMCT 10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los
decisiones tomadas, CAA procesos desarrollados, valorando la potencia y sencillez de
aprendiendo de ello para SIEP las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
situaciones similares futuras. similares.
11. Emplear las herramientas 11.1. Selecciona herramientas tecnolégicas adecuadas y las
tecnolégicas adecuadas, de utiliza para la realizacion de cdlculos numéricos, algebraicos
forma auténoma, realizando o estadisticos cuando la dificultad de los mismos impide o
calculos numéricos, algebraicos no aconseja hacerlos manualmente.
o estadisticos, haciendo 11.2. Utiliza medios tecnoldgicos para hacer
representaciones graficas, oMCT representaciones graficas de funciones con expresiones
recreando situaciones D algebraicas complejas y extraer informacién cualitativa y
matematicas mediante CAA cuantitativa sobre ellas.

simulaciones o analizando con
sentido critico situaciones
diversas que ayuden a |la
comprension de  conceptos
matemadticos o a la resolucién de
problemas.

11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la soluciéon de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnolégicos.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con
herramientas tecnoldgicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12. Utilizar las tecnologias de la
informacién y la comunicacion
de modo habitual en el proceso
de aprendizaje, buscando,
analizando y seleccionando
informacién relevante en
Internet o en otras fuentes,
elaborando documentos
propios, haciendo exposiciones
y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en
entornos  apropiados  para
facilitar la interaccion.

12.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacién, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de busqueda, andlisis y seleccién de informacion
relevante, con la herramienta tecnoldgica adecuada vy los

CCL | comparte para su discusion o difusion.

CMCT | 12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la exposicion

CD oral de los contenidos trabajados en el aula.

CAA | 12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.

Bloque 2. Numeros y algebra
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3. Construir e interpretar

3.1. Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje
algebraico.
3.2. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza

expresiones algebraicas, CCL N o i ,
o utilizando la regla de Ruffini u otro método mas adecuado.
utilizando con destreza el | CMCT ] ] ) ] )
) . 3.3. Realiza operaciones con polinomios, igualdades
lenguaje algebraico, sus | CAA ] ] )
. . notables y fracciones algebraicas sencillas.
operaciones y propiedades. o )
3.4. Hace uso de la descomposicion factorial para la
resolucidn de ecuaciones de grado superior a dos.
4. Representar y analizar . .
) ) ] 4.1. Hace uso de la descomposicion factorial para la
situaciones y relaciones o . .
. N resolucidn de ecuaciones de grado superior a dos.
matemadticas utilizando CCL . o o
. ) . 4.2. Formula algebraicamente las restricciones indicadas en
inecuaciones, ecuaciones y | CMCT ) » ) . )
. una situacion de la vida real, lo estudia y resuelve, mediante
sistemas para resolver CcD

problemas matematicos y de
contextos reales.

inecuaciones, ecuaciones o sistemas, e interpreta los
resultados obtenidos.

Tabla 17. Criterios de evaluacion, competencias clave y estdndares de aprendizaje

(fuente: BOE)

La calificacién obtenida por cada alumno se calculard mediante el sistema SENECA.

Dicha plataforma realiza una ponderacién asociando un determinado porcentaje de la

nota total a cada criterio de evaluacion. De esta manera, al evaluar una actividad, se

estan evaluando implicitamente aquellos criterios asociados a dicha actividad. Por

tanto,

la calificacion asociada a cada criterio se calcula como

la media de las

calificaciones obtenidas en todas las actividades ligadas a dicho criterio. La nota final de

la unidad se calcula mediante la citada ponderacion, donde cada criterio de evaluacién

equivale a un porcentaje del total.
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7. CONCLUSIONES

Como objetivo principal del proyecto se establecié la puesta en practica de todos
los conocimientos y aprendizajes adquiridos a lo largo del Master Universitario en
Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional
y Ensefianza de Idiomas. Se puede concluir, sin lugar a dudas, que el Trabajo de Fin de
Master es una excelente herramienta para tal fin, asi como para conocer la normativa
que rige la Educacion Secundaria y el Bachillerato y como primer contacto con la
actividad docente y el desarrollo de unidades didacticas.

La labor del profesor de Matematicas no es una tarea facil; se debe hacer frente,
por un lado, a la reticencia inicial por parte del alumnado con respecto a la asignaturay
al escaso interés en la misma, ademads de las numerosas dificultades y obstaculos que
presentan durante el aprendizaje. En ese sentido, resulta de gran ayuda el conocimiento
de las matematicas a alto nivel, ya que permite enfocar cada situacion o problema desde
diferentes prismas. No obstante, es esencial no sélo comprender y controlar la materia,
sino ser capaz de transmitirla al alumnado de manera efectiva y significativa, teniendo
en cuenta que su nivel de madurez no es el de una persona adulta y considerando que
cada estudiante es diferente al resto. Para ello es de gran importancia ponerse en el
papel del alumno, entender su pensamiento y forma de razonar o actuar, y de esta
manera identificar sus dificultades e incluso anticiparse a ellas.

Asimismo se ha comprobado que la materia de Sistemas de Ecuaciones,
analogamente al resto de unidades encuadradas en el bloque de algebra, es una de las
mas arduas para el alumnado. Por ello conviene ensefar dicha unidad adecuadamente
y saber transmitir la importancia de los sistemas tanto en la vida cotidiana como en la
académica, ya sea en otras asignaturas o en cursos superiores de las Matematicas. En
apartados anteriores de este proyecto se identificaban, mediante el andlisis de varios
articulos de investigacién académica, algunos de los obstaculos mds habituales que
encuentran los alumnos para hacer frente a los sistemas de ecuaciones, asi como errores
muy frecuentes que se cometen en la ensefianza y en el disefo de libros de texto. En
ese aspecto se ha tratado de elaborar una unidad didactica efectiva y transversal, que
favorezca la integracion de conocimientos de varias areas y que permita salvar las
dificultades observadas anteriormente, promoviendo aprendizajes mas significativos y
la transicion bidireccional entre los registros verbal, algebraico y grafico de los sistemas
de ecuaciones.

Por ultimo, este ultimo afio y varios meses nos han ensenado que la cercania facilita
en gran medida la labor docente. El impacto de la pandemia por COVID-19 ha sido
especialmente notorio, entre otros sectores, en la comunidad educativa. La pérdida de

Pagina 97 de 115



Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas

Univer.sidadxdeJaén
contacto con el alumnado ha sido devastadora en muchos casos, aunque ha abierto la
puerta al desarrollo e inclusién de innumerables recursos tecnolégicos que, sin duda, se
continuardn empleando de ahora en adelante. Como moraleja se puede concluir que la
labor docente debe permanecer en actualizacidn constante, adaptandose a la sociedad
de manera continua e innovando para salvar las dificultades que se vayan presentando,
cosa que es perfectamente factible con profesores cualificados, motivados y dispuestos
a mejorar la comunidad educativa.
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ANEXO I. ACTIVIDADES

A continuacidn se incluyen las actividades a realizar durante el desarrollo de la
unidad didactica de Sistemas de Ecuaciones.

Prueba de evaluacion inicial
Ejercicio 1

e (Cuantas soluciones puede tener un sistema de dos ecuaciones lineales?

e (Qué significa que dos sistemas sean equivalentes?

e Menciona los métodos que conozcas para resolver un sistema de ecuaciones
lineales y explica brevemente en qué consiste cada uno.

Ejercicio 2

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones, si es posible empleando un método
diferente para cada uno:

x—y=2}

a) 3x+y=6

=2 1
y x+} o)

z—5=t
)x+2y=7 }

t+2z=-2
Ejercicio 3
Resuelve graficamente el siguiente sistema de ecuaciones:

x=4-y }
—2x+y=1

Ejercicio 4

Observa el siguiente sistema de ecuaciones y trata de resolverlo. ¢Cudntas
soluciones tiene? ¢En qué se diferencia de todos los sistemas anteriores?

x—y=4 }
y?+3x =10

Actividades ordinarias
Actividad 1.1. Investigacion histdrica.

¢Qué civilizaciones emplearon sistemas de ecuaciones en la antigliedad? ¢Para qué
los utilizaban? ¢Qué matemadticos realizaron aportaciones a la investigacién de los
sistemas de ecuaciones? ¢ Por qué otras hazafias fueron conocidos esos matematicos?

Actividad 1.2.

e ¢(Cudntas soluciones puede tener un sistema de ecuaciones lineales? Pon un
ejemplo para cada caso y represéntalo grafica y algebraicamente.
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e (Qué son los sistemas equivalentes? Pon un ejemplo y represéntalo grafica y
algebraicamente.

e (Qué métodos conoces para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales?
¢En qué consiste cada uno?

Actividad 1.3.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones algebraicamente y graficamente.

xX—y=2). y=2x+1}_ x=y+3}
@) 3x+y=—6}’b) x+2y=7 5 ©) 2x—6=2y

d) z+5=t 2x=4—2y}

;e
t+22=—4} ) x+y=5

Propdn un sistema que sea equivalente al sistema b).
Actividad 2.1. Virus libre en el laboratorio

En un laboratorio de investigacion bioquimica se ha derramado un bote de ensayos
por error, liberando un peligroso virus por toda la estancia. Por suerte existe un sistema
de proteccién formado por dos pistolas laser que son capaces de eliminarlo. Sin
embargo, el virus es tan potente que para neutralizarlo completamente hay que apuntar
con las dos pistolas a la vez.

a) Si el virus esta situado en el punto A del laboratorio, ¢qué dos rayos podrian
utilizarse para neutralizarlo? Dibuja al menos dos ejemplos en la grafica y
represéntalos también mediante su expresion algebraica.

b) Si el virus se encuentra ahora sobre el punto B, una pistola se sitla sobre el punto
(-3,0) y la otra se situa sobre el punto (-4,2), dibuja los rayos necesarios para
eliminar el virus y escribe su representacion algebraica.
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-2

c) Si el virus se encuentra ahora sobre el punto C y disparamos con la primera
pistola desde el punto (2,-1), dibuja y escribe dos rayos de la segunda pistola que

no serian validos para eliminar el virus.

4

-2
Actividad 2.2.

A continuacién se dan tres parejas de funciones; cada pareja esta formada por una

recta y una parabola.

Pareja Recta Parabola
A y=2x+3 y=3x—x*+5
B 2y+2x=1 y=x%-3x+2
C y=2x—2 y=x%-1

Averigua en qué coordenadas se cortan ambas funciones en cada caso, empleando

un grafico y también de manera algebraica.
Actividad 3.1.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

—-1= _ xy =4
o e b ST e ey 11 s
X+y=2 ’ xz_y2=40' y=x3—3x+1’ E=;—;
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Actividad 3.2. La motocicleta amarilla

Un conductor que viaja en coche avista una moto amarilla varios metros por delante
de él. Al recordar que su mejor amigo tiene una Honda muy parecida, se pregunta si sera
él quien la conduce.

‘ 23,75 m ’

El coche avanza a una velocidad constante de 20 m/s. La motocicleta, por otro lado,
avanza a 8 m/s, aunque en el momento del avistamiento el conductor comienza a
acelerar a un ritmo de 2m/s2. Se sabe ademas que en ese instante la moto se
encontraba 23,75 m por delante del coche.

¢Sera el conductor del coche capaz de reconocer al motorista pasando por su lado?
En caso de cruzarse, élo hardn sélo una vez? ¢En qué momento y a qué distancia?

Describe la situacién de ambos vehiculos en cada momento: qué es lo que ocurre,
quién va por delante, etc.

Recordatorio.

Expresidn para calcular el espacio avanzado por un vehiculo que acelera:

1 .
s=so+v0t+zat

Expresién que relaciona la velocidad y el tiempo (para velocidad constante):
s
V==
t

Actividad 4.1.

Para contratar la tarifa de internet hemos consultado a dos operadoras diferentes:
Mega-Moavil y Telefonéame. Mega-Mdvil cobra una cuota fija de 5 € al mes y un extra
de 1 € por cada GB consumido. Telefonéame, por otro lado, ofrece una cuota fija de 8 €
mas un coste adicional de 0,5 € por cada GB consumido.

Representa graficamente el precio de cada tarifa en funcién de los GB consumidos.

é¢Cuantos GB tendremos que consumir en un mes para que ambas compaiiias nos
cobren lo mismo? ¢Cuanto seria el coste total en ese caso?

Comprueba la solucién de manera algebraica.
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Actividad 4.2.

El Real Jaén Club de Futbol quiere calcular las dimensiones de su estadio para un
estudio urbanistico de ampliaciéon. Se sabe que el drea contando sélo el terreno de juego
es de 6.500 m?, y si se tienen en cuenta las gradas que lo rodean asciende a 20.000 m?.
Teniendo en cuenta que el ancho de las gradas es de 30 metros en todo el estadio,
écuales son las dimensiones del campo?

Actividad 4.3.

Hace unos afios Marcos heredé de su abuelo una parcela de terreno muy fértil
repleta de darboles frutales. Tiempo mas tarde, viendo que no tiene tiempo para
aprovecharla y que la tierra va a echarse a perder, ha decidido venderla. Para poner un
anuncio en internet quiere calcular las dimensiones que tiene la propiedad.

Se sabe que la parcela tiene forma de triangulo isdsceles, y que justo en la mitad del
lado desigual se construyd una pequefia chabola para guardar herramientas. Segun
contaba el abuelo, la distancia desde la chabola hasta el limonero que hay en el vértice
opuesto del terreno es de 12 metros. Ademas, se sabe que para cercar toda la superficie
del campo se necesitaron 40 metros de verja metdlica.

¢Cuales son las dimensiones de la parcela?
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Actividad 4.4.

Para llenar una piscina se dispone de dos tuberias de diferente tamafio. La primera
tuberia en solitario tarda en llenar la piscina el doble que la segunda. No obstante, si se
abren ambos grifos simultdaneamente, la piscina se llena en 10 minutos.

¢Cuanto tarda cada tuberia por separado en llenar la piscina?
Actividad 4.5. Inventa tu propio problema

A continuacién se muestran varios sistemas de ecuaciones representados en
lenguaje algebraico. Trata de inventar, para cada uno de ellos, el enunciado de un
problema que pueda resolverse mediante dichos sistemas.

3x + 2y = 55) xy =12 _ x+y=>50
@) x+3y=32}'b) 2x+2y=25}’c) 2x—y=35}

Actividad 5.1.

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la solucién de
diferentes maneras:

4 — 3x
—<1
3x —6> 0. 4+x <6, 2 ) 4 —2x<3
) x2<9 }'b)3<1—2x}'c) ’d)5x+62x2}
2=>2-+x
3
En el apartado a), indica si los valores x = =3, x = 2 y x = 3 son solucidén del
sistema.
Actividad 5.2.

Observa las siguientes graficas vy, sin resolver las inecuaciones, responde:

a) éPara qué valores de x se cumple x — 3 > —x/2?

O f:ry=x-3 : K
O : i
X -
g_yz_i \
/
+ 41 0 1 2 3

7

b) ¢Para qué valores de x se cumple —x — 1 > x2 — 2x — 3?
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@ flx) = —x—1 : P
@) g y=x*-2x-3

+

¢Qué conclusiones podrias sacar de las graficas e inecuaciones anteriores?
Actividad 5.3.

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la soluciéon de
diferentes maneras:

— 7x < 8

2x<d—x—x?) o o0 XS] 2 +3)>x+61. 1 S 10
@) 18 > 2x2 'b)4+x<—+2' ) 2x —7 < }’d)3 ->—
> 2x =3 x—7<3 +4_3

Actividad 6.1.

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la solucién
graficamente en el plano:

x>y } )x2—4Sy}

) y—3x>—2}
YV _y<2x-3 X—y>-2

9 842y <6x

Para el apartado a), indica si los puntos (3,3) — (1,1) — (2,-1) son solucidn del sistema
y justificalo tanto graficamente como algebraicamente.

Actividad 6.2.

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la solucién

graficamente en el plano:

x
<_
Q) y= -2 }_b)y—5<—x2}_c) x>y }_d) Y3
x—2y<2)’ x2-3<y)’ x+3<y)’ 4—y=>x
5x >3y —12

Actividad 7.1.

Tenemos un listdon de madera de 120 cm de largo. Al intentar medir su longitud con
palmos de la mano, he descubierto que con 5 palmos me quedo corto, pero con 6 me
paso de largo. ¢ Cuanto mide el palmo de mi mano?
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Actividad 7.2.

Tus padres estan pensando en comprar un coche nuevo y una plaza de garaje para
aparcarlo, pero no quieren gastar mas de 35.000 € en total entre las dos cosas. Por otro
lado, para que ambos desembolsos no sean muy desparejos, han determinado que el
coche no debe ser 5.000 € mds caro que el aparcamiento. ¢Cudl es el rango de precios
gue pueden gastar tanto para el coche como para el parking? Representa las condiciones

de manera grafica, sefialando la region solucién que cumple todos los requisitos.

Actividad 7.3.

Alberto estd buscando trabajo como comercial para vender coches y, tras acudir a
varias entrevistas, ha recibido dos ofertas de trabajo de concesionarios que estan
interesados. Por un lado, Renault le ofrece un sueldo fijo de 1.200 € al mes y un extra de
200 € por cada coche vendido. Por otro lado, Ford le propone un sueldo fijo de 1.500 €
al mes mas un plus de 150 € por vehiculo vendido.

¢Cuantos coches debe vender para que le sea mas beneficioso trabajar en Renault?
¢Y para ganar mas dinero trabajando en Ford?

¢Existe alguna situacion en la que le diese igual trabajar en un concesionario u otro?
¢Qué cantidad de coches tendria que vender para ganar lo mismo en cualquiera de los
dos trabajos? ¢ Cuanto seria el sueldo para ese nimero de coches vendidos?

Actividad 7.4.

La orquesta de vuestro pueblo esta formada por hombres y mujeres de diferentes
edades, aunque no sabéis la cantidad exacta de integrantes que hay. Echando cuentas
en el ultimo concierto, calculasteis que el nUmero de mujeres es al menos el doble que
el numero de hombres. Ademas, segun los registros del secretario, el nimero total de
musicos no llega a 51. {Cual es el nUmero maximo de hombres que tiene la orquesta?

Representa graficamente las posibles soluciones del problema, sefalando el area
gue cumple todas las condiciones, y nombra tres posibles parejas (N2 de hombres — N2
de mujeres) que sean validas.

Actividad 7.5.

Determina el lado de un cuadrado cuya area sea inferior a 16 cm? y cuyo perimetro
no sea inferior a 10 cm.

Actividad 7.6.

Estamos construyendo una casa y el arquitecto nos ha pedido que concretemos el
disefio del jardin. Tenemos claro que queremos una parcela de césped de al menos 50
metros cuadrados. Ademds, queremos que sea mas ancho que largo, pero que la
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anchura no supere el 150% de la longitud. {Qué dimensiones podrd seleccionar el

arquitecto para el disefio del jardin? Representa las posibles soluciones mediante una
grafica y sefiala la regién que cumple todas las condiciones.

Actividad 8.1

Representa los siguientes sistemas mediante Geogebra e indica cual es su solucién:

~ ~ , _ xy < 10
o 2x 3y—6};b) x 4x—y+7};c) x2—4S3X};d) 2x > 5y

Actividad 8.2

Inventa un sistema de ecuaciones o inecuaciones, represéntalo mediante Geogebra
e indica su solucién. Deberds exponer ante la clase el proceso de resoluciéon y el porqué
de la solucién. Ademads, deberds preparar dos preguntas acerca del sistema para
plantear a tus companeros.

Actividad 12.1. La lechuga, la oveja y el lobo

Un granjero volvia a casa al terminar la jornada junto con un lobo, una oveja y una
lechuga. Al llegar al rio que habia frente a su caserio, se dio cuenta de que en la chalupa
sélo habia dos plazas; es decir, en cada viaje sélo podian embarcar el propio granjeroy
un acompanante. El problema es el siguiente: si el lobo se queda solo con la oveja en un
lado del rio, se la comerd; ademas, si la oveja se queda sola con la lechuga en un lado
del rio, también se la comera. { Qué viajes debe hacer el granjero a un lado y otro del rio
para asegurarse de que sus tres acompafantes cruzan sanos y salvos?

Actividad 12.2. Las doce monedas

Un coleccionista ha adquirido un lote de 12 monedas antiquisimas de la época del
Imperio Romano, de las cuales sabe que 11 son auténticas y una es falsa, y quiere
averiguar cudl. Teniendo en cuenta que la réplica tiene un peso diferente al resto, ¢como
hara para identificarla utilizando una balanza de dos brazos y pudiendo realizar sélo tres
pesadas?

Actividad 12.3. Sudoku

Resuelve el siguiente sudoku. Para ello debes ir completando cada casilla con un
numero del 1 al 9, de tal manera que ningln ndimero se repita dentro de la misma fila,
dentro de la misma columna o dentro del mismo cuadrado.
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Actividades de refuerzo

Ademads de las actividades ordinarias se incluyen las siguientes actividades de
refuerzo, ideadas para aquellos alumnos que tengan dificultades para seguir el ritmo de
las clases o para aquellos que quieran afianzar o repasar conceptos.

Actividad R.1

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por el método de reduccion,
igualacion y sustitucion respectivamente, y también de manera grafica:

2x—y=1}_ y=x—3}_ 5—3y=2x}
a)Zy—3x=2’ )y+5=2x' ) x+2y=1

Comprueba que las soluciones obtenidas son correctas.

Propdn tres sistemas equivalentes a cada uno de los anteriores, uno equivalente a
a), otro para b) y otro para c).

Actividad R.2

Indica cual es la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones y exprésalos
algebraicamente, comprobando que la solucién es correcta:

3 4

-2 -1 0 1 2 3 4

Actividad R.3

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones y comprueba que las soluciones
obtenidas son correctas:
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xy==6

. 1 1 .

b 1,1_ .40
y X

x?+y? =25

2 2 —
Q) = x“+y —58}
y_

x? —y% =40

Actividad R.4

Antonio esta ayudando a su padre a contar la recaudacién semanal de la pescaderia,
aunque han tenido un despiste y no recuerdan cuantos billetes y monedas habia de cada
tipo. En la caja habia en total 70 unidades, entre billetes de 5 € y monedas de 2 €.
Ademas, la recaudacion total era de 653 €. ¢ Cuantas monedas y billetes hay?

Actividad R.5

El jardin frente a la oficina en la que trabaja tu padre es de forma rectangular y tiene
una superficie de 8 m?. Sabiendo que el lado largo mide 2 metros mas que el corto,
¢cudles son las dimensiones del jardin? ¢ Hay una sola respuesta para el problema? ¢ Has
descartado alguna solucién? ¢Por qué?

Actividad R.6

Observa las siguientes expresiones algebraicas. ¢Son ecuaciones? ¢Cuantas
incégnitas tienen?

Trata de resolverlos, representando la solucién de distintas formas y comprueba
que dicha solucién es correcta:

X
3—x>1 2x—1) = -2 —+1<4 4x+2>6
@) i) 2%, Lo 2 }:d) ! :
1Sx+5} xc—-2<7 5> x4 3 3—2x > 3x 5}
Actividad R.7

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones, representando la solucién
graficamente y sefalando la regién del plano que cumple todas las condiciones:

4-y>x). 3zy—x _ 2y —x<0
a) 2x—ys3}'b) x2—2x—3<y}'c) 2x+3<y}
Actividad R.8

Para comprar una cafetera de 148 €, al sacar la billetera has comprobado que con 7
billetes no te llega, pero con 9 si. ¢ De qué valor son los billetes que llevas en la cartera?

Actividad R.9

Miguel y yo pesamos entre los dos mas de 130 kg. Sabiendo, ademas, que Miguel
pesa mas que yo, éen qué rango de peso nos encontramos los dos? Representa la region
valida de manera grafica y menciona tres posibles soluciones.
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Actividades de ampliacion

Este conjunto de tareas se incluye de cara a aquellos alumnos que dominen los
conceptos y actividades resueltos en el aula con facilidad y decidan ir un paso mas alla
con ejercicios mas complejos, para mantener su interés y motivacién activos.

Actividad A.1
Ajusta las siguientes reacciones quimicas empleando sistemas de ecuaciones:
Na + Cl, - NaCl
N,0 + H,0 - HNO;
NH; + H,S0, = (NH,),S0,
Actividad A.2

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

o) x=2y+1 _ )x3—y2=3}_ ) logx+logy=1}
Jr+y—Jx—y=2f xy=2 )’ 9+y=x

Actividad A.3

El vestibulo del ayuntamiento de Valdepefias es rectangular y tiene un drea de 8 m2.
El alcalde se estd planteando hacer una remodelacién para ampliar la estancia, y el
arquitecto le ha dicho que alargando uno de los lados en 1 metro y el otro en 2 metros,
el drea total aumentard en 5 m2. ¢ Cudles son las dimensiones actuales del vestibulo?

Actividad A.4
Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones representa la solucion de
diferentes maneras:
1
4 — >0
— <0 3x—-5>4 } X2 +2x =
a) x2 — i b ; C

5x—3<5 4-Vx-121 S-1<1

Actividad A.5

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la solucién

graficamente:

2 Z<x+4 *y =6

o) V<% Lpn Y S };c)y—4<zx
x<2+y

y<x

Actividad A.6

Vuestra vecina ha decidido cambiar las ventanas de casa para poner unos cristales
nuevos de PVC que mantengan mejor el calor en el interior. Una de las ventanas es
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cuadraday la otra rectangular. Ademas estan perfectamente alineadas a la misma altura
de la pared, y la altura de la ventana rectangular es igual al lado de la ventana cuadrada.
Si el drea total ocupada por las ventanas no puede ser superior a 2 m?, y el tramo de
pared disponible es de 3 metros de largo, i qué tamafios de ventana puede elegir nuestra
vecina? Importante tened en cuenta que las ventanas estan separadas entre si medio
metro.

Examen de la unidad
Ejercicio 1 (1 pt)

a) Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones por el método grafico y otro método

que tu elijas:

y—2x=—2}
@) 6—2y=x

b) Propdn un sistema equivalente al anterior.
Ejercicio 2 (2 pt)

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

+2=4 1t 1
DIy T Ty
y—x=1 Xy =6

Ejercicio 3 (1,5 pt)

En el barrio donde vives suele haber dos taxistas, Fran y José. Fran cobra una cuota
fija de 5 € por la carrera, ademas de 1,5 € por cada kildmetro recorrido. José, en cambio,
cobra una cuota fija de 8 € por la carrera, aunque cobra a 1 € el kildmetro recorrido.
Calcula los kildmetros que deberiamos recorrer en taxi para que el precio de Fran y José
sea el mismo.

Ejercicio 4 (2 pt)

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:
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_ X
3x 4<2} )ﬁ—5<0} 1+—>3}

@) 5% o) 2
3_2+5 5<2x+7 4<2%—1

Ejercicio 5 (1,5 pt)

Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones y representa la soluciéon

graficamente:

2

x+X<1 }
—-6+x <2y

Ejercicio 6 (2 pt)

En una clase de Bachillerato hay mas del doble de estudiantes morenos que de
rubios. En la Ultima semana de curso se celebré una fiesta a la que acudieron la mitad
de los morenos de la clase y todos los rubios menos uno; ademads, acudieron 3 personas
invitadas que también eran morenas. Sabiendo el nimero de morenos en la fiesta era
superior al nimero de rubios, ¢cudntos morenos y rubios podria haber dentro de la

clase? Representa la solucion graficamente.
Examen de recuperacion
Ejercicio 1 (1,5 pt)

a) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método grafico y otro
método que tu elijas:

a)

)

6=2y—x) x==+1
3—x=y} b) }

¢En qué se diferencian?
b) Propdn un sistema equivalente al sistema a).

Ejercicio 2 (2 pt)

a) ¢éEn qué se diferencia un sistema no lineal de un sistema lineal? ¢Cudntas
soluciones pueden tener los sistemas no lineales?
b) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

8 1+1 1
Xy = — . -4 — =
x:z—y}’b) xxyy=4

a)

Ejercicio 3 (1,5 pt)

Para contratar la luz en tu nueva casa has consultado a dos compainiias: lluminados
y Maxi-Luz. La primera te ofrece una cuota fija de 25 € mds 15 céntimos por kWh
consumido. La segunda cobra 35 € de cuota fija, pero vende cada kWh a 10 céntimos.
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¢Qué cantidad de kWh debemos consumir para que ambas compaiiias nos cobren lo
mismo? {De cuanto sera la factura en ese caso?

Ejercicio 4 (2 pt)

Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y representa la soluciéon de

diferentes maneras:

X x*2—4<0
2x—=3>0) ,, 1+=<4 |
NS }’C) g +x

Ejercicio 5 (1,5 pt)
Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones y representa la solucién graficamente
en el plano:

3x—2y§6}
2y +2<x

Ejercicio 6 (1,5 pt)

En un equipo de futbol de liga amateur no puede haber inscritos mas de 20
jugadores. Si el equipo que va primero en el campeonato fichase 4 jugadores diestros,
habria mas del doble de diestros que de zurdos en el equipo. ¢Cudntos jugadores
diestros y zurdos podria haber en el equipo? Representa la solucién graficamente y da

tres combinaciones posibles de la cantidad de zurdos y diestros.
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