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Resumen

La Geometria Analitica es una rama de las Matematicas que se empieza a aprender en
42 de la ESO, en un momento en que la Geometria deja de verse desde exclusivamente
desde un enfoque sintético, basado en las propiedades de las figuras y cuerpos
geométricos, para introducir un lenguaje algebraico que defina estos objetos en
términos de lugares geométricos sobre un sistema de referencia dado.

Tradicionalmente este salto produce una ruptura y un gran aislamiento con respecto al
resto de ramas de las Matematicas que no es tal, debido a la abstraccién y a la dificultad
para comprender su aplicabilidad.

El presente Trabajo Fin de Master afronta este hecho tratando de buscar las
herramientas con las que disefiar una unidad didactica, a la vez que integra y lleva a la
practica los saberes aprendidos en este curso académico.

El perfil psicopedagdgico del alumnado de este nivel educativo —en plena adolescencia
y en un momento en el que se define su trayectoria posterior-, sus heterogéneas
necesidades fruto de una multitud de factores como el entorno familiar, las dindmicas
gue se crean en los grupos y el contexto de un centro concreto conforman el resto del
escenario en el que deberemos realizar nuestra labor docente, y desarrollar esta unidad
en particular.

Abstract

Analytical geometry is a mathematical subject that begins to be learnt during the 4th
year of ESO, at a time when Geometry is no longer seen exclusively from a synthetic
approach based on the properties of geometric figures and bodies, to introduce an
algebraic language that defines these objects in terms of geometric places given a
coordinate system.

Traditionally, this step produces a break and a great isolation with respect to the rest of
the mathematical fields, which should not be the case, due to abstraction and difficulty
in understanding its applicability.

The present master's thesis addresses this fact by trying to find the tools to design a
teaching unit, while integrating and putting into practice the knowledge learned during
this academic year.

The psychopedagogical profile of the students of this educational level —in full
adolescence and at a time when their subsequent career is being defined-, their
heterogeneous needs as a result of a multitude of factors such as the family
environment, the dynamics that are created in the groups and the context of a specific
center, they all constitute the scenario in which we will have to carry out our teaching
work, and develop this particular unit.
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1. Introduccidn

El presente documento se ha redactado como Trabajo de Fin de Master (TFM) del
Madster en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacion
Profesional y Ensefianza de Idiomas, en la especialidad de Matematicas.

En concreto se centrard sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje de la Geometria
Analitica que tiene lugar en el final del curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria
(Matemadticas orientadas a las enseflanzas académicas, 42 de la ESO) y continuara
después en el Bachillerato.

Para ello, se partird de un encuadre curricular y epistemolégico de esta materia, junto
con una fundamentacién didactica que permitan analizar mejor las cuestiones que
rodean esta ensefanza: enfoques y planteamientos para abordar los contenidos,
metodologias y recursos disponibles y deseables o dificultades de aprendizaje para el
alumnado?. La finalidad serd trasladar este anélisis a una proyeccion didactica completa
para esta unidad.

2. Objetivos

Los objetivos de este TFM tienen una doble vertiente: los de aprendizaje, como
aplicacion y compendio de los estudios de Madaster cursados; y los didacticos,
relacionados con la docencia de la Geometria Analitica en la secundaria.

De entre los objetivos de aprendizaje relacionados con el Master destacaremos:

- Desarrollar la competencia profesional del profesorado para planificar su
actuacién didactica en el aula, intentando evitar un punto de vista simplista.

- Ejercitar la capacidad para realizar una transposicién didactica completa, para

Ill Ill

trasladar el “saber sabio” de la ciencia al “saber aprendido” por el alumnado
(siendo conscientes de la primera transposicion didactica que viene dada por el
sistema educativo espafiol y andaluz en particular, y de nuestras posibilidades y
responsabilidad como profesorado al cargo de la segunda transposicidon que

adaptara dicho saber a la actividad del aula).

- Elaborar propuestas y llevarlas a cabo sobre la adquisiciéon de aptitudes y
destrezas intelectuales y emocionales.

- Aplicar los conocimientos aprendidos durante las asignaturas del Master y
durante la fase de practicas para realizar una programacion realista y bien

L Alo largo de este trabajo se ha pretendido emplear un lenguaje neutro en lo posible, no obstante, toda
referencia colectiva ha de entenderse aludiendo a cualquier género.
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contextualizada, adaptada a las necesidades del grupo y de los requisitos del
sistema educativo.

- Conocer las caracteristicas del alumnado, su contexto social y sus motivaciones;
para implicarse mejor en su desarrollo académico y personal.

- Aplicar y conocer una diversidad de recursos educativos que amplien las
destrezas necesarias para desarrollar la labor docente.

De entre los objetivos didacticos relacionados con la ensefianza de la Geometria
Analitica, destacan:

- Profundizar en el conocimiento de los problemas que plantea tanto la ensefanza
por parte del docente como el aprendizaje del alumnado relacionados con esta
unidad.

- Alcanzar un aprendizaje significativo de la necesidad y la utilidad de la Geometria
Analitica, que sirva de base para su ampliacién posterior.

- Posibilitar la articulacidn de las técnicas sintéticas con las analiticas, para que
sean entendidas como un todo dentro de la Geometria, y que establece ademas
conexiones evidentes con otros blogues como el calculo, el algebra o las
funciones.

- Incorporar a la docencia los recursos y metodologias necesarias para interiorizar
y comprender mejor el aprendizaje de la Geometria Analitica, asi como para
desarrollar la competencia matematica propia de los objetivos de este nivel
educativo (uso de programas de geometria dinamica a disposicién del alumnado,
realizacion de actividades motivadoras, activas y contextualizadas, etc.).
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3. Fundamentacion curricular

En este apartado del trabajo procederemos a encuadrar la unidad didactica a desarrollar
dentro del curriculo propio del curso de 42 de la ESO, analizando por un lado tanto los
contenidos y criterios de evaluacion minimos que le corresponden, como la
temporalizacién aproximada que puede requerir y los materiales habituales con los que
contamos el profesorado a la hora de trabajar esta parte de la asignatura.

Para ello, metodolégicamente vamos a proceder de la siguiente manera:

e Recuperaremos la mencionada informacién respecto del curriculo que aparece
en la normativa vigente para la asignatura de Matematicas Académicas de 42 de
la ESO?.

e Analizaremos y compararemos la temporalizacion y la estructura de este curso
en base un conjunto de programaciones de distintos Institutos de Educacion
Secundaria de la comunidad de Andalucia.

e Y finalmente analizaremos algunos libros de texto de diferentes editoriales para
estudiar la relacion con el curriculo establecido legalmente, las estrategias
metodolégicas que facilitan y los recursos que ponen a disposicion de la
ensefianza-aprendizaje.

3.1. Matematicas Académicas en el curriculo de 42 de la ESO

En nuestro actual sistema educativo, el primer y segundo nivel de concrecién curricular
corresponden a las normativas estatal y autonémica respectivamente. En concreto las
normativas que establecen el curriculo de las asignaturas de esta etapa educativa son:

e Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo
bdsico de la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato

e Orden de 15 de enero de 2021, por la que se desarrolla el curriculo
correspondiente a la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria en la
Comunidad Autonoma de Andalucia, se regulan determinados aspectos de la
atencion a la diversidad, se establece la ordenacion de la evaluacion del proceso
de aprendizaje del alumnado y se determina el proceso de trdnsito entre distintas
etapas educativas.

Fijdndonos en estas dos normativas, extraeremos aqui los contenidos minimos y los
criterios de evaluacion que alli se establecen. Nos fijaremos en especial en el bloque de
Geometria, en el que se encuadra la unidad didactica a desarrollar (en negrita), y en el
bloque de procesos, métodos y actitudes en matemdticas, como bloque fundamental
para alcanzar los objetivos de la asignatura y a desarrollar de manera transversal.
Incorporaremos también en estas tablas las competencias clave que se desarrollan con
cada criterio, no olvidando que son un elemento clave de la evaluacién posterior.

2 Normativa vigente al menos durante el curso 2020-2021, fecha de redaccién de este trabajo, a falta de
conocer cdmo termina de concretarse y desarrollarse la reciente Ley Orgdnica 3/2020, de 29 de diciembre,
por la que se modifica la Ley Orgdnica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion. En lo posible, tratara de
incorporarse a este trabajo la nueva legislacion.
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Tabla 3.1. Contenidos y criterios de evaluacion del bloque de Geometria, de la asignatura de

Matematicas Orientadas a las Ensefanzas Académicas de 42 de la ESO.

Bloque 3. Geometria

Contenidos Criterios de evaluacion y Estandares de aprendizaje
competencias clave asociadas? evaluables

Medidas de angulos en el | 1. Utilizar las unidades CMCT, | 1.1. Utiliza conceptos y relaciones de la
sistema sexagesimal y en angulares del sistema métrico | CAA. trigonometria basica para resolver
radianes. sexagesimal e internacional y problemas empleando medios

Razones trigonométricas. | las relaciones y razones de la tecnoldgicos, si fuera preciso, para
Relaciones entre ellas. | trigonometria elemental para realizar los calculos.

Relaciones métricas en los | resolver problemas
tridngulos. trigonométricos en contextos
reales.

Aplicacién de los | 2. Calcular magnitudes CMCT, | 2.1. Utiliza las herramientas
conocimientos geométricos | efectuando medidas directas | CAA. tecnoldgicas, estrategias y formulas
a la resoluciéon de | eindirectas a partir de apropiadas para calcular angulos,
problemas métricos en el | situaciones reales, longitudes, areas y volumenes de
mundo fisico: medida de | empleando los instrumentos, cuerpos y figuras geométricas.
longitudes, areas y | técnicas o formulas mas 2.2. Resuelve triangulos utilizando las
volimenes. adecuadas y aplicando las razones trigonomeétricas y sus

Semejanza. Figuras | unidades de medida. relaciones.
semejantes. Razdén entre 2.3. Utiliza las férmulas para calcular
longitudes, areas v areas y volumenes de triangulos,
volimenes de cuerpos cuadrilateros, circulos,
semejantes. paralelepipedos, piramides, cilindros,

conos y esferas y las aplica para
resolver problemas geométricos,
asignando las unidades apropiadas.

Iniciacion a la Geometria | 3. Conocer y utilizar los CCL, 3.1. Establece correspondencias
Analitica en el plano: | conceptosy procedimientos CMCT, | analiticas entre las coordenadas de
Coordenadas. Vectores. | basicos de la Geometria CD, puntos y vectores.

Ecuaciones de la recta. | Analitica plana para CAA. 3.2. Calcula la distancia entre dos
Paralelismo, representar, describir y puntos y el médulo de un vector.
perpendicularidad. analizar formas y 3.3. Conoce el significado de

Aplicaciones configuraciones geométricas pendiente de una recta y diferentes
informaticas de geometria | sencillas. formas de calcularla.
dindmica que facilite la 3.4. Calcula la ecuacion de una recta
comprension de conceptos de varias formas, en funcion de los
y propiedades geométricas. datos conocidos.

3.5. Reconoce distintas expresiones de
la ecuacion de una recta y las utiliza
en el estudio analitico de las
condiciones de incidencia, paralelismo
y perpendicularidad.

3.6. Utiliza recursos tecnolégicos
interactivos para crear figuras
geométricas y observar sus
propiedades y caracteristicas.

3 Las siglas que identifican a las competencias en estos bloques son: CMCT, Competencia matematica y
competencias basicas en ciencia y tecnologia. CAA, Competencia para aprender a aprender. CCL,
Comunicacién lingiistica. CD, Competencia digital. SIEP, Sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor.
CSC, Competencias sociales y civicas.
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Tabla 3.2. Contenidos y criterios de evaluacion del bloque de Procesos, métodos y actitudes en
matematicas, de la asignatura de Matematicas Orientadas a las Ensefanzas
Académicas de 42 de la ESO.

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Contenidos

Criterios de evaluacién y
competencias clave asociadas

Planificacién del proceso de resolucion de
problemas.

Estrategias y procedimientos puestos en
practica: uso del lenguaje apropiado:
(grafico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacion del problema, resolver
subproblemas, recuento exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

Reflexion sobre los resultados: revision de
las operaciones utilizadas, asignacién de
unidades a los resultados, comprobacion e
interpretacién de las soluciones en el
contexto de la situacion, busqueda de otras
formas de resolucion, etc.

Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos
numéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

Practica de los procesos de
matematizacion y modelizacion, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades para
desarrollar actitudes adecuadas y afrontar
las dificultades propias del trabajo cientifico.

Utilizacién de medios tecnoldgicos en el
proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenaday la
organizacién de datos.

b). la elaboracién y creacién de
representaciones graficas de datos
numeéricos, funcionales o estadisticos.

c). facilitar la comprensién de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacién de calculos de tipo numérico,
algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la
elaboracion de predicciones sobre
situaciones matematicas diversas.

e). la elaboracidon de informes y
documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informacién y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada el CCL,
proceso seguido en la resolucién de un problema. CMCT.
2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de CMCT,
resolucién de problemas, realizando los célculos CAA.
necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.
3. Describir y analizar situaciones de cambio, para CCL
encontrar patrones, regularidades y leyes CMCT,
matematicas, en contextos numéricos, geométricos, CAA.
funcionales, estadisticos y probabilisticos, valorando su
utilidad para hacer predicciones.
4. Profundizar en problemas resueltos planteando CMCT,
pequeias variaciones en los datos, otras preguntas, CAA.
otros contextos, etc.
5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, CCL,
resultados y conclusiones obtenidas en los procesos de | CMCT,
investigacion. CAA,
SIEP.
6. Desarrollar procesos de matematizacion en CMCT,
contextos de la realidad cotidiana (numéricos, CAA,
geométricos, funcionales, estadisticos o CSC,
probabilisticos) a partir de la identificacidn de SIEP.
problemas en situaciones problematicas de la realidad.
7. Valorar la modelizacién matematica como un CMCT,
recurso para resolver problemas de la realidad CAA.
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los
modelos utilizados o construidos.
8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales CMCT.
inherentes al quehacer matematico.
9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion | CMCT,
de situaciones desconocidas. CAA,
SIEP.
10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, CMCT,
aprendiendo de ello para situaciones similares futuras. | CAA,
SIEP.
11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, CMCT,
de forma auténoma, realizando calculos numéricos, CD,
algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones CAA.
graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayuden a la comprensién de
conceptos matematicos o a la resolucién de
problemas.
12. Utilizar las tecnologias de la informacién y la CCL,
comunicacién de modo habitual en el proceso de CMCT,
aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando CD,
informacién relevante en Internet o en otras fuentes, CAA.

elaborando documentos propios, haciendo
exposiciones y argumentaciones de los mismos y
compartiendo éstos en entornos apropiados para
facilitar la interaccion.
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3.2. Temporalizacion del bloque de Geometria y sus unidades didacticas en la
Asignatura de Matematicas Orientadas a las Enseiianzas Académicas de 42 de la ESO.

Con el fin de enmarcar la temporalizacién y las unidades didacticas propias del bloque
de Geometria, y para obtener un marco de referencia temporal verosimil para el
desarrollo de nuestra unidad didactica, compararemos las programaciones didacticas
del area de matematicas de varios centros de nuestra comunidad a las que se ha podido
tener acceso:

IES Castulo (Linares),
IES Az-Zait (Jaén),
IES San Blas (Aracena),

IES Juan Goytisolo (Carboneras).

Asumiremos una asignacion horaria para esta asignatura de 4 horas semanales, sin
contemplar la posibilidad de refuerzos (Orden de 14 de julio de 2016). Asumiremos
también como referencia el calendario escolar vigente durante el curso 2020-2021, con
un total de 178 dias lectivos para tratar de homogeneizar las asignaciones temporales
de cada programacion. De esta forma el curso tendria unas 35 semanas de duracién y
un maximo de hasta 140 sesiones, aunque para acomodar posibles imprevistos, repasos
y demds, muchas programaciones ajustan la temporalizacion a 30 semanas y/o 120

sesiones.

Como veremos, las principales diferencias, ademas de la extensién de tiempo dedicada
a cada unidad (con leves diferencias, y donde la Geometria Analitica suele ocupar de 9
a 12 sesiones) radica en si adelantar o no el bloque de funciones al de Geometria
Analitica, por sus evidentes relaciones. Como veremos en alguna programacion, esta
interconexién llega a hacerse patente hasta el punto de introducir contenidos de la
Geometria Analitica (como las ecuaciones de la recta, y las condiciones de paralelismoy
perpendicularidad), dentro del bloque de funciones.

Entre las programaciones vigentes a las que se ha podido acceder, y por la situacion
excepcional derivada de la pandemia y del hecho de no haber podido impartir la materia
programada para el final del curso 2019-20, se recoge ademas un analisis y la valoracién
de los aprendizajes imprescindibles que se impartieron y no impartieron en dicho curso,
asi como los contenidos imprescindibles del presente curso (Instruccion 10/2020 de 15
de junio).
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Tabla 3.3 Temporalizacién y organizacién de los contenidos del curso
de 42 de Matematicas Académicas en el IES Az-Zait (Jaén).
Fuente: Programacion del departamento 2020-2021, elaboracién propia.

UNIDAD DIDACTICA Bloque tematico Trlmest.rf:/ Sesiones
Evaluacién
UD 1: Numeros reales Bl 5 N 13
X - X - oque umeros
UD 2: Polinomios y fracciones algebraicas que 197 12
- - - - y Algebra
UD 3: Ecuaciones, inecuaciones y sistemas 20
UD 4: Funciones. Caracteristicas Bloque 4 10
UD 5: Funciones elementales Funciones - 12
UD 6: Semejanza y sus aplicaciones 8
; ; Bloque 3
UD 7: Trigonometria , 15
= = Geometria
UD 8: Geometria Analitica 9
UD 9: Estadistica . c o 11
. -~ oque
UD 10: Calculo de probabilidades , _q 13
- - Estadistica. y Prob.
UD 11: Combinatoria 12
TOTAL 135
*En esta programacion y por la situacion excepcional vivida durante la pandemia, la programacién
recogia los contenidos no abordados en el curso anterior, y aquellos que se consideran indispensables,
por lo que se adaptaron los contenidos para asegurar el cumplimiento de estos indispensables. La
introduccion a la geometria analitica figuraba entre dichos contenidos indispensables.
Tabla 3.4 Temporalizacidn y organizacién de los contenidos del curso
de 42 de Matematicas Académicas en el IES San Blas (Aracena).
Fuente: Programacion del departamento 2016-2017, elaboracién propia.
p i
UNIDAD DIDACTICA Bloque tematico rlmest_r ?/ Sesiones
Evaluacion
UD 1: Numeros reales 4
UD 2: Proporcionalidad Bloque 2 NUmeros 10 12
UD 3: Polinomios y Algebra 14
UD 4: Ecuaciones y Sistemas de ecuaciones 12
UD 5: Funciones Bl ; 8
- L . oque
UD 6: Funciones Polinémicas y Racionales* q. 29 12
: : — Funciones
UD 7: Funciones Exponeciales y Logaritmicas 14
UD 8: Semejanza y Trigonometria Bloque 3 12
UD 9: Vectores* Geometria 12
UD 10: Estadistica Bloque 5 3T 12
UD 11: Probabilidad Estaadisticay 4
UD 12: Combinatoria Probabilidad 4
TOTAL 120
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Tabla 3.5 Temporalizacién y organizacién de los contenidos del curso
de 42 de Matematicas Académicas en el IES Juan Goytisolo (Carboneras).
Fuente: Programacion del departamento 2017-2018, elaboracién propia.

UNIDAD DIDACTICA Bloque tematico Trlmest.rf:/ Sesiones
Evaluacién
UD 1: Numeros reales 9
UD 2: Expresiones algebraicas Blogue 2 Numeros 1°T 8
UD 3: Ecuaciones y sistemas y Algebra 9
UD 4: Inecuaciones y sistemas 9
UD 5: Semejanza y Trigonometria 10
. . p Bloque 3
UD 6: Aplicaciones de la trigonometria , 29T 9
= = Geometria
UD 7: Geometria Analitica 9
UD 8: Funciones 8
UD 9: Funciones elementales Bloque 4 8
UD 10: Introduccién al concepto de limite Funciones 8
UD 11: Introduccidn al concepto de derivada - 8
UD 12: Combinatoria Bloque 5 7
UD 13: Probabilidad Estadistica y 9
UD 14: Estadistica Probabilidad 9
TOTAL 120
Tabla 3.6 Temporalizacidn y organizacién de los contenidos del curso
de 42 de Matematicas Académicas en el IES Castulo (Linares).
Fuente: Programacion del departamento 2020-2021, elaboracién propia.
UNIDAD DIDACTICA Bloque tematico Trlmest-r,e/
Evaluacion
UD 1: Numeros reales
UD 2: Expresiones algebraicas Bloque 2 Numeros 1eT1
UD 3: Ecuaciones y sistemas y Algebra
UD 4: Inecuaciones y sistemas
UD 5: Semejanza y Trigonometria
- . p Bloque 3
UD 6: Aplicaciones de la trigonometria , 29
= = Geometria
UD 7: Geometria Analitica
UD 8: Funciones Bloque 4
UD 9: Funciones elementales Funciones
UD 10: Combinatoria Bloque 5
- - 3T
UD 11: Probabilidad Estadistica y
UD 12: Estadistica Probabilidad

*En esta programacion clasifican los criterios de evaluacién en criterios basicos (>50%),
criterios medios, y criterios avanzados (aproximadamente un 10%). Todos los del bloque de

Geometria se consideran basicos.
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Algunas conclusiones

Como anunciabamos al inicio, no hay unanimidad acerca de la posibilidad de adelantar
el bloque de Funciones al de Geometria. En realidad son dos aproximaciones de una
misma cuestion, por lo que lo verdaderamente importante es hacer énfasis en la
necesidad de evidenciar tal complementariedad al abordar ambas unidades, y tenerlo
en cuenta al programar las sesiones correspondientes. Ademas, el nimero de sesiones
que se dediquen a estos bloques se veran afectados por esta complementariedad, al
servir para preparar, introducir, afianzar y repasar conocimientos relacionados.

Evidentemente el analisis de los contenidos abordados y no abordados durante el curso
anterior es algo que debe tenerse en cuenta al temporalizar el afio académico (como
hemos visto, algunas programaciones lo contemplaban por la excepcionalidad del curso
actual, pero en general, la evaluacién inicial deberia servir para detectar estas posibles
lagunas y ajustar asi la programacion).

Ademas, la estrategia de clasificar y acordar una serie de contenidos indispensables para
afianzar y dominar, con vistas a asentar una base suficiente que permita progresar
posteriormente en el curso siguiente, es una estrategia que puede dar buenos frutos de
cara a coordinar el aprendizaje a lo largo de los distintos niveles. Esto es especialmente
util en el caso de la Geometria Analitica, que ya desde el curriculo se plantea como
transicion necesaria para los contenidos que se trabajaran en el bachillerato.

3.3. Recursos y materiales a disposicidon del profesorado en los libros de texto para la
unidad de Geometria Analitica.

Una vez visto el posible encuadre de la unidad en el curriculo y la temporalizacion del
curso, intentaremos relacionarlo ahora con la forma en que es tratado dentro de algunos
libros de texto. En concreto, utilizaremos para este analisis los textos de la editorial
Anaya (Colera et al., 2016) y de la editorial SM (Alcaide et al., 2017), y nos fijaremos en
la estructura de los contenidos en el curso, la propia forma de desarrollar dichos
contenidos, y la tipologia de actividades junto con las metodologias a las que pueden
dar pie.

Estructura del curso

Empezando por la estructura del curso, de nuevo aqui volvemos a tener la doble
vertiente de quienes colocan el bloque de Geometria antes del bloque de Funciones
(SM) y quienes empiezan por las funciones directamente detras del bloque de nimeros
y algebra (Anaya). Veamos por separado los puntos relevantes de sus propuestas:

e En la propuesta didactica de Anaya justifican este hecho dado que el alumnado
ha podido hacer ya un repaso concreto de las funciones lineales que ha venido
estudiando desde 22y 32 de la ESO, y suponen que dominan las ecuaciones de la
recta en todas sus formas. Segun esta perspectiva se trata ahora de incidir mas
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en su tratamiento geométrico: posiciones relativas de dos rectas, paralelismo y
perpendicularidad.

El tratamiento de los vectores no los consideran necesarios a este nivel (son
contenidos obligatorios, pero no estrictamente necesarios para la resolucion de
problemas geométricos a este nivel), sin embargo se introducen como base para
su uso en bachillerato.

Los conocimientos minimos que aspiran a alcanzar son las operaciones con
vectores, el punto medio de un segmento y el punto simétrico respecto a otro,
la comprobacién de la alineacién de 3 puntos, la aplicacion de las condiciones de
paralelismo y perpendicularidad, la obtencidn de la interseccidon de dos rectas,
las rectas paralelas a los ejes de coordenadas vy la distancia entre dos puntos.

Como era légico dado el orden propuesto, las formas de la ecuacidén de una recta
son conocimientos a repasar, asi como la diferenciacion entre sistemas de
ecuaciones lineales con solucidn y sin solucién.

e En la propuesta didactica de SM no adelantan el bloque de funciones, pero sin
embargo realizan cierto énfasis en la interpretacidn grafica de los sistemas de
ecuaciones, e incluso en posibles aplicaciones geométricas que hayan derivado
en la resolucidn de sistemas. Es decir, apuestan por un caracter ilustrativo de la
interpretacion grafica del bloque de sistemas de ecuaciones e inecuaciones
(frecuentemente con GeoGebra) como sustento de la unidad de Geometria
Analitica.

Los contenidos en el libro de texto

Si analizamos ahora la forma en que se desarrollan los contenidos, observamos
basicamente dos diferencias (ver tabla 3.7). La primera es que la editorial SM profundiza
mas en el significado epistemoldgico, utiliza mas en profundidad el lenguaje matematico
en la forma de enunciar propiedades y definiciones. Por el contrario, ANAYA utiliza un
lenguaje mas llano, y un ejemplo de ello puede ser el hecho de no incorporar el concepto
de vector libre o de equipolencia. ANAYA tampoco incorpora la ecuacidn general de la
recta, cosa que si ocurre en SM, donde al no haberse visto el bloque de funciones aun,
han optado por desarrollarla aqui (por lo que esta ultima diferencia se explica en
realidad por el propio orden de las unidades en el curso, porque en ambos casos es un
contenido que se trabajara finalmente).

La segunda diferencia principal tiene relacidn con contenidos que no necesariamente
han de estar presentes segun el curriculo (por no estar explicitamente mencionados).
Mientras que la editorial SM introduce el producto escalar en 42 de la ESO, y lo utiliza
por sus propiedades para estudiar el angulo entre dos rectas o vectores, ANAYA opta
por no abordar esta operacién, sino introducir la ecuacién de la circunferencia para

identificar en ella las coordenadas del centro y el radio.

Pagina | 18



Tabla 3.7 Andlisis comparativo de los contenidos y su enfoque, tal y como lo ofrecen los libros
de texto de las editoriales ANAYA y SM. En rojo las diferencias significativas
Fuente: elaboracion propia.

Secciones de contenidos abordados por ANAYA y cuestiones desarrolladas

Vectores Coordenadas, modulo, direccion y sentido (no utilizan el concepto de
vector libre, basta con que dos vectores son iguales si tienen mismo
maodulo, direccidon y sentido, tampoco usan el concepto equipolente).

Operaciones con vectores Producto por un nimero, suma, resta y combinacion lineal (no usan
el concepto linealmente in/dependientes).

Vectores que representan Aquellos con origen en el centro de coordenadas, (en lugar de

puntos llamarlo vector de posicidn, aunque luego si emplean este concepto
para la ecuacion vectorial de la recta).

Punto medio Calculo de sus coordenadas

Puntos alineados Condicion vectorial de alineacion

Ecuaciones de la recta Ecuacién vectorial (vector de posicién o punto y vector de direccién),

ecuaciones paramétricas, ecuacién en la forma continua, ecuacién
explicita, ecuacién en la forma punto pendiente (no utilizan aqui el
concepto de ecuacidn general, porque se ha trabajado en las
funciones lineales).

Paralelismo y Vector direccidn o pendiente: vectores perpendiculares,

perpendicularidad perpendicularidad entre pendientes (pero de nuevo, no lo
interpretan desde la ecuacién general, ni desde el producto escalar)

Rectas paralelas a los ejes Como casos particulares y por su relacion (y su no relacién) con
funciones.

Posiciones relativas de dos Reconocer el sistema de ecuaciones

rectas

Distancia entre dos puntos madulo del vector

Ecuacidén de la circunferencia

Secciones de contenidos abordados por SM y cuestiones desarrolladas

Vectores Vectores fijos y libres. Coordenadas, mddulo, direccion y sentido.
Equipolencia.

Operaciones con vectores Producto por un nimero, suma, resta, combinacion lineal y punto
medio.

Producto escalar Calculo por trigonometria o por coordenadas. Calculo de angulos
entre vectores y condicién de perpendicularidad.

Ecuaciones de la recta Vectorial (vector de posicion o punto y vector de direccidn),
paramétricas, forma continua, general, explicita, forma punto
pendiente

Problemas de incidencia o Rectas secantes, paralelas, perpendiculares y coincidentes: basado en

posicion relativa la ecuacion general o explicita.

Calidad y diversidad de las tareas y problemas matematicos

Finalmente, si analizamos los ejercicios y problemas que se plantean para desarrollar los
contenidos, practicar y desarrollar la competencia matematica, encontraremos también
algunas diferencias entre ambos textos y una cierta carencia. Para dicho andlisis nos
inspiraremos en cierto modo en la clasificacion expuesta por Blanco (1993) para
distinguir entre:
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lo que él llama ejercicios de reconocimiento, donde se aplica directamente y sin

demasiado desarrollo una propiedad o teorema;

- aquellos considerados ejercicios algoritmicos o de repeticion, carentes de
contexto no matematico, y donde se aplican propiedades o cuestiones mas o
menos simples de forma secuencial, con la intencién de reforzar una habilidad
de célculo o una estrategia de resolucion;

- problemas de traduccion simple, que son aquellos que camuflan el enunciado
matematico en cuestiones mas o menos cotidianas;

- problemas sobre situaciones reales®.

Del mismo modo, basdandonos en algunas cualidades enunciadas por Maal? (2006b) que
deberian cumplir las tareas de modelizacién matematica para ser significativas en el
aprendizaje del alumnado, se han estudiado los escasos ejercicios que permitian realizar
tal modelizacidn. En ellos se ha observado la relevancia del contexto escogido y de las
cuestiones desarrolladas, si la solucién es cerrada o permite alternativas, o si se
evidenciaba la aplicabilidad de los contenidos a la vida real.

El libro de SM divide los ejercicios entre aquellos que se ubican como desarrollo
inmediato en la misma pdgina del contenido correspondiente, y otro conjunto de tareas
gue se situan al final de la unidad. La gran mayoria de todos ellos son ejercicios de los
clasificados como de repeticion (67,9%). En ambos casos incluye algunos ejercicios
resueltos como modelo (11,6% de las tareas), que ademds pueden ser en cierto modo
redundantes, ya que en el desarrollo tedrico se daban también ejemplos numéricos.
Ademas casi siempre, salvo en el apartado de autoevaluacion final, se explicita a qué
seccion de los contenidos hace referencia el ejercicio. Entre estas dos caracteristicas no
parece para nada extrafio que se pueda dar un caso de algoritmizaciéon y clasificacion de
las tareas segln un catdlogo de ejercicios tipo.

De entre la categoria de problemas, apenas hay un 17% y casi todo ellos son
matematicamente autorreferenciales, es decir, relativos a propiedades de los
triangulos, exentos de contexto o de proyeccién con la realidad. Ademds son los que
demandan una mayor riqueza de conocimientos y se situan al final de la unidad
(normalmente no basta con aplicar una propiedad, sino que desarrollan varias y por ello
ademas acumulan mayor dificultad).

Pero es que ademas los 3 problemas sobre situaciones reales son en realidad ajenos a
la realidad o intereses del alumnado. Plantean un ejercicio bastante simple una vez
traducido (y en cierto modo la modelizacién matematica esta iniciada: por ejemplo, en

4 En realidad, Blanco (1933) distinguia también problemas de procesos, que eran aquellos que admitian
varias estrategias de resolucién o problemas de investigacion matematica, pero no se han detectado en
nuestros libros.
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la realidad uno no mide directamente coordenadas, sino distancias respecto a puntos
significativos de tu eleccidn y luego se deberia interpretar). Pero ademads, pierden la
posibilidad de mostrar el potencial de aplicacién de la Geometria Analitica y de las
matematicas, es decir, en qué tecnologias se implementan estos conocimientos, por
ejemplo en GPS, en disefio de redes, etc.’

Y finalmente, tampoco puede decirse que haya mucho espacio para plantear problemas
con soluciones abiertas, ya que las pocas que hay se basan en poner un ejemplo de un
punto o vector que cumpla unas condiciones que evidentemente no definen un Unico
punto o vector, y siempre en ejercicios casi inmediatos.

Analizando ahora el caso del libro planteado por ANAYA, encontramos resultados en la
linea observada en el modo de exponer los contenidos. Dividen igualmente los ejercicios
por secciones de contenidos, y aunque al final existe un apartado con problemas
entremezclados, esta muy dirigido el tipo de propiedad o conocimiento que se necesita
aplicar.

Los ejercicios se tratan de facilitar incorporando una mayor cantidad de ejercicios de
reconocimiento (32,5%), y una cantidad similar de ejercicios resueltos que en el caso de
la editorial anterior. Ademds, como los ejercicios de repeticion ascienden aqui al 75,2%
del total, el riesgo de clasificar los problemas por tipologias a los que aplicar la solucién
de catdlogo aprendida puede aumentar.

De nuevo los problemas que tratan de encaminar al alumnado a representar una
situacion "real" o no analitica (19,7%), son en realidad referencias a propiedades de
triangulos, de cuadrilateros o de la circunferencia. No son realidad problemas en ningln
contexto real, pero al menos mantienen mas lazos con otros contenidos de la Geometria
Sintética que en la editorial anterior. Si bien, no se ha utilizado para evidenciar el
potencial que incluye la algebrizacién y la aplicacion de un sistema de referencia a la
geometria.

Tampoco es diferente el enfoque que se da a las pocas tareas con solucién abierta,
porque siguen remitiendo a dar ejemplos de puntos o vectores que cumplen una serie
de propiedades. No obstante, permiten aplicar un pensamiento no del todo
algoritmizado que rompa con este habito, aunque se haya practicado en los ejercicios
resueltos. A ello podrian contribuir también un reducido grupo de ejercicios con
preguntas teodricas, aunque al estar formulados a modo de test, sin pedir
necesariamente una reflexién, habria que incidir en esta cuestion.

> Tan solo en uno de ellos, en el apartado final del libro y ya resuelto, plantea el problema en términos
puramente del modelo real, para después explicar el proceso de modelizacion matematica y su utilidad.
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Tabla 3.8. Analisis comparativo de los ejercicios, tal y como lo ofrecen el libro de texto de la
editorial SM. Fuente: elaboracién propia.

Clasificacion de los ejercicios de la editorial SM (total 112)
Actividades | Problemas
Denominacién Desarrollo Desarrollo Actividades Actwl.dades parra para L
s dela practicar al | practicaral | resolvery Ejercicios de
y ubicacién del dela , clave dela . . p < 2
L , teoria . final de la finalde la | pensar mas | Autoevaluacion
ejercicio teoria unidad . . .
resueltos unidad unidad al final de
resueltas la unidad
Ejerc1c10§ d'e 4 1 10 5
reconocimiento
Ejercicios
algoritmicos o 22 7 2 32 6 2 5
de repeticion
Problemas de
tl.’aducaon 1 5 6 6 1
simple o
compleja
Problemas
sobre 3
situaciones
reales

*Solo 4 ejercicios admitian soluciones abiertas (no Unicas).

Tabla 3.9. Analisis comparativo de los ejercicios, tal y como lo ofrecen el libro de texto de la
editorial ANAYA. Fuente: elaboracidon propia.

Clasificacion de los ejercicios de la editorial ANAYA (total 117)
T Ejercicios
Denominacion y Desarrollo Ejercicios y para aplica
L Desarrollo N problemas del . Ejercicios de
ubicacién del ) de la teoria . lo aprendido ..
S de la teoria conjunto de la . Autoevaluacion
ejercicio resueltos . al final de la
unidad .
unidad

Ejercicios de 10 8 12 6 2
reconocimiento
Ejercicios
algoritmicos o 18 16 17 30 7
de repeticion
Problemas de
tll'aducaon ) ) 3 14 1
simple o
compleja
Problemas
sobre 1
situaciones
reales

*Solo 9 ejercicios admitian soluciones abiertas (no Unicas)
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Tabla 3.10 Analisis del grado de significacion de las tareas donde se puede aplicar la
modelizacién matematica en los libros de texto de ANAYA y SM. Fuente: elaboracién propia

Clasificacion actividades de
modelizacion Matematica Observaciones SMm ANAYA
(MaakR, 2006b)

. El contexto no es importante en
Problemas verbales insertados en P

la realidad absoluto, no desempefia nin'gt]'n papel 1 1
en la solucién y puede ser eliminado.

Problemas relacionados con la Problemas reales pero en un contexto 3

realidad. simplificado.

Contexto realista con una cuestion 1

diddcticamente relevante
Contexto realista con una cuestion La cuestion no es auténtica, pero

interesante: didacticamente aporta otra vision.
En la conexién con el campo de la
“vida cotidiana”, todo el mundo puede 1
ser considerado como experto.

Contexto realista con una cuestion
auténtica

Concluyendo, se comprueba en ambos textos la existencia de un problema didactico
como es la ruptura que se produce entre la Geometria Analitica y la Sintética, asi como
respecto a otras facetas de las matematicas, aspecto este en el que se profundizara en
el apartado de la fundamentacion didactica. No se hace evidente su potencial y se ve
practicamente desgajado de toda aplicacidn practica real.

Metodoldgicamente tampoco existen actividades que puedan ser planteadas de modo
cooperativo o con una minima investigacién, elementos necesarios para cubrir
contenidos obligatorios del bloque | del curriculo que no podemos olvidar.

Ademas, tampoco se incluyen tareas en las que aplicar el uso de aplicaciones de
geometria dindmica (mds alld de sencillos recursos pregrabados en GeoGebra a
disposicion del docente a modo ilustrativo en ambas editoriales).

Con todo ello, serd necesario por nuestra parte como docentes enriquecer dicho
repertorio de tareas con actividades enfocadas metodolégicamente en todos estos
ultimos sentidos y contenidos necesarios de cubrir.
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4. Fundamentacion epistemoldgica.
Desarrollo del tema 51: Sistemas de referencia en el plano y en el espacio.
Ecuaciones de la recta y del plano. Relaciones afines

La Geometria Analitica descansa sobre la definicion de un sistema de referencia, algo
gue propuso René Descartes en el siglo XVII en su obra Discurso del Método, y por ello
el sistema de referencia cartesiano que utilizamos recibe este nombre en su honor
(CenOposiciones, 2010, p.5). Apoyandose en él, se desarrollé todo un tratamiento
vectorial de la Geometria, lo que conocemos como el dlgebra de vectores con el que
trataremos entes geométricos como el punto, la recta, el plano, etc. de un modo
puramente analitico.®

4.1. Sistemas de referencia en el plano y en el espacio

Para tratar elementos geométricos de forma analitico-matematica y poder aplicar los
conocimientos algebraicos, debemos fijar un origen relativo y una escala para todos
estos elementos, esto es, intuitivamente, un sistema de referencia.

EL PLANO Y EL ESPACIO AFIN

Definicién: sea VV un espacio vectorial sobre un cuerpo K y A un conjunto no vacio de
puntos. Se define una ley de composicion externa en A, con coeficientes en V, como la
aplicacion:
P:AXV > A
(P,V)—Q
conPQ=v.
Asi, laterna (A4, V, @) recibe el nombre de espacio afin asociado a V si ademds ¢ verifica:

e Unicidad: para todo P, Q € A existe un Unico V" € V tal que @ (P, v’)=Q
e Composicién: Paratodo P € Ayv,u €V, se tiene que (P, w) V)=
(P, uw+v)
La dimensidén del espacio afin A (el conjunto de puntos) se define pues como la del
espacio vectorial V.

- Cuando la dimension es 2, el espacio afin asociado al espacio vectorial V, es

(A,, V5, )y se le llama plano afin.
- Cuando la dimension es 3, el espacio afin asociado al espacio vectorial V5 es

(A3, V3, ) y se le llama sencillamente espacio afin.
Corolario de la unicidad:

Sea un vector v, de manera que dado un punto P verifique ¢ (P, v')= Q; el nico vector
que verifica (P, W)= P es el vector nulou’ = 0.

6 Para el desarrollo de este apartado y sus demostraciones, se han consultado especialmente las
siguientes obras: CenOposiciones (2010), Berenguer Maldonado y Cobo Mérida (2015), Fuller, G.y
Tarwater, D. (1995).
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Demostracion:

P=@P,u)=¢p(e/P,u),w)=eP,u +u) =P, 2u),
y por unicidad @ = 2u, luegow = 0 m

Corolario de la composicion:

Tanto en el plano como en el espacio afin podemos definir una composicién de vectores
cuyo resultado es el vector nulo.

Dado un espacio afin A, se puede definir una composicidén de vectores con extremos en
los puntos P, Q,R € A, talque PQ + QR +RP =0.

Para demostrarlo definiremos una aplicacion f: A, X A, = V, (respectivamente podria
ser en A; y V5 etc.) tal que f(P,Q) = une verifigue que f(P,Q) + f(Q,R) +
f(R,P) =0, lo que seria equivalentea PQ + QR + RP = 0. Demostracién:

Definimos P, Q, f (P, Q) = u y ademds sabemos que u es el Unico vector tal que

p(P,u) =Q.
De esta forma, sea f(Q,R) = v tal que ¢(Q,v) = Ry f(R,P) = w’ tal que
@p(R,wW) =P.

Sustituyendo Ren @(R,w’) = P tenemos que @ (¢(Q,v),w’) = P con lo que
Qv +w)=P.

Sustituyendo Q en la anterior tenemos que @ (@(P,uw), v + w) = P, es decir
(P, U +v +wW) =P.

Como por unicidad solo el vector nulo transforma un punto en si mismo: w’ + v° +

N
w=0mnm

Figura 4.1. Interpretacién geométrica en el plano de la composicién de vectores
mencionada en el corolario. Fuente: GeoGebra, elaboracion propia.
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Biyectividad de la aplicacién vector de posicion’

Sea O € A,(respectivamente A3) el origen de un vector de posicion, la aplicacidn

fo: A, =V, (respectivamente V3), f,(P) = OP, es una biyeccion.

Demostracion:

Es inyectiva: sean P, Q tal que f,(P) = f,(Q), y sea v tal que f,(P) = v,
entonces ¢(0,77) = P,y como f,(Q) = v entonces ¢(0,v) = Q. Luego P =
Q.

Es sobreyectiva: pues si v’ € V, (respectivamente V3), sea P = ¢(0,7v"),
entonces f,(P) = v por lo que todo vector tiene preimagen. m

Otras propiedades:

Para todo P, Q € A, (respectivamente A3), PQ = —QP.

Demostracion: puesto que PP + PQ + QP = 0 (por los corolarios de la

unicidad y la composicion) entonces F@ = —Q—P>.

ParaP,Q,R,S € A, (respectivamente A3), las igualdades ﬁ)) = RS y PR = ﬁ,
son equivalentes.

Demostracién: ya que Fé + @9) +SP = 6, entonces ﬁj + Q_S) =PS y
analogamente, como PR+ RS +SP = 6, entonces PR + RS = PS. Por lo
tanto, P_Q) + @ =PR + ﬁ, y como ﬁf = RS deduciremos que ﬁ = PR.

Figura 4.2. Interpretacion geométrica en el plano de la propiedad mencionada.
Fuente: GeoGebra, elaboracidn propia.

7 A continuacién se definird el vector de posicidn, pero nos interesa demostrar ahora que todo punto
tiene un vector de posicion y este es Unico dado un sistema de referencia.
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SISTEMAS DE REFERENCIA EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

Una vez definidos el plano y el espacio afin, asociados a sus correspondientes espacios
vectoriales, es suficiente con definir un origen de referencia de entre el conjunto de
puntos y los correspondientes vectores linealmente independientes de su espacio
vectorial (2 o 3, tantos como su dimensién, una base) para definir un sistema de
referencia.

- Sistema de referencia del plano afin 4, eslaternaR = {0,u’,v’}, donde O € A, es
el origen del sistema de referenciay {u’, v’} es una base del espacio vectorial asociado
v,.

- Sistema de referencia del plano afin A5 es la cuaterna R = {0, u’, ¥, w}, donde O €
A5 es el origen del sistema de referenciay {u’, v, W} es una base del espacio vectorial
asociado V.

Asi, a cada sistema se asocian unos ejes de coordenadas que son las rectas que pasando

por el origen tienen la direccidn correspondiente a los vectores de su base.

Con estos sistemas de referencia, dado un punto P del plano o del espacio afin, el vector

OP recibe el nombre de vector de posicidn, respecto del origen O.

Las coordenadas de un punto P respecto de un sistema de referencia R son por tanto

las coordenadas de su vector de posicién en la base de dicho sistema. Es decir si R =
{0,u,V,w} es el sistema de referencia del espacio afin (para el plano bastaria con

prescindir del tercer vector en este razonamiento) y OP = xu + yv + zw, entonces las
coordenadas de P en el sistema R seran (x,y, z).

Para llegar al concepto de vector libre, sabemos que existe un Unico punto P tal que su
vector de posicion (con extremos en el origen de coordenadasyen P)es v’ = OP .Dada
esta correspondencia entre coordenadas de vectores de posicion y puntos, podemos
definir las coordenadas de v’ respecto de R como las coordenadas de P respecto del
mismo sistema. Generalizando, sea un vector U = ﬁ, con origen en P y extremo en Q,
como ﬁj = w — OP. Las coordenadas de & como vector libre respecto de R seran las
coordenadas de su extremo, menos las coordenadas de su origen, y U representa asi a
la clase de vectores equipolentes, teniendo mismo mdédulo, direccidn y sentido.

Finalmente, y en concreto, los sistemas de referencia cartesianos para el plano y para el

espacio toman como base vectores unitarios perpendiculares entre si. De esta forma, el
sistema de referencia cartesiano para el espacio afin lo compondrian el origen de
coordenadas 0(0,0,0) y la base u; = (1,0,0), u, = (0,1,0), u3 = (0,0,1) (parael plano
afin A, bastaria con prescindir del tercer vector y consecuentemente de la tercera
coordenada).
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Hacia las rectas y los planos. ¢{Qué son las variedades lineales afines y los
subespacios directores?
Definicion: Sea el espacio afin (4,V, ¢) y B un subconjunto de A en el que existe al

menos un punto P € B tal que el conjunto de vectores W = {PX: X € B} es un

subespacio vectorial de V. Se denomina variedad lineal afin o subespacio afin a la terna
(B,W, p).

Veamos ahora las variedades lineales afines al plano afin y al espacio afin. Pero
definamos antes una propiedad de los subespacios vectoriales.

El subespacio vectorial W asociado al punto P, es independiente de P, es decir, Wp =

PX:X €B yW, = Q7:X € B seran el mismo subespacio.
{ by wo ={ }

Demostracion: - Veamos primero que Wy S W,. Sea PX € Wjp, como PX = QX — QP y

Q_XZW’) € Wy, entonces PX € Wy.

- Del mismo modo veamos que Wp 2 W;,. Sea 07 € Wy, como Q_X) =
PX — P—Q) yﬁ,P—Q) € Wp, entoncesQ—X) € Wp.LuegoWp =W, m
Al subespacio vectorial W que estd asociado a la variedad lineal afin B, se le llama

también subespacio director de B y su dimensidn es la misma que la de la variedad afin.

Estudiemos todos los casos posibles:

- Enel plano afin A, solo tenemos variedades lineales de dimensién 0 (un
punto), dimensién 1 (una recta) o dimensién 2 (el plano afin completo).

- Enel espacio afin A3 solo tenemos variedades lineales de dimensién 0 (un
punto), dimensién 1 (una recta), dimensién 2 (un plano) y dimensién 3 (el

espacio afin completo).

Dado que el punto y el espacio afin ya han sido estudiados, veamos la manera de
describir la recta en el plano, asi como la recta y el plano en el espacio.

4.2, La recta en el plano. Ecuaciones

Definicién: se denomina recta en el plano a una variedad lineal del plano afin A, de
dimensioén 1. Es decir, existe un punto P € Az y un subespacio vectorial W de

dimensién 1, tal que X pertenece a la recta si y solo si PX e W.

De esta forma, por ser de dimensién 1, el vector v € W genera dicho subespacio W ya
que W={iv" : 1e R}

e 7 es el vector director de la recta

Para la definicién de las distintas formas de ecuaciones que pueden definir una recta en
el plano afin A; tomaremos los siguientes datos de partida:
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- Tomaremos de aqui en adelante el siguiente sistema de referencia: R = {0, uy, uy;
conu, = (1,0), u; = (0,1)}

- Las coordenadas del vector director v en dicho sistema son (v, v2)

- Las coordenadas de un punto P de la recta son (p1, p2)

- Por tanto, en todas las ecuaciones que definamos en adelante, estas se verificaran
siy sélo si sustituimos (x, y) por un punto de la recta —el punto X-.

Figura 4.3. La recta queda definida por un punto y un vector director.
Fuente: GeoGebra, elaboracién propia.

Ecuacion vectorial de la recta en el plano

Nos basaremos en el hecho de que dos puntos de la recta pueden definir un vector que
pertenece también al mismo subespacio vectorial que el vector director de la recta.

- Si X pertenece a la recta, PXeW. Entonces, existe 1 € R tal que PX =7,
- Como PX =0X -0OP, se deduce:

0X =0P + )7 con /. € R : ecuacion vectorial

Asi la interpretacién geométrica de esta ecuacidn es que cada punto es una traslacion
geométrica del punto P seglin un vector proporcional a V.

Ecuaciones paramétricas de la recta en el plano

Para obtener las ecuaciones paramétricas, basta reescribir la ecuacion anterior en
términos de coordenadas, lo cual serd muy comodo para obtener puntos de la recta
puesto que solo necesitaremos asignar valores a A:

- (x,y)=(p1, p2) + Mvy, v2) con 1 € R. Separado coordenada por coordenada se
deduce:

{x =p, + Ay . (o
_ : ecuaciones paramétricas
y=p; + v,
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Ecuacion en forma continua de la recta en el plano

Esta ecuacion nos facilitara la comprobacién de pertenencia de un punto a la recta. Para
construirla, despejamos 4 en cada una de las ecuaciones paramétricas e igualamos.

x—p y—p .
- A==—=, 2= =—=2 por lo que concluimos:
V1 U3
X—pi_ Y-D ., .
1= 2 "2 ecuacion continua
V1 %

Ecuacion general o en forma implicita de la recta en el plano

Operando en la ecuacién continua obtenemos v, (x — p;) — v;(y — p,) = 0. Teniendo
en cuenta que el punto P y el vector director ¥’ son elementos conocidos, deducimos

una ecuacion de la siguiente forma:
Ax + By + C = 0 : ecuacion general o implicita

Para interpretar geométricamente sus coeficientes, se procede a construirla por otra

via. Para ello:

- sean = (4,B) un vector normal a la recta,
- sea P = (p4,p,) un punto de la recta.

ey — s
Si tomamos un punto X que pertenezca a la recta, PX y n seran forzosamente
perpendiculares, con lo que su producto escalar sera nulo.

0=(@,B) (x—p,y—p) =Alx—p)+ By —p) =Ax+By+C
con C = —Ap, — Bp,
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Ecuacion explicita y ecuacion punto pendiente de la recta en el plano

Despejando y de la ecuacién general obtenemos y = — gx - %, siempreque B # 0,

en cuyo caso la ecuacién implicita previa seria x = k con k € R constante, siendo por
tanto una recta vertical (donde la pendiente no esta definida).

. . -A —C ., , -
Si denominamos m = ZYn=— la ecuacidn quedaria de la siguiente manera:

y = mx + n : ecuacion explicita

m es la pendiente, es decir, la tangente del dngulo que forma la recta con el eje de
abscisas; y n es la ordenada en el origen, es decir el valor de y cuando x = 0

Otra forma de construir la ecuacién explicita seria observar que el vector (m, -1) es
perpendicular a la recta (cuyo vector director podria ser (1, m) por la propia definicién
de pendiente). Asi, el producto de este por cualquier vector de la recta definido por dos

puntos (por ejemplo PX estudiado en el punto anterior) seria nulo:
0=(m -1 (x=ppy—pz) =mx—p) =y —p2)
Despejando:
y —py, = m(x — p;) : ecuacion punto pendiente
Evidentemente operando y despejando se obtiene de nuevo la ecuacion explicita.
Ecuacion segmentaria de la recta en el plano

Una ultima expresidn interesante deriva de conocer los puntos de corte de la recta con
los ejes de coordenadas. Se excluyen, por tanto, los casos de las rectas horizontales o
verticales. Es decir pasaria por los puntos A(a,0) y B(0,b), y podemos tomar AB =
(—a,b) como vector director de la recta. La ecuacién continua, que era inmediata
conociendo un vector y un punto quedaria de la siguiente manera:

x-a _y-0 ad Yo\ fi
— ; —=+ 1 = =; yfinalmente:
—=Ts g — T l=0y
y -, ;
Z 4 == 1 : ecuacion segmentaria
a

b es la ordenada en el origen

a es la abscisa en el origen

\Bmm

Figura 4.4. La ecuacién segmentaria permite identificar facilmente los puntos
de corte con los ejes. Fuente: GeoGebra, elaboracién propia.
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4.3. La recta en el espacio. Ecuaciones

Una vez estudiada la recta en el plano, trataremos ahora de trasladar lo que acabamos
de aplicar para el espacio afin A al espacio afin As. En A3 la recta seria un subespacio
afin de dimensidn 1, y de nuevo se puede definir mediante 1 punto y un vector director,
por lo que la descripcion es en esencia similar a la que vimos anteriormente.

Para la construccion de las distintas formas de ecuaciones que pueden definir una recta
en el espacio afin Az tomaremos los siguientes datos de partida:

- Tomaremos el siguiente sistema de referencia: R = {O, U1, U, U3 ; con
u; = (1,0,0), u,; = (0,1,0),u3 = (0,0,1)}

- Llas coordenadas del vector director v en dicho sistema son (v1, V2, v3)

- Las coordenadas de un punto P de la recta son (p1, p2, p3)

- Portanto, en todas las ecuaciones que definamos en adelante, estas se verificardn
siy solo si, sustituimos (x, y, z) por un punto de la recta —el punto X-.

Figura 4.5. La recta en el espacio también queda definida por un punto y un vector director.
Fuente: GeoGebra, elaboracién propia.

Ecuacion vectorial de la recta en el espacio

De nuevo, tomando dos puntos que definen un vector PX, entonces existe 1 € R tal
que PX = v

Como PX =0X -OP , se deduce:

0X =0P + v’ con /. € R : ecuacion vectorial
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Ecuaciones paramétricas de la recta en el espacio

La obtencidn de las ecuaciones paramétricas se logra retomando la ecuacién vectorial
con sus coordenadas y después expresarla coordenada a coordenada:

- (x,y,2)=(p1, p2, p3) + A(v1, V2, v3) cON A € R. Separando por coordenadas resulta:

xX=p, + Av;
y = p, + Av, : ecuaciones paramétricas
Z=p3 + Av;

Ecuacion continua de la recta en el espacio

Al despejar A en cada ecuacion paramétrica se obtiene:

TP Y7P2 _ Z7P3 - acyacion continua
121 VU V3

Ecuaciones implicitas de la recta en el espacio

Siguiendo el mismo razonamiento realizado para la recta en el plano, se puede operar
en la ecuacion continua anterior. Tomando dos términos de la igualdad, y teniendo en
cuenta que el punto P y el vector director ¥ son elementos conocidos, obtendremos
ecuaciones de la siguiente forma:

{Ax+By+Cz+D=O . . .
: ecuaciones implicitas

Ax+B'y+C'z+D =0
Cada una de esas dos ecuaciones definen un plano (como se estudiard a continuacion)
y por lo tanto el corte de dos planos (si se produce) define una recta. Para que la solucidn

a dicho sistema exista y se compruebe que ambos planos efectivamente se cortan (y no

A B C

A B C’) tiene que ser 2.

son paralelos), obsérvese que el rango de la matriz (

4.4. El plano en el espacio. Ecuaciones

Definicidn: dentro del espacio afin A3, un plano es una variedad lineal afin de dimension
2, por lo que su subespacio director esta generado por dos vectores linealmente
independientes ¥’, w’. Por lo tanto, es suficiente con describir un punto de esta variedad
y el subespacio director para definir un plano.

Del mismo modo que al estudiar las ecuaciones de la recta en el espacio, definiremos
previamente las condiciones de partida:

- Tomaremos el siguiente sistema de referencia: R = {O, U1, Uy, Uz con
u, = (1,0,0), % = (0,1,0),% = (0,0,1)}

- Las coordenadas de un punto P del plano son (p1, p2, p3)

- Las coordenadas de los vectores linealmente independientes del subespacio
director son v'=(v1, v2, V3) y W =(W1, Wi, W3)

- Por tanto, en todas las ecuaciones que definamos en adelante, estas se
verificaran siy sélo si, sustituimos (x, y, z) por un punto del plano —el punto X-.

Pagina | 33



Ecuacion vectorial del plano

—_—
A partir de la definiciéon anterior, podemos decir que X pertenece al plano si PX es
combinacién lineal de vy w'.

Como PX =0X -OP, concluimos:
OX =0P + v+ uw con J, u € R : ecuacion vectorial

Asi, la interpretacidn geométrica de esta ecuacidn supone que cada punto es una

traslacion geométrica del punto P segin una combinacién lineal de vectores
. — —_—

proporcionalesa v’ yw'.

Ecuaciones paramétricas del plano
Expresando en coordenadas la ecuacion vectorial obtenemos:
(x, ¥, 2)= (p1, P2, p3) + A(v1, V2, 3) + u(Wy, Wy, w3) cON 4, u € R. Separando coordenadas:

xX=p, + vy +uwy
y =p, + Av, + uw, : ecuaciones paramétricas
Z = PpP3 + /1’[72+HW3

Ecuacion implicita o general del plano

Dado un punto X = (x,y, z), el sistema de ecuaciones paramétricas tendria como
incognitas 4 y u. Este sistema solo tendria solucidn si el rango de la matriz ampliada es
dos. Pero ademds, sabemos que el rango de la matriz de coeficientes es dos porque v’y
w’ son linealmente independientes. Dadas estas condiciones, X pertenece al plano siy
solo si:

X—=pP1 V1 W

Y—p2 V2 W21=0

Z—p3 V3 W3
Y si desarrollamos el determinante teniendo en cuenta que el punto P y los vectores v’
y W eran elementos conocidos, obtendremos una ecuacién con la siguiente forma:

Ax + By + Cz + D = 0 : ecuacién general o implicita del plano

Esta ecuacidn coincide con la forma ya anticipada al definir las ecuaciones implicitas de
la recta en el espacio como un sistema de dos ecuaciones/planos que intersecan.

Ahora bien, con los planos también resulta muy util conocer un vector normal al plano
n = (4,B,(C), por lo que vamos a construirla por otra via para poder interpretarla

geométricamente. Puesto que sabemos que todo vector PX que pertenezca al plano
sera perpendicular a 1’, aplicando las propiedades del producto escalar obtenemos:
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0=n"-PX =(4B,0) (x—p1,Yy — P22~ P3)
=A(x —p) + By —p2) + C(z —p3)
0=Ax+By+Cz+D
conD = —Ap, — Bp, — Cp;

Ecuacion segmentaria del plano

Andlogamente a lo estudiado en el caso de la recta, siempre que el plano corte a los 3
ejes de coordenadas, el plano contendrd a 3 puntos de la forma A(a, 0,0), B(0, b, 0),

C(0,0, ¢). En este caso, dos vectores directores podrian ser ﬁ(—a, b,0) yﬁ(—a, 0,0),
y la ecuacion del plano se obtendria asi:

x—a —a -—a
y—0 b 0= (x—-a)bc— (—abz) — (—acy) = bcx + acy + abz — abc =0
z—0 O c

Y dividiendo todo por abc obtenemos:

x Yy z oz .
—+=+-=1: ecuacidon segmentaria
a c

b

Figura 4.6. La ecuacion segmentaria del plano permite identificar facilmente
los puntos de corte con los ejes. Fuente: GeoGebra, elaboracién propia.

4.5. Relaciones afines de rectas y planos

Las relaciones afines no son mas que las posiciones relativas que entes geométricos
como las rectas y los planos pueden guardar entre si. En tanto que relacion afin, nos
interesa la existencia o no de elementos comunes de entre los definidos por cada
variedad lineal afin, por lo tanto no haremos aqui referencia a nociones métricas
concretas como la distancia o el angulo que pueda darse entre ellos.

En concreto, estudiaremos las relaciones afines de rectas en el plano afin, y rectas y
planos en el espacio afin (en sus diversas combinaciones).
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Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Dos rectas en el plano solo tienen tres posibles posiciones relativas: compartir todos sus
puntos (ser coincidentes), compartir un solo punto (ser secantes) o no compartir
ninguno (en cuyo caso son paralelas y comparten direccion).

Sea cual sea la forma en que se presenten las ecuaciones de las rectas r y s, siempre
podriamos comprobar el caso del que se trata haciendo una interpretacién geométrica.
Para ello basta con obtener sus vectores directores v, 1., ya sean estos evidentes segun
la ecuacién utilizada o deducidos a partir de dos puntos de cada una de ellas.

- Silos vectores 7, y U, no son proporcionales, al tener direcciones diferentes, las
rectas serdn secantes.
- Silos vectores v, y v, son proporcionales tendriamos que distinguir si son
paralelas o coincidentes:
o Sitomando un punto de cada recta (P, y P, respectivamente), el vector
ﬁ es también proporcional a ellos, entonces seran coincidentes.
o En caso contrario, seran paralelas.

-0.5 S 0.5 1 1.5 2 25

Figura 4.7. Dos rectas paralelas. En este caso el vector P.P; no serd proporcional a v, V.
Fuente: GeoGebra, elaboracién propia.

Otra forma de averiguarlo seria discutiendo el sistema que formarian las ecuaciones de
las dos rectas en su forma implicita. Sitenemosr = Ax+ By + C =0,s = A'x+ B'y +
C' = 0 podemos discutir el sistema observando los rangos de la matriz de coeficientes y
de la matriz ampliada, sabiendo que el nimero de incdgnitas es dos (teorema de
Rouché-Frébenius).
mo(4 Byya-(4 B &)
- SirgM =1,y rgIW = 1, el sistema es compatible indeterminado, y como hay
infinitas soluciones las rectas son coincidentes.
- SirgM =1,y rg]VI = 2, el sistema es incompatible, y al no haber solucién, no
hay puntos comunes y las rectas son paralelas.
- SirgM = 2, entonces rgM = 2, el sistema es compatible determinado, hay
una unica solucion y las rectas son secantes (la solucién nos da el punto de
corte).
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Posiciones relativas de tres rectas en el plano

Podemos razonar andlogamente dos a dos, por cualquiera de los caminos vistos
anteriormente, pero lo mas eficaz quiza sea discutir directamente el sistema que forman
las rectas. Por ejemplo:

Seanr =Ax+By+(C=0,s=Ax+By+(C' =0,t=A"x+B"y+C"=0

A B
Sean sus matrices asociadasM = | A’ B' |yM =
AII BII

SirgM =1,y rg1\71 = 1, el sistema es compatible
indeterminado (tenemos dos incégnitas), y como hay
infinitas soluciones las tres rectas han de ser
coincidentes.

SirgM =1,y rgM = 2, el sistema es incompatible, y al
no haber solucion, no hay puntos comunes a las tres
rectas. ComorgM = 1, las rectas consideradas de dos
en dos tienen que ser paralelas o coincidentes:

o Sidos de las ecuaciones son proporcionales (hay
filas en M proporcionales), esas rectas seran por
tanto coincidentes.

o Silas ecuaciones no son proporcionales,
tendremos tres rectas paralelas.

SirgM =2,y rg]VI = 2, el sistema es compatible
determinado, hay una Unica solucién y por lo tanto un
Unico punto en comun a las tres rectas.

o Sidos de las ecuaciones son proporcionales, esas
rectas serdn por tanto coincidentes y la tercera
serd secante a ellas.

o Silas ecuaciones no son proporcionales,
entonces las rectas se cortan en un punto siendo
ademas el Unico que comparten dos a dos.

SirgM =2,y rg]VI = 3, el sistema es incompatible, y las
rectas no tienen ningun punto en comun.

o Sidos de las filas de M son proporcionales, esas
rectas serdn por tanto paralelas y la tercera sera
secante a ellas, cortdndose en un punto distinto
con cada una de ellas.

o Sien M no hay filas proporcionales, las rectas
serdn secantes dos a dos y los cortes se producen
en 3 puntos distintos.

Figura 4.8. Posiciones relativas de 3 rectas en el plano.
Fuente: elaboracidn propia.
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Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

Dado el estudio de casos que se ha descrito en el plano al analizar las posiciones relativas
de dos rectas, el planteamiento en el espacio incorpora una cuarta casuistica: que las
rectas no sean paralelas, ni coincidentes y ademads no tengan ningin punto en comun,
es decir, se crucen en el espacio.

Siguiendo analogamente el primer razonamiento que aplicamos anteriormente,
interpretando geométricamente la situacion obteniendo puntos y vectores de las rectas,
solo tendriamos que afadir la distinciéon de qué ocurre cuando los vectores directores
tienen diferente direccion: ése cortan o se cruzan?

Retomando el vector ﬁ que unia un punto de cada recta, nos bastaria comprobar si
este es una combinacién lineal de los vectores directores que habiamos hallado para
cada una de las rectas, 7, y v,. De serlo, todos estardn en el mismo plano y por ende, las
rectas se cortan. De lo contrario, los tres vectores son linealmente independientes y las
rectas se cruzan. Comprobar esto es facil analizando el determinante de la matriz
formada por las tres coordenadas de los tres vectores: si fuera 0, demostraria que
cualquiera de ellos puede escribirse como combinacion lineal de los otros y las rectas se
cortan.

Ademas, también podriamos hacerlo discutiendo el sistema de ecuaciones formado por
las ecuaciones implicitas de las rectas r y s, y estudiando los rangos de las matrices de
coeficientes y ampliada (que ademas tendran un valor >2 puesto que cada par de
ecuaciones estd definiendo una recta).

_{A1x+Bly+Clz+D1 =0 _{Al’x+Bl'y+Cl'z+D1' =0
Seanr = e = , , , , ,
A2x+Bzy+CZZ+D2—0 A2x+B2y+sz+D2=0
. . A, By G, . A, B, (C, D,
Sus matrices asociadas son M = Al, Bl, Cl, yM = Al, Bl, Cl, Dl,
A, B, G A B, C,) D,

- SirgM = 2,yrgM = 2, el sistema es compatible indeterminado (tendriamos
tres incognitas), y como hay infinitas soluciones las tres rectas han de ser
coincidentes.

- SirgM =12,y rgIVI = 3, el sistema es incompatible, y al no haber solucién, no
hay puntos comunes a las tres rectas. Como seguimos teniendo que rgM = 2,
las rectas tienen que ser paralelas.

- SirgM =3,y rg1\71 = 3, el sistema es compatible determinado, hay una Unica
solucién y por lo tanto las rectas se cortan.

- SirgM =3,y rngT = 4, el sistema es incompatible, y las rectas no tienen
ningun punto en comun pero tampoco son paralelas porque rgM = 3 : luego
las rectas se cruzan.
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Posiciones relativas de una recta y un plano

Evidentemente ahora trabajaremos solo en el espacio para que tenga sentido plantearse
esta cuestion. Podemos encontrar tres posibilidades: que la recta esté contenida en el
plano, que la recta sea paralela al plano, o que la recta corte al plano.

Podriamos razonar de forma similar al planteamiento aplicado para tres rectas en el
espacio, obteniendo las ecuaciones implicitas de la recta y la del plano y discutiendo el
sistema que forman esas tres ecuaciones (el rango de la matriz de coeficientes seguira
siendo =2 puesto que dos de ellas definen una recta, y el resto del desarrollo puede ser
considerado trivial una vez visto el caso anterior).

Un razonamiento diferente puede darse definiendo la recta en ecuaciones paramétricas
y el plano en ecuacidén implicita. En ese caso bastaria sustituir cada coordenada de la
recta en la ecuacién implicita:

X=p1+lv1
r=3{y=p, + v, m=Ax+By+Cz+D=0
Z=p3+AV3

A(pl + /11)1) + B(pz + /1172) + C(p3 + 1773) + D = 0
Y operando los coeficientes conocidos quedaria de laforma RA+S =0

- SiR =0, § =0, cualquier punto de la recta estaria contenida en el plano, pues
el pardmetro A de la recta podria tomar cualquier valor y se seguiria
satisfaciendo la igualdad.

- SiR=0, S# 0, nohabria ninglin punto de la recta que satisfaga la ecuacion
del plano, luego la recta ha de ser paralela al plano.

- SiR # 0, la ecuacion de primer grado a la que hemos llegado tiene una Unica
solucidn, el punto en el que la recta y el plano se cortan.

Posiciones relativas de dos o tres planos

Dos 0 mas planos en el espacio solo pueden ser coincidentes, paralelos, o secantes. Dos
planos que son secantes en el espacio definen una recta (como era evidente en la
definiciéon de la recta mediante ecuaciones implicitas) y ademds, 3 planos que son
secantes dos a dos, tendran un Unico punto en comun. Veamos como hallarlo.

Para el caso de dos planos entre si, podriamos recurrir al vector normal al plano:

Seam = Ax + By + Cz+ D = 0, y suvector normal 7 = (4,B,C),
yn' =A'x+B'y+ C'z+ D' =0,y suvector normal n = (A", B',C")

_
- Siniyn' noson proporcionales sus direcciones son distintas, y por tanto los
planos se cortan.

- Siniyn' son proporcionales habria que considerar si un punto P de 7, satisface
la ecuacion de 7', en cuyo caso serian coincidentes. En caso contrario, los
planos serian paralelos.
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Otra forma de estudiarlo seria discutir el sistema de ecuaciones que forman los planos.
Vamos a desarrollar este procedimiento para el caso de tres planos.
Seanm=Ax+By+Cz+D=0, 1" =A'x+B'y+Cz+D' =0,
n'=A"x+B"y+C"'z4+D" =0

A B C _ A B C D
Y sus matrices asociadasM = A" B’ C'|lyM=(A" B ¢ D’
AII BII CH AII BII CH DII

- Si o rgM=1, y rgI\7I=1, el sistema es compatible

indeterminado (tenemos tres incégnitas), y como hay infinitas E

soluciones los tres planos han de ser coincidentes. n=n=
- SirgM=1,y rg1\71 = 2, el sistema es incompatible, y al no
haber solucién, no hay puntos comunes a los tres planos. Como =7
rgM = 1, los vectores normales de los tres planos comparten g
direccion: -
o Si dos de las ecuaciones son proporcionales (hay filas m
en M proporcionales), estos planos seran por tanto %

coincidentes y el tercero paralelo a ellos.
o Si las ecuaciones no son proporcionales, tendremos
tres planos paralelos.
- Si o rgM=2, y rgIVI =2, el sistema es compatible
indeterminado, luego hay una recta comun a los tres planos.

o Si dos de las ecuaciones son proporcionales, esos
planos seran por tanto coincidentes y el tercer plano
serd secante a ellos.

o Si las ecuaciones no son proporcionales, entonces los
tres planos se cortan definiendo la misma recta, sin
compartir dos a dos ningun otro punto.

SirgM = 2,yrgM = 3, el sistema es incompatible, y las rectas
no tienen ningln punto en comun a los tres planos. Como

rg]W = 3, hemos descartado toda coincidencia, teniendo que:

o Sidosde las filas de M son proporcionales, estos planos
seran por tanto paralelos y el tercero sera secante a
ellos, definiendo una recta distinta con cada plano que
son paralelas entre si.

o Si en M no hay filas proporcionales, los planos son
secantes dos a dos y los cortes definen tres rectas
distintas que ademas tienen que ser paralelas entre si.

SirgM = 3,yrgM = 3, el sistema es compatible determinado,
hay una unica solucién y por lo tanto los planos ante ser
secantes dos a dos y tienen un Unico punto en comun a los tres.

Figura 4.9. Posiciones relativas de 3 planos en el espacio.
Fuente: elaboracidn propia.
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5. Fundamentacion didactica: investigaciones sobre aprendizaje y la
ensefianza

La fundamentacidn didactica de este trabajo se va a basar en una cuestion fundamental
de los contenidos que abordara la unidad didactica a desarrollar: el hecho de que la
Geometria Analitica se trate de forma mds o menos separada de la Geometria Sintética.
En concreto, preocupan especialmente las dificultades de aprendizaje que esto acarrea,
no solo en 42 de la ESO, curso en el que se centrara el trabajo, sino en los niveles
posteriores si esta interconexién no se hace evidente y se practica.

Estas dificultades pueden conducir a una desorientaciéon e incomprensiéon de los
problemas planteados, por lo que se llega a apreciar “una fuerte tendencia a la
‘algoritmizacién’ de los contenidos ensefiados” (Ancochea, 2011, p. 534), o dicho en
otras palabras, una automatizacion de los procesos de resolucion de problemas sin
comprender su contenido y su significado. Es decir, la desconexién con el resto de
conocimientos previos y la abstraccion que se impone lleva al alumnado a tratar de
resolver ejercicios por asociacidén a otro previamente resuelto: “esto se resuelve como
caso x” siguiendo los pasos memorizados y sin ni siquiera plantear un dibujo
esquematico del problema geométrico.

Para evitar este hecho, analizaremos algunos problemas generales de los que puede
adolecer la ensefianza-aprendizaje de las Matematicas en general y la Geometria en
particular.

5.1. éQué es el autismo tematico?

Ocurre con cierta frecuencia en nuestras aulas que el alumnado pregunta para qué
sirven los conocimientos que se adquieren. Es mas, debido a la praxis predominante
basada en poner en practica los conocimientos adquiridos directamente sobre ejercicios
o pseudoproblemas encauzados para aplicar tal o cual aprendizaje, el alumnado tiende
a encasillar los contenidos en compartimentos estancos, no ya entre asignaturas
diferentes, sino también entre bloques y partes de una misma asignatura.

Josep Gascon (2003 y 2004) explicé este fendmeno aplicdndolo en concreto a la
disciplina matematica. Para ello, se aproximo primero a los requisitos de un aprendizaje
no ya significativo sino al menos bien estructurado, llegando a la conclusién de que para
gue un conocimiento pueda darse en la escuela con sentido, se necesita al menos que
incluya una de las siguientes caracteristicas:

- que provenga o conecte con asuntos de interés propios la sociedad del momento
y de alguna manera al alcance del alumnado (que sea significativo),

- gque conecte con contenidos propios de la materia, ya sean previos o posteriores
(que esté estructurado didacticamente),
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- que esté conectado con otras cuestiones que se estudien en otras materias y
disciplinas (interdisciplinariedad y aplicacion).

Cuando esto no ocurre, se dice que son conocimientos encerrados en si mismos ya que
han perdido la referencia al porqué y al para qué. Esto es el autismo matematico
(Gascén, 2004) y, como veremos, ocurre especialmente en algunos bloques como la
Geometria Analitica.

Pero antes de ello, intentaremos razonar qué elementos conducen a este fendémeno. A
partir de la jerarquia de niveles de codeterminacién que propuso Chevallard (2001)
para entender la estructura de los curriculos y los planes de estudios, podriamos
estructurar cuestiones que, suscitadas en la esfera de lo social, llegan a ser tratadas en
la esfera pedagodgica del aula. Este seria el planteamiento tedrico por el cual se decide
lo que los ciudadanos del futuro deben aprender en la institucidon educativa.

Bloque de Geo- Geometria Expresiones Ecuacién de la
metria analitica analiticas recta, plano...

Espafia, Centro de una

siglo XXI localidad Matematicas

Figura 5.1. Ejemplificacion de la jerarquia de niveles de codeterminacién de Chevallard
adaptada al caso que nos ocupa. Fuente: elaboracion propia.
Realizando el camino inverso, cuando las cuestiones matematicas planteadas y
trabajadas en ultima instancia en el aula no consiguen conducir a parte alguna en niveles
superiores (o paralelos) de dicha jerarquia, incurririamos en dicho autismo tematico.
Pero se plantearia entonces el interrogante de si es responsabilidad exclusivamente del
docente alcanzar dicha coherencia o, dicho de otra manera, hasta qué limite el
profesorado esta capacitado para asumir tal responsabilidad. ¢Cémo se podrian
combatir entonces dichas barreras? i Tienen sentido incluso las divisiones establecidas?

De hecho, de nuevo el profesor Gascon (2003, p. 27) pretendia mostrar que, “en
Secundaria, no sélo ha desaparecido la razén de ser de las cuestiones que se estudian a
nivel tematico, sino también la razén de ser de las diversas ‘areas’ [hoy bloques] en las
que se divide la matemadtica escolar”. Se trata de una afirmacidn no exenta de
controversia y en cierto modo provocadora, pero la explicacién que se da es que cuando
las cuestiones parecen surgir de temas aislados, no solo respecto de niveles jerarquicos
superiores (como veiamos antes) sino aislado también de disciplinas y dreas con las que
deberia establecer ciertos paralelismos, surge la desorientacién y las preguntas del
alumnado con las que abriamos este apartado. Ademds, paraddjicamente es una
decisidn incuestionable por cuanto viene definida en el primer nivel de concrecién
curricular de nuestro sistema educativo. Por lo tanto, no todo ello depende de la
profesidon docente en ultima instancia.

Por otro lado, existe también una separacién entre los niveles de disciplina, drea y sector
(atribuibles a la epistemologia matematica y no cuestionables aparentemente por la
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didactica) y los de tema y cuestion, relegados a la aplicacion pedagdgica. Es decir, a la
compartimentacion establecida por parte de los legisladores se incorpora también la
estructura de la epistemologia, fruto tanto de la tradicién e historia de las Matematicas,
y que quiza deberia replantearse de alguna forma a la luz a través de los resultados
ofrecidos por los investigadores en Didactica de las Matematicas.

Covcoi B W oo YU o I o

Ambito competencial de la normativa
Dominio tradicional de lo epistemoldgico Dominio tradicional de lo pedagdgico

Posible ambito de influencia del profesorado

Figura 5.2. Agentes implicados y barreras que afectan a la interconexion de la jerarquia de niveles de
codeterminacidn. La potencial actuacion del profesorado, no exime de la corresponsabilidad del resto
de agentes. Fuente: elaboracion propia.

La discusidon y el cuestionamiento de esta estructura superan los objetivos y las
limitaciones de este trabajo y queda en manos de los investigadores especializados en
la didactica de las matematicas y en las personas encargadas del disefio de los curriculos
oficiales. Sin embargo, la posibilidad de hacer cuanto esté en nuestra mano por
interconectar y relacionar cuestiones que pertenecen a temas, sectores, dreas o incluso
disciplinas distintas, y a través de ello con elementos de nuestra sociedad, si que esta a

nuestro alcance en la practica diaria.?

5.2. El caso de la Geometria

Como hemos anunciado, este trabajo fin de master abordara en concreto la divisién que
se realiza entre Geometria Sintética y Geometria Analitica, a pesar de que deberian
tratarse de forma continua y complementaria es un claro ejemplo de este autismo
tematico del que venimos hablando. De hecho esta afirmacién no es exclusiva de quien
suscribe estas palabras, sino que el mismo Gascéon (2002) en un trabajo anterior
demostré que “la presunta controversia entre la Geometria Sintética y la Geometria
Analitica es, en ultima instancia, una falsa controversia fruto de un analisis
epistemoldgico superficial.”

También lo es la suposicion de que la construccién y resolucién de problemas
geomeétricos con regla y compads (puntos y rectas notables del tridngulo, tangencias,
paralelismo o perpendicularidad...) son abordados de forma complementaria desde
disciplinas como la Educacion plastica y visual o el Dibujo. Durante la secundaria no se
contempla necesariamente este estudio basado en sus propiedades como lugares
geométricos, ni se hace tampoco evidente la posibilidad de tratar dichas propiedades

8Y todo ello sin perder de vista la afirmacién de Gascén (2003, p. 32) “Si para acceder al estudio de una
cuestion matematica concreta se requiere que la cadena de niveles que debe desembocar en esa cuestion
cruce varios sectores diferentes de un darea, entonces el autismo tematico provocara que dicha cadena
sea muy dificil de establecer y esto impedird (o hara muy poco probable) que dicha cuestion pueda ser
estudiada efectivamente.

Pagina | 43



de manera algebraica. Las expresiones “eso es de matemadticas”, o “eso es de dibujo”
son frecuentes en las aulas de secundaria (incluso en las de bachillerato) cuando en
realidad se estan tratando cuestiones claramente afines.

5.3. De la Geometria Sintética en la ESO a la Geometria Analitica en el Bachillerato

Pero, éde donde nace esta divisidn? En los afios sesenta, matematicos como Choquet,
Dieudonné, Artin, Godement, Freudenthal o Santalé compartieron puntos de vista sobre
el lugar que debian ocupar la Geometria Sintética (basada en pruebas mas sencillas, en
axiomas y con resultados intuitivos) y la Geometria Analitica (que incorpora la potencia
del calculo algebraico pero con mas dificultad para evidenciar el significado de lo que se
consigue). Este debate tuvo una gran influencia en la forma en que la Geometria se
ensefia hoy nuestra ensefianza, iniciandose de forma sintética en la etapa obligatoria
para incorporar finalmente la analitica en la etapa post-obligatoria (Gascon, 2002).

Este punto de inflexidn, que viene a producirse entre 42 de la ESO y el bachillerato,
plantea un problema didactico que en opinién de este autor (Gascon, op. cit.) obedece
a “causas circunstanciales que pueden ser modificadas”.

La Geometria Sintética sin embargo, tiene evidentes beneficios como practica mental y
espacial para ayudar a comprender nuestro entorno (fisicamente), las ciencias
experimentales y en concreto las propias matematicas. Son evidentes los beneficios
mutuos que puede producir ademas, interrelacionando otras asignaturas como el
Dibujo o la Fisica.

Para superar esta dicotomia, autores como André Revuz, cuestionan que exista la
Geometria como algo “independiente dentro de las Matematicas”, y lo inscribe dentro
del modelo de ensefianza de las matematicas basado en situaciones (contextos reales),
modelos (esquema matematico que se adapta a una situacién) y teorias (el modelo
matemadtico considerado con independencia de las particularidades de una situacién en
concreto). En este marco, sefala que existen contenidos geométricos dentro de
distintos bloques de las matematicas que nos llevarian a no considerar como situaciones
geométricas exclusivamente a las situaciones basadas en aquellas relativas a
magnitudes del espacio real (del espacio fisico). Es mas, seiala que de esta forma no se
podria hablar estrictamente de teorias en Geometria, sino que serian modelos o
situaciones geométricas que se producen dentro de otros bloques de las matematicas
(Revuz, 1971, visto en Gascdn, op. cit.).

Aplicando estas consideraciones, y ampliando el concepto de situacién y de
modelizacion matemadtica a las nociones enunciadas por Chevalard (1989, visto en
Gascon, op. cit.), llegariamos a algunas recomendaciones entre las que destacaremos
aqui dos que nos llevardan a trenzar mejor los contenidos geométricos dentro de la
didactica de las matematicas:
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e una que nos impediria ensefar la Geometria al margen de otros aspectos
matematicos (aritmética, algebra, combinatoria...),

e vy otra segun la cual se deben buscar modelos y situaciones geométricas de
diversa indole (topolégicos, métricos, afines, proyectivos...).

e®0000000 e00co00000y
° [ ] [ ] ° ° [ (] °
[ ] [ J [ ] [}
° ° I ° °
: Problema geométrico ¢ algebrizar s Problemageométrico ¢
o expresado en términos > expresado en términos
° sintéticos o . ° sintéticos °
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o expresada en términos o expresada en términos
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Geometria sintética Geometria analitica

Figura 5.3. Adaptacién del esquema de modelizacion matematica propuesto por Treffers (1987) y MaaR
(2006a) a la interrelacién mutua de la Geometria Sintética y la Analitica. Fuente: elaboracidn propia.

Asi, aprender Geometria se relacionard con los procesos de modelizacién matematica,
solo que aplicando conocimientos de tipo geométrico (por ejemplo, aplicando
relaciones geomeétricas a un sistema de ecuaciones), o con la construccion de
conocimiento matemadtico a partir de un sistema geométrico (por ejemplo en las
demostraciones, como la del teorema de Pitagoras).

Esto se concreta mas claramente en la denominada “Tesis de continuidad entre las
geometrias sintética y analitica” segun la cual, la progresiva ampliacion de los problemas
que se plantean con relaciones geométricas, van a requerir la aportacion cada vez mayor
de herramientas de calculo y técnicas analiticas, y detras de la cual se sitla este trabajo

fin de master.

Pero pongamos un ejemplo concreto (aunque algunos de los contenidos de este ejemplo
excedan ahora mismo lo que se estudia en 42 de la ESO). Planteamos un problema como
el siguiente:
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Dibuja utilizando instrumentos de dibujo como la regla y el compds una circunferencia
de radio 3 cm, que pase por el punto P y sea tangente a la recta r.

Figura 5.4. Planteamiento y resolucion sintética del problema. Fuente: elaboracién propia con
GeoGebra.

La solucidn a este ejercicio es sencilla aplicando los conocimientos analiticos de lugar
geomeétrico, tanto de la distancia de los puntos de una circunferencia con respecto a su
centro (circunferencia con centro en P y radio 3 cm), como de los puntos que estan
separados una distancia en concreto de una recta (rectas paralelas a la distancia dada).
Ambas condiciones, que pueden ser dibujadas, me determinaran dos puntos que son los
centros de una de las circunferencias pedidas.

Pues bien, si proponemos un problema equivalente, o algebrizamos esta situacién,
estamos ante un planteamiento analitico guiado por el procedimiento sintético:

Hallar la ecuacion de una de una de las circunferencias de radio 3, que pase por el
punto P=(3,3) y sea tangente a una recta r definida por la ecuacion 2x-3,5y=4,25.

No seria dificil seguir la construccién anterior aplicando los conocimientos analiticos de
perpendicularidad y pendiente de una recta, distancia entre dos puntos, o las
ecuaciones de una circunferencia, para finalmente resolver el sistema de ecuaciones

que se plantea.

Por ejemplo: tomar un punto de la recta y un vector perpendicular de mddulo
3 en el sentido deseado, para después hallar la ecuacion de una recta paralela
ar que pase por el extremo de este vector. Paralelamente, tomamos la
ecuacion de la circunferencia con centro en Py radio 3. Y finalmente
resolvemos el sistema para hallar las coordenadas de los centros de las
circunferencias solucion.
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(x-5.09)+(y-5.15)2=9

(x-3)+(y-3)*=9

y-2.292=9

2,5x:3:5y=7.84 2 dERN / 3 i 7 H 7 8 9 10 "
1

_~9x-3,5y=4,25

Figura 5.5. llustracién de la solucidn analitica del problema. Fuente: elaboracién propia con GeoGebra.

Es mas, con esto, solo habriamos demostrado al alumnado que existe otro camino para
resolver un problema, que aparentemente ya teniamos resuelto. Pero ahora es el
momento de ir mostrando la potencia de esta nueva perspectiva. Se trataria de
mostrarles que los datos como el radio, el punto P o la propia recta r, cualquiera de ellos
podria ser un parametro variable y aun asi podriamos construir un modelo matematico
gue definiera las infinitas soluciones en funcién de las variables (ver figura 5.6, mas
adelante).

De esta manera se veria siempre la complementariedad que existe entre ambas formas
de ver la Geometria, y cuando en bachillerato terminen por aparecer las técnicas
analiticas, se haya llegado a ellas de forma continua desde la ESO y siendo conscientes
de su necesidad. Es decir, se podrian plantear problemas en los ultimos cursos de
secundaria donde las técnicas analiticas no fuesen suficiente, y retomar en bachillerato
dichos problemas demostrando la potencia de las nuevas técnicas. Pero no nos
adelantaremos aun a concretar dichas propuestas.

Todo esto ademas lo hemos visto en el analisis de algunos libros de texto, donde se
intenta dotar de significado geométrico a expresiones algebraicas y en los distintos
bloques del curriculo. También habria que involucrar mas el calculo algebraico en la
resolucion de problemas geométricos sintéticos. Y finalmente, herramientas como
GeoGebra pueden ser un gran aliado para evidenciar la interconexion existente entre
los bloques, gracias a sus interfaces grafica y analitica.

Pagina | 47



5.4. GeoGebra, una herramienta para este objetivo

Investigadores como Ancochea (2011) han propuesto caminos para integrar las técnicas
de construccién y estudio de las figuras (la Geometria Sintética) junto con aquellas de la
Geometria Analitica. En este camino, herramientas como GeoGebra han demostrado ser
de gran ayuda como ahora veremos.

Retomando aqui de nuevo la distincidon que se observa también entre el tratamiento
gue se da a los problemas geométricos desde las disciplinas del Dibujo, los programas
de geometria dindmica nos dan herramientas para tratar un mismo problema desde
perspectivas complementarias, atendiendo a las propiedades métricas junto a un
tratamiento algebraico de las mismas. Y no solo como un elemento ilustrativo, sino
como una herramienta en si misma.

La posibilidad que otorga GeoGebra para construir elementos y figuras, ya sea mediante
puntos, vectores o rectas (entre otros) introducidos graficamente a través de comandos,
como a través de expresiones algebraicas y coordenadas. Es decir, combina una interfaz
grafica, con la posibilidad de introducir y mostrar en una ventana adyacente las
expresiones algebraicas asociadas y aplicar la potencia del calculo a todo ello. Asi pues,
es una evidencia visible de la interaccion entre las dos perspectivas que venimos
mencionado, y al igual que puede usarse en bachillerato para ilustrar graficamente
cualquier proceso analitico (incluso los relacionados con el resto de bloques de la
asignatura), esta disponible para hacer evidente la relacién que existe con las
propiedades estudiadas sintéticamente en secundaria.

Todo ello nos llevaria a disefiar procesos de ensefianza-aprendizaje donde el alumnado
vaya compaginando siempre ambas visiones y técnicas (a modo ilustrativo primero y
como evidencia de su existencia, para ir aprendiendo a dominarlo mas tarde y apreciar
su potencia y aplicabilidad).

Ademads plantean 3 estrategias que pueden sernos utiles para tenerlas presentes cuanto
intentemos conectar ambos contenidos (Ancochea, 2011; Gascén, 2002):

e “Enunciar problemas del tipo de los que se plantean en la Geometria de la ESO y
no son resolubles con las técnicas sintéticas disponibles en dicha etapa educativa.

e Proponer problemas geométricos en el bachillerato que admitan una resolucién
mucho mas sencilla y natural con técnicas sintéticas que con las analiticas.

e Proponer problemas que, si bien exigen técnicas analiticas, requieren casi
ineludiblemente la utilizacion previa de técnicas sintéticas para disefiar una
estrategia de resolucion.”
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Figura 5.6. llustracién de la forma de ver el problema anterior en funcién del pardmetro variable de las
coordenadas del punto. Fuente: elaboracion propia con GeoGebra.
De hecho, este mismo autor (Ancochea, op. cit.) plantea un taller enfocado al
alumnado de bachillerato, el cual se supone ya inmerso en los problemas de
Geometria Analitica, basado en 3 etapas como las siguientes (que en esencia son el
ejemplo y la aplicacion de la adaptacién de la modelizacion matematica a la
Geometria que se han expuesto anteriormente):

e A partir de un enunciado de los de Geometria Analitica, el alumnado debe
enfrentarse a una primera “algebrizacion”. Antes de nada deberan pasar por
plantear una resolucién sintética (una concreta, a pesar de que el problema
pida un estudio de casos en funcién de uno o varios pardmetros). Se trataria
de utilizar GeoGebra con los conocimientos propios de regla y compds
(lugares geométricos), para después plantear las ecuaciones
correspondientes y alcanzar la solucion.

e En una segunda sesidn, ahora si se trataria de generalizar el problema
anterior empleando el uso de pardmetros. Esto no plantea mayores
problemas tampoco utilizando adecuadamente el sistema de referencia
adecuado y los parametros en GeoGebra, por lo que tras este paso
intermedio no deberia resultar problematico incorporar tales parametros a
las ecuaciones antes planteadas para un caso concreto.
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e Finalmente, con la versidn analitica del problema planteada, corresponde
ahora analizar los distintos casos que pueden producirse e identificarlos con
sus correspondientes casos del estudio sintético.

Esta metodologia, podria ser interesante para ir planteando en los cursos anteriores
el enfoque reciproco: aunque se resuelvan problemas de Geometria Sintética
concretos, se deberian ir mostrando las posibilidades del calculo basado en la
Geometria Analitica para plantear soluciones alternativas, cdmo afecta un

determinado parametro al problema, etc.

En los cursos anteriores a 42 de la ESO estos contenidos excederian el curriculo, por
lo que no seria necesario ni posible exigirlos, pero si utilizarlos a modo ilustrativos
para ir sentando las bases de un conocimiento que se ampliara mas adelante. En 42
de la ESO seria el momento de no perder este enfoque, y recuperar este
planteamiento de taller, por muy sencillos que sean los problemas con los que se

empiece a trabajar.
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6. Proyeccion didactica: elaboracidn de una unidad didactica

A lo largo de este capitulo procederemos a la elaboracién de una unidad didactica para
la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas de 42 de la ESO.
Dicha unidad didactica abordara los contenidos que el curriculo denomina “Iniciacién a
la Geometria Analitica en el plano [...]".

6.1. Titulo

El propio titulo, “Incorporamos la Geometria Analitica”, pretende ser una declaracién de
intenciones sobre algunos de los objetivos especificos que esta unidad didactica tratan
de conseguir en su relacion con el resto del curriculo que abordan los estudiantes.

6.2. Justificacion

Tal y como ha quedado patente en este trabajo en la fundamentacidn curricular, estos
contenidos se presentan en 42 de la ESO® como un nuevo enfoque que aportar al estudio
de la Geometria en Matematicas, que a su vez aporta una nueva vision al propio bloque
de funciones. Es ademads una herramienta que sera necesario dominar en la etapa del
bachillerato, por lo que es esencial que estos conocimientos se incorporen en cierta
continuidad y didlogo con los conocimientos previos, asi como con las potencialidades
del cdlculo y analisis geométrico que los sistemas de referencia y la algebrizacidon nos
ofrecen.

Se trata por lo tanto de convertir una unidad tradicionalmente operativa, abstracta y
donde dificilmente se alcanza un aprendizaje verdaderamente significativo, en un
proceso en que el alumnado se involucre, se sienta activo mas alla de la realizacién de
tareas repetitivas de afianzamiento y que en ultimo lugar comprenda su sentido y la
importancia de su estudio y sus aplicaciones practicas que ahora podemos empezar a
vislumbrar: estudios en Ciencias y Tecnologia, y no solo en Fisica o Matematicas donde
el trabajo vectorial es indispensable, sino también en otras carreras como puedan ser
Ingenierias o Arquitectura, Informatica y aplicaciones graficas digitales de diversa indole
donde el campo profesional en el que se pueden emplear se multiplica (entre otras
muchas aplicaciones y estudios).

° Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo bdsico de la Educacién
Secundaria Obligatoria y del Bachillerato; y Orden de 15 de enero de 2021, por la que se desarrolla el
curriculo correspondiente a la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de
Andalucia [...]
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6.3. Contextualizacion del centro y del aula.

El contexto de aplicacion de esta unidad sera el del C.D.P. Escuelas Profesionales de la
Sagrada Familia, de Linares —Jaén-.10

El alumnado del centro y del aula

Se trata por tanto de un centro privado de la red concertada, perteneciente a una
fundacién de la orden religiosa de la Compaiiia de Jesus. Se sitla en pleno centro de la
localidad de Linares, si bien, acoge unos 1100 alumnos y alumnas de tres nucleos
poblacionales socioecondmicamente muy diferenciados:

- El entorno de la avenida de Andalucia, donde habitan familias de pocos
miembros y un nivel socioecondmico y de formacién medio-alto.

- Laszonas de San José, San Antonio y Zarzuela, con familias de muchos miembros,
clase socioecondmica baja, escasa formacién y precariedad laboral. Alberga
ademads poblacion inmigrante, en buena medida pakistani y marroqui, por lo que
la barrera del idioma estd también presente (hay 90 estudiantes no nacionales
de hasta 16 nacionalidades).

- El barrio del Cerro, con una elevada marginacion social por su pasado chabolista,
con grandes familias donde la natalidad es muy elevada, una alta proporcién de
analfabetismo funcional y una tasa de desempleo altisima que se une a una casi
nula capacitacién laboral.

El centro tiene todos los niveles educativos desde Infantil, Primaria, Secundaria y
Bachillerato, FP Basica y Ciclos formativos (incluyendo talleres de mecanica,
laboratorios, instalaciones de frio). Es decir no se trata de un centro concertado con un
perfil marcado, sino que alberga situaciones socioeconémicas y formativas diversas.

Organizativamente, cada etapa educativa tiene un edificio o ambito distinto dentro del
complejo, con distintas jefaturas de estudios y ETCPs. También tienen comedor y un aula
matinal para madrugadores, servicios que también ofertan junto con actividades
extraescolares (estas ultimas suspendidas en buena medida por la pandemia).

Dentro del centro tienen también alumnado con Necesidades Especificas de Apoyo
Educativo (unos 116 en todo el centro), como no podia ser de otra forma, incluyendo
aquellos de altas capacidades (unos 24 alumnos sumando los de todos los niveles).
Todos ellos cuentan con asesoramiento por parte del Departamento de Orientacidn a la
hora de aplicar medidas de atencion a la diversidad. En concreto, por poner un ejemplo
con el alumnado de altas capacidades, se aplica un programa de enriquecimiento
curricular apostando por mantenerlos en su grupo. Este programa consiste en reforzar
aquellos dmbitos de su especial interés o competencia —disefio, literatura, etc.- en todos

10 Se ha optado por este centro por haber podido familiarizarse con sus caracteristicas durante el
periodo de practicas, para dar un contexto lo mas realista posible a esta unidad.
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los niveles a excepcion de 22 de bachillerato por considerarse que ya es suficientemente
exigente en si mismo, aunque se mantiene la atencidn psicoldgica. Esta iniciativa cuenta
con el patrocinio externo del programa ‘SCHOOL&TALENT’ de ENDESA.

Por todo ello, y a pesar de la diversidad de itinerarios que el propio centro ofrece, en la
clase de 42 de la ESO y en la asignatura de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Académicas cabe esperar un grupo en cierto modo heterogéneo, tanto en intereses
posteriores, como en capacidades. Por lo tanto, la capacidad de adaptacidon de nuestras
ensefianzas y la motivacién de todo el alumnado sera un objetivo y un reto en si mismo,
y una guia a la hora de aplicar metodologias adecuadas contando con los recursos
propios y del centro.

Recursos y coyuntura actual debido a la pandemia causada por COVID-19

Dado que la coyuntura actual es especial en cierto modo, y ello condiciona el contexto
el contexto de aplicaciéon de esta unidad didactica, quisiera reflejar especialmente el
impacto directo que ha tenido a efectos organizativos y educativos en el presente curso,
elementos a tener en cuenta para la programacion del mismo.

Organizacion de los recursos. Debido a la pandemia, las programaciones docentes han

de prever la imparticion de docencia sin presencialidad o en condiciones de
semipresencialidad si fuera necesario. De hecho, en este centro se ha aplicado un modo
de semipresencialidad en Bachillerato y 42 de la ESO segun el cual medio grupo asiste a
las 3 primeras horas y el otro medio a las ultimas de cada jornada, alternando semanas,
asi como también se ha contemplado el uso de aulas espejo (para evitar altas
concentraciones de personas). En cualquiera de los casos, se ha aplicado el uso de
videoconferencias con las que resolver dichas situaciones e incluso la difusion de las
clases al alumnado confinado. Es decir, esta es una situacion que ha de preverse a la
hora de plantear las metodologias de esta unidad.

Afortunadamente, se han incorporado equipos informaticos de grabacion y proyeccién
en cada clase, y en cierto modo, se han puesto los medios minimos para llevar esto a
cabo.

El proceso de enseianza aprendizaje. El afio pasado, el confinamiento sobrevenido

supuso un gran aprendizaje para todos, lo que aprovecharon para mejorar las
competencias digitales no solo del profesorado sino del alumnado y familias:
documentos colaborativos, uso del teléfono como herramienta profesional/educativa,
etc. Todo el alumnado tiene cuenta de G Suite, Classroom y autorizacion para el uso de
teléfonos moéviles solo para las actividades que el profesorado desarrolle
especificamente.
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Asi, lo que inicialmente supuso un obstdculo para la aplicacién de metodologias
colaborativas o cooperativas, poco a poco fue mejorando y es hoy un conjunto de
recursos que podemos aplicar a una situacion cambiante. Mas alla del reto logistico,
muchas de estas cosas se han transformado en recursos que permanecen: se pueden
grabar las sesiones con Meet (incluso cuando no hay nadie en casa) y sus explicaciones
en aplicaciones de pizarra como Whiteboard (permite archivar las sesiones en una
pizarra infinita) subiendo todo ello a Classroom y estando disponible para el repaso del
alumnado.

Sin embargo, observan el negativo impacto que esta situacién ha tenido, y que también
hay que tener en cuenta. Se observa entre un alumnado que en no pocos grupos ha
mermado su implicacién y compromiso con los estudios (ellos mismos reconocen la
pérdida del habito de estudio). En semipresencialidad es dificil que todos se conecten
(ya sea por falta de interés o de recursos), se pierde mucho tiempo por problemas
técnicos y la participacién en clase desde casa es casi nula (el alumnado declara que no
se puede ver ni entender tan bien como en clase). Finalmente, el temario que no se
impartid el curso pasado ha sobrecargado los contenidos del actual, pero aun asi los
docentes indican que les preocupa mas el negativo impacto que perciben en la actitud,
mas que el retraso en los contenidos, lo que de nuevo sera un reto a incorporar al
planteamiento de programaciones y unidades didacticas como esta.

6.4. Objetivos

La unidad didactica estd encuadrada dentro del drea de las matemadticas y a su vez
dentro de la etapa de la Educacién Secundaria obligatoria. Por ello, contemplaremos los
objetivos propios de cada uno de ellos, procediendo de lo general a lo particular.

Objetivos de la etapa, Ensefianza Secundaria Obligatoria

La Ley Orgdnica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion, modificada por la Ley Orgdnica
3/2020, de 29 de diciembre, recoge en el articulo 22.2 que:

“La finalidad de la Educacién secundaria consiste en lograr que los alumnos vy
alumnas adquieran los elementos bdsicos de la cultura, especialmente en sus
aspectos humanistico, artistico, cientifico-tecnolégico y motriz; desarrollar y
consolidar en ellos los habitos de estudio y de trabajo; asi como habitos de vida
saludables, preparandoles para su incorporacién a estudios posteriores, para su
insercion laboral y formarles para el ejercicio de sus derechos y obligaciones de la
vida como ciudadanos”.
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Es decir, se trata de una etapa preparatoria tanto para una posible continuacién en sus
estudios, como para una segura incorporacion a la vida adulta. Ademas, si observamos
los objetivos propios de la ensefianza secundaria (ver tabla 6.1) observamos cdmo esto
supera claramente el mero aprendizaje de contenidos, ya que buena parte de ello se
traducirdn en actitudes y destrezas.

Tabla 6.1. Objetivos de la Ensefianza Secundaria Obligatoria.

Objetivos de la etapa, Ensefianza Secundaria Obligatoria!!

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el respeto a los demas,
practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre las personas y grupos, ejercitarse en el
didlogo afianzando los derechos humanos y la igualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y
hombres, como valores comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de la ciudadania
democratica.

b) Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en equipo como
condicidn necesaria para una realizacion eficaz de las tareas del aprendizaje y como medio de
desarrollo personal.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y oportunidades entre ellos.
Rechazar la discriminacion de las personas por razéon de sexo o por cualquier otra condicidon o
circunstancia personal o social. Rechazar los estereotipos que supongan discriminacion entre hombres
y mujeres, asi como cualquier manifestacidn de violencia contra la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y en sus relaciones con
los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de cualquier tipo, los comportamientos sexistas
y resolver pacificamente los conflictos.

e) Desarrollar destrezas basicas en la utilizacion de las fuentes de informacion para, con sentido critico,
adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacién basica en el campo de las tecnologias,
especialmente las de la informacion y la comunicacion.

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura en distintas
disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los problemas en los diversos
campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion, el sentido critico, la
iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender, planificar, tomar decisiones y asumir
responsabilidades.

h) Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua castellana v, si la
hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma, textos y mensajes complejos, e iniciarse en
el conocimiento, la lectura y el estudio de la literatura.

i) Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera apropiada.

j) Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia propias y de los demas, asi
como el patrimonio artistico y cultural.

k) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar las diferencias,
afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar la educacién fisica y la practica del
deporte para favorecer el desarrollo personal y social. Conocer y valorar la dimensién humana de la
sexualidad en toda su diversidad. Valorar criticamente los habitos sociales relacionados con la salud, el
consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyendo a su conservacion y mejora.

1) Apreciar la creacién artistica y comprender el lenguaje de las distintas manifestaciones artisticas,
utilizando diversos medios de expresion y representacion.

11 Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo bdsico de la
Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato
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Objetivos de la materia, Matematicas aplicadas a las ensefianzas académicas

En un siguiente nivel de especificidad, encontramos los objetivos propios de la materia,
gue son compartidos ademas por eta asignatura en 32 y 42 de la ESO. De nuevo, si bien
es cierto que ya se van integrando algunos contenidos propios de la materia, se puede
hacer una lectura transversal que se resuma en términos actitudinales: en favor del
pensamiento reflexivo, con capacidad de aplicar estrategias de reconocimiento,
resolucién e interpretacion de situaciones susceptibles de ser expresados en términos
matematicos y cientificos o mediante herramientas tecnoldgicas (ver tabla 6.2).

Tabla 6.2. Objetivos de la materia Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas.

Objetivos de la materia Matematicas aplicadas a las ensefianzas académicas
-32y42dela ESO-12

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al lenguaje y modos de
argumentacion la racionalidad y las formas de expresién y razonamiento matematico, tanto en los
procesos matematicos, cientificos y tecnolégicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.
2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos, elaborar
y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando los recursos mas
apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor: utilizar técnicas de
recogida de la informacion y procedimientos de medida, realizar el analisis de los datos mediante el
uso de distintas clases de nUmeros y la seleccién de los célculos apropiados a cada situacion.

4. Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos, graficos, calculos, etc.)
presentes en los medios de comunicacion, Internet, publicidad u otras fuentes de informacién, analizar
criticamente las funciones que desempefian estos elementos matematicos y valorar su aportacidn para
una mejor comprensidn de los mensajes.

5. ldentificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro entorno, analizar las
propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la belleza que generan, al tiempo que
estimulan la creatividad y la imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas (calculadora, ordenador,
dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar calculos como para buscar, tratar
y representar informaciones de indole diversa y también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con métodos cientificos y
propios de la actividad matematica, tales como la exploracion sistematica de alternativas, la precision
en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la perseverancia en la busqueda de
soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la identificacion y
resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y valorando la conveniencia de
las estrategias utilizadas en funcion del andlisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar confianza en su propia
capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo un nivel de autoestima adecuado que le
permita disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las
matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van adquiriendo desde
las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto desde un punto de
vista histérico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad actual, apreciar el conocimiento
matematico acumulado por la humanidad y su aportacion al desarrollo social, econémico y cultural.

12 Orden de 15 de enero de 2021, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la etapa de
Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Autonoma de Andalucia [...].
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Objetivos especificos de la unidad didactica

Finalmente, la redaccién de esta unidad persigue unos objetivos especificos en relacion
al proceso de ensenanza-aprendizaje de la Geometria Analitica en nuestros centros
educativos.

Tabla 6.3. Objetivos especificos de la unidad: “Incorporamos la Geometria Analitica”.
Fuente: elaboracion propia.

Objetivos de la Unidad

Incorporar los contenidos propios de la Geometria Analitica en pie de continuidad con otras partes de
la Geometria y con conexiones evidentes con otros bloques como el célculo, el dlgebra o las
funciones.

Interrelacionar la Geometria Analitica con otras materias como la Fisica o el Dibujo, asi como con sus
aplicaciones en la vida cotidiana, como medio para evidenciar la utilidad de este aprendizaje.
Alcanzar un aprendizaje significativo de los contenidos Geometria Analitica, que sirva de motivacién
para su trabajo y de base para su ampliacidn posterior.

Incorporar el uso de metodologias que se adapten al alumnado y faciliten la comprensién de los
conceptos abstractos trabajados.

6.5. Competencias clave

Viendo la lectura en clave actitudinal que hemos realizado de los objetivos de la
secundaria y de la materia en cuestidn, se ve la complementariedad que tienen con la
formulacidn de las competencias clave.

Las competencias clave que podemos asociar a la unidad didactica objeto de este
trabajo!® vienen definidas a través de la Orden de 15 de enero de 2021, por la que se
desarrolla el curriculo correspondiente a la etapa de Educacion Secundaria Obligatoria
en la Comunidad Auténoma de Andalucia. En concreto son:

- CMCT, Competencia matematica y competencias basicas en cienciay
tecnologia.

- CAA, Competencia para aprender a aprender.

- CCL, Comunicacién linguistica.

- CD, Competencia digital.

- SIEP, Sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor.

- CSC, Competencias sociales y civicas.

13 L.as competencias clave se asocian en esta orden a los criterios de evaluacion que formardn parte de
esta unidad. Esto no impide que se pudiera haber disefiado otra unidad que aglutine distintos criterios y
por ende, puedan llevar aparejados distintas competencias clave. Notese que en esta relacidon no aparece
CEC, Conciencia y expresiones culturales.
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6.6. Contenidos

Para el disefio de esta unidad didactica, hemos recuperado algunos de los contenidos

minimos, criterios de evaluacidn, competencias clave asociadas y estdndares de

aprendizaje que recogia la legislacién vigente para el bloque de Geometria, y para el

bloque transversal de Procesos, métodos y actitudes matematicas. En concreto son los

siguientes:

Tabla 6.4. Contenidos y criterios de evaluacion del bloque de Geometria, de la asignatura de

Matemadticas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 42 de la ESO, a desarrollar por esta unidad.

Contenidos del bloque 3 a desarrollar por esta UD

Contenidos

Criterios de evaluacién y

competencias clave asociadas

Estandares de aprendizaje
evaluables

Iniciacion a la Geometria

Analitica en el plano:
Coordenadas. Vectores.
Ecuaciones de la recta.
Paralelismo,
perpendicularidad.
Aplicaciones

informaticas de geometria
dinamica que facilite la
comprension de conceptos
y propiedades geométricas.

3. Conocer y utilizar los
conceptos y procedimientos
basicos de la Geometria
Analitica plana para
representar, describir y
analizar formas y
configuraciones geométricas
sencillas.

cet,
cMmCT,
cD,
CAA.

3.1. Establece correspondencias
analiticas entre las coordenadas de
puntos y vectores.

3.2. Calcula la distancia entre dos
puntos y el médulo de un vector.

3.3. Conoce el significado de
pendiente de una recta y diferentes
formas de calcularla.

3.4. Calcula la ecuacion de una recta
de varias formas, en funcion de los
datos conocidos.

3.5. Reconoce distintas expresiones de
la ecuacidn de una recta y las utiliza
en el estudio analitico de las
condiciones de incidencia, paralelismo
y perpendicularidad.

3.6. Utiliza recursos tecnoldgicos
interactivos para crear figuras
geométricas y observar sus
propiedades y caracteristicas.
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Tabla 6.5. Contenidos y criterios de evaluacion del bloque de Procesos, métodos y actitudes en

matematicas, de la asignatura de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas

de 42 de la ESO, a desarrollar por esta unidad.

Contenidos del bloque 1 a desarrollar por esta UD

Contenidos

Criterios de evaluacion y
competencias clave asociadas

Planificacidn del proceso de resolucion de
problemas.

Estrategias y procedimientos puestos en
practica: uso del lenguaje apropiado:
(gréfico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacién del problema, resolver
subproblemas, recuento exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

Reflexion sobre los resultados: revision de
las operaciones utilizadas, asignacion de
unidades a los resultados, comprobacién e
interpretacién de las soluciones en el
contexto de la situacidn, busqueda de otras
formas de resolucion, etc.

Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos
numeéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

Préctica de los procesos de
matematizacién y modelizacidn, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades para
desarrollar actitudes adecuadas y afrontar
las dificultades propias del trabajo cientifico.

Utilizacién de medios tecnoldgicos en el
proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

b). la elaboracidn y creacion de
representaciones graficas de datos
numéricos, funcionales o estadisticos.

c). facilitar la comprensién de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacién de calculos de tipo numérico,
algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la
elaboracién de predicciones sobre
situaciones matematicas diversas.

e). la elaboracién de informes y
documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informacidn y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada el CCL,
proceso seguido en la resolucion de un problema. CMCT.
2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de CMCT,
resoluciéon de problemas, realizando los calculos CAA.
necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.
4. Profundizar en problemas resueltos planteando CMCT,
pequeiias variaciones en los datos, otras preguntas, CAA.
otros contextos, etc.
5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, CCL,
resultados y conclusiones obtenidas en los procesos de | CMCT,
investigacion. CAA,
SIEP.
6. Desarrollar procesos de matematizacién en CMCT,
contextos de la realidad cotidiana (numéricos, CAA,
geométricos, funcionales, estadisticos o CSC,
probabilisticos) a partir de la identificacion de SIEP.
problemas en situaciones problematicas de la realidad.
7. Valorar la modelizacién matematica como un CMCT,
recurso para resolver problemas de la realidad CAA.
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los
modelos utilizados o construidos.
8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales CMCT.
inherentes al quehacer matematico.
9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion | CMCT,
de situaciones desconocidas. CAA,
SIEP.
10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, CMCT,
aprendiendo de ello para situaciones similares futuras. | CAA,
SIEP.
11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, CMCT,
de forma auténoma, realizando calculos numéricos, CD,
algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones CAA.
graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico
situaciones diversas que ayuden a la comprension de
conceptos matematicos o a la resolucién de
problemas.
12. Utilizar las tecnologias de la informacion y la CCL,
comunicacién de modo habitual en el proceso de CMCT,
aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando CD,
informacidn relevante en Internet o en otras fuentes, CAA.

elaborando documentos propios, haciendo
exposiciones y argumentaciones de los mismos y
compartiendo éstos en entornos apropiados para
facilitar la interaccion.
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6.7. Temporalizacién

En coherencia con el estudio de las posibles temporalizaciones y estructuras del curso en
unidades didacticas analizadas, se ha optado por una estructura de curso en que la Geometria
Analitica se vea antes del bloque de Funciones, con la intencion de que esta geometria tenga en
lo posible el sentido préctico y aplicado que venimos buscando en todo este planteamiento, y
de modo que el estudio de las funciones sirva después de repaso.

Tabla 6.6 Temporalizacidn y organizacion de los contenidos del curso.
Fuente: elaboracion propia.

UNIDAD DIDACTICA Bloque tematico Trlmest.rc’e/ Sesiones
Evaluacién
UD 1: NUmeros reales 12
UD 2: Expresiones algebraicas Bloque 2 NUmeros 197 12
UD 3: Ecuaciones y sistemas y Algebra 8
UD 4: Inecuaciones y sistemas 8
UD 5: Semejanza y Trigonometria 8
. : p Bloque 3
UD 6: Aplicaciones de la trigonometria , 29T 12
= = Geometria
UD 7: Geometria Analitica 12
UD 8: Funciones Bloque 4 8
UD 9: Funciones elementales Funciones 12
UD 10: Combinatoria Bloque 5 - 10
UD 11: Probabilidad Estadisticay 10
UD 12: Estadistica Probabilidad 8
TOTAL 120

Tabla 6.7 Temporalizacién de las sesiones de esta unidad didactica
(ver desglose pormenorizado en apartado 6.12). Fuente: elaboracidn propia

Sesiones 1y 2 Evaluacion inicial de conocimientos previos: sistemas de
referencia, coordenadas, vectores, paralelismoy
perpendicularidad, el plano y el espacio.

Introduccidn o historia y motivacion: por qué la Geometria

Analitica
Sesiones3a9 Sesion 3 a 9: desarrollo de los contenidos de la unidad
Sesion 10 Sesion 10: prueba individual de evaluacion

Sesiones 11y 12 | Revisidn, dudas y refuerzo
Actividades de ampliacién y recuperacion.
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6.8. Metodologia

De acuerdo con el articulo 2.1. apartado g), del RD 1105/2014 ya antes mencionado,

III

entenderemos por metodologia didactica al “conjunto de estrategias, procedimientos y
acciones organizadas y planificadas por el profesorado, de manera consciente vy
reflexiva, con la finalidad de posibilitar el aprendizaje del alumnado y el logro de los

objetivos planteados”.

Ademas, la propia Orden de 16 de enero de 2021 de la Junta de Andalucia recoge entre
las estrategias metodoldgicas que cabria aplicar para adaptarse a las necesidades del
alumnado en relacién con este conjunto de contenidos las siguientes:

- Utilizacién de metodologias como el ABP (Aprendizaje Basado en Problemas),
formulando preguntas al alumnado a partir de las cuales desarrollara su
aprendizaje, trabajando con técnicas de aprendizaje cooperativo, o el ABI
(Aprendizaje Basado en la Investigacion), a través de la resoluciéon de

problemas”.

- Uso de recursos TIC y software especifico, tanto para la construccién del
pensamiento matematico'* como para enriquecer el proceso de evaluacién del
alumnado o favorecer el aprendizaje constructivo y cooperativo.

No cabe duda de que el trabajo de algebrizacién que lleva aparejada la Geometria
Analitica requerird también del desarrollo de ciertas tareas repetitivas con el objetivo
de mecanizar y afianzar algunos calculos y procesos. Sin embargo, esto solo se realizara
una vez se haya interiorizado plenamente el sentido y la utilidad de realizar dichas
operaciones (para lo cual seran especialmente utiles las metodologias antes resefiadas),
ya sea dentro de la estrategia de resolucién del problema, ya sea identificando el
significado de cada componente de las expresiones algebraicas o vectoriales que se

trabajen.
Por todo ello, se propone el uso de las siguientes estrategias metodoldgicas:

- Una metodologia activa, que favorezca constantemente la interaccién con el

alumnado, incluso dentro de discursos expositivos, aumentando la participacion
y permitiendo conocer el grado de comprension en todo momento.

En ella, la posicion del profesor tratara de ser interna con respecto al grupo en

todo lo posible, para evitar la recepcion pasiva de conocimientos por parte del
alumnado. Por ello la organizacién del aula, evitando la individualizacién y la
focalizacién en un Unico punto es importante.

14 El uso de programas y aplicaciones informéticas (app) de geometria dindmica hacen que la ensefianza
de la Geometria sea mas motivadora consiguiendo un aprendizaje mds efectivo en el alumnado.
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Ademas, se pondra el foco en el descubrimiento por parte del alumnado, siendo

este capaz de alcanzar ciertas deducciones légicas apoyado por el andamiaje, las
orientaciones o las preguntas que planteemos como docentes. Todo ello
considerando los distintos estilos de aprendizaje.

Un enfoque interdisciplinar, significativo y realista, que constantemente haga

referencia las aplicaciones de estas destrezas en el mundo real y en relaciéon a
otras asignaturas.

El uso combinado de diversas fuentes y formas de transmitir la informacidn,

desde materiales escritos y transmisidn oral, hasta proyeccion de audiovisuales
y materiales compartidos online.

La ejecucion de distintas dinamicas de grupo, desde tormentas de ideas, debates

o didlogos, a la realizacién de actividades cooperativas que favorezcan el
aprendizaje entre iguales (por ejemplo del tipo ABP o ABI). Estas estrategias se
dirigen al aprendizaje y desarrollo de competencias porque favorece la critica, la

reflexion, la hipdtesis y la investigacion.

En estas actividades, se valora especialmente el proceso, mas alld del resultado
final, pues permite ademads desarrollar valores trasversales como la empatia, la

aceptacion mutua, la solidaridad, el respeto, la interaccion y las tutorias entre
iguales. Tampoco hay que olvidar el potencial para desarrollar la responsabilidad
individual, el liderazgo, el trabajo en equipo o la autoestima.

Uso intencionado de los dispositivos méviles o tabletas, como herramienta de

trabajo informatica adicional y como forma de luchar contra las distracciones a
través del uso de aplicaciones, tareas gamificadas o fuente de informacién

adicional.

Ademas, las dinamicas que pueden darse con este trabajo permiten también
sustituir momentaneamente la escritura para potenciar actividades de
interpretacion para conectar ideas, poniendo el acento en el porqué y en el
razonamiento mas que en el desarrollo de una tarea algoritmizada o mecanica.

Utilizacidn de estrategias de clase invertida (flipped classroom), como forma de

preparar y reforzar contenidos fuera del aula.
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6.9. Actividades y recursos
Actividades

En concordancia con los objetivos y los contenidos de esta unidad, se ha disefiado una
variedad de actividades y tomado una serie de recursos que permitan desarrollar las
estrategias metodoldgicas mencionadas, y adaptarse a las necesidades y los estilos de
aprendizaje de todo el alumnado. Junto a una seleccion de los ejercicios y tareas
planteados en el libro de texto, se disefiaran y propondran otra serie de actividades que
vengan a enriquecer el trabajo para cumplir con los objetivos planteados.

Como se decia en el apartado metodolédgico, no se desdefiara la capacidad de
entrenamiento y afianzamiento de procesos y conocimientos adquiridos que los

ejercicios aportan.

Ademas, se desarrollardn problemas contextualizados y un pequeno proyecto, que

favorezcan la adquisicion de nuevos conocimientos o la aplicacién de conocimientos
previos de una manera distinta, asi como el desarrollo de competencias o una
combinacion de saberes interdisciplinar.

Atendiendo a una clasificacién por el tipo de actividades que se desarrollaran estas

seran:

- Actividades de diagndstico: principalmente colectivas, a través de lluvia de ideas

y explicacién entre iguales de conceptos previos para conocer el nivel de partida
y reforzar conocimientos de base.

- Actividades de introduccidn: a partir del visionado de videos o la comprensién

de ejemplos en los que la Geometria Analitica es de aplicacidn (fisica, dibujo,
disefio de trayectorias, analisis de graficas...) para contextualizar la unidad a
desarrollar.

- Actividades de motivacidn: especialmente a través de estrategias gamificadas, o

de generacién de un pequefio proyecto (ver anexos).

- Actividades de aprendizaje: en ellas se adquiriran destrezas procedimentales y

conceptuales, ya sea mediante la estrategia de clase invertida (ver anexo ll),
como en el aula. En general, todas ellas contribuiran a este hecho.

- Actividades de consolidacidn y refuerzo: tanto para fijar y consolidar los

contenidos como para individualizar la ensefanza y atender a la diversidad. Para
su eleccidn se prestara atencion a la evolucion del alumnado.

- Actividades creativas: especialmente aquellas vinculadas al proyecto a

desarrollar a partir de una idea (ver anexo |).
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- Actividades de evaluacidn: todas ellas son susceptibles de determinar el grado

de consecucién de los objetivos, no solo a través de una prueba individual. Se
observaray anotara sistematica e individualmente en todas las que sea posible.®

- Actividades de ampliacién: destinadas especialmente a quienes hayan alcanzado

los objetivos y como medio de individualizar la ensefianza y atender la
diversidad.

- Actividades de recuperacion: destinadas a quienes no han alcanzado a prior los

objetivos, una vez solventadas las dudas o carencias y como medio de
individualizar la ensefianza y atender la diversidad.

Recursos

Se parte por supuesto de los recursos humanos principales, como son el propio

alumnado y el profesorado (el de esta materia, y el de materias afines, con las que
puedan colaborar determinadas actividades).

De entre los recursos materiales, contamos con los libros de texto, material escolar de
escritura, dibujo y anotacion (el cuaderno del alumnado es parte importante del proceso
de aprendizaje y también formara parte de la evaluacién), aula con pizarra, equipo
informdtico y proyector, asi como los teléfonos inteligentes, tabletas u ordenadores del
alumnado?®.

Dentro del entorno virtual y las TIC, destacaremos especificamente el uso de las
siguientes:

- Plataforma Google Classroom como método de organizacidon, comunicacion e

intercambio de informacién y actividades online.

- Aplicacién Geogebra Classic y Geogebra Notes, como software de geometria

dindmica y herramienta de interaccion entre el lenguaje gréfico y el lenguaje
algebraico. Serd una herramienta fundamental a utilizar tanto por el docente
como por el alumnado. A esto se aflade también la posibilidad de hacer
desarrollos en pizarra virtual, con la posibilidad de almacenar todo ello y ponerlo
a disposicion del alumnado después (alternativamente también se puede
recurrir a otros software de pizarra digital —-Whiteboeard...- , o incluso a

- Plataforma Edpuzzle, a través de la cual desarrollar la estrategia de clase
invertida, seleccionando videos externos de dominio publico de corta duracion

15 Ver a continuacidn el proceso de evaluacidn y calificacion.

16 En caso de detectar que algun estudiante carezca de estos medios, se tratarad de buscar una solucién
oportuna, ya sea adaptando las actividades que lo requieran para realizarse de forma colaborativa, o
proporcionando puntualmente algun equipo por parte del centro.
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sobre los que poder desarrollar e incrustar pequeiias preguntas para evaluar el
seguimiento de esta tarea (ver anexo Il).

- Aplicaciones como Kahoot o formularios de Google, a través de los que

desarrollar estrategias gamificadas de motivacion (ver anexo lll).

- Aplicaciones como Scratch.mit.edu, donde combinar los conocimientos

adquiridos de Geometria Analitica con tareas sencillas de programacién (ver
anexo l11.1).

- Sistemas de grabacién de las sesiones o videoconferencia si fuera necesario
como Google Meet, Zoom, OBS Studio...

6.10. Atencion a la diversidad

Tal y como se ha comentado en la contextualizacion del alumnado del centro, la
atencidn a la diversidad ha de ser una constante en la educacién, no solo por cuestiones
cognitivas (diagndsticos de toda indole como TDAH, trastornos del espectro autista,
altas capacidades...), sino por cualquier otra causa que pueda plantear dificultades o
situaciones extraordinarias de aprendizaje (situaciones personales, incorporaciones
tardias, etc.).

Es decir, la atencidn a la diversidad se entiende como “el respeto a las diferencias y la
compensacion de las posibles desigualdades sociales, econdémicas, culturales vy
personales”, y estd orientada al logro de los objetivos de la Educacién Secundaria
Obligatoria y la adquisicion de las competencias correspondientes y no podran, en
ningln caso, suponer una discriminacién que impida alcanzar dichos objetivos vy
competencias y la titulacién correspondiente” tal y como rezan el predmbulo vy el
articulo 2 del Decreto 111/2016, de 14 de junio, por el que se establece la ordenacion y
el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de
Andalucia.

La atencidn a la diversidad esta presente en todo momento a lo largo de esta unidad
didactica, precisamente en la flexibilidad y en la variedad de tareas y recursos
metodoldgicos que se plantean para poder adaptarse mejor a las necesidades de cada
persona. Ademas, las actividades de refuerzo y de ampliaciéon estan especificamente
orientadas a este fin:

- Las tareas de ampliacidn, asi como las tareas abiertas, estan destinadas a que el
alumnado pueda desarrollar sus capacidades al maximo, incluso dentro del
grupo. Permiten enriquecer, profundizar e investigar mas en los conocimientos
trabajados, e incluso adaptarlos a su interés personal, lo cual puede beneficiar

ademas al grupo.
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- Las tareas de refuerzo buscan resolver dudas, adaptarse al contexto y al ritmo
de aprendizaje del alumnado, aumentar la motivacion y anular los problemas de
planteamiento o los posibles bloqueos que puedan estar entorpeciendo el
aprendizaje. El planteamiento grupal de muchas de las actividades estan
orientados ademas a la creacidn de grupos heterogéneos, donde se favorezca
ademas la tutoria entre iguales, ampliamente favorable a todos.

Ademas de ello, y tal y como recoge la ORDEN de 25 de julio de 2008, por la que se regula
la atencidn a la diversidad del alumnado que cursa la educacion bdsica en los centros
docentes publicos de Andalucia, y dado que estamos en una asignatura de Matematicas,
se contempla la posibilidad de aplicar otras medidas si fuera necesario:

“Agrupamientos flexibles para la atencion al alumnado en un grupo especifico,
siempre con caracter temporal y abierto, con el fin de facilitar la integracion del
alumnado en su grupo ordinario [...]".

- Desdoblamientos de grupos, [...] con la finalidad de reforzar su ensefanza.

- Apoyo en grupos ordinarios mediante un segundo profesor o profesora dentro
del aula, [...] en los casos del alumnado que presente un importante desfase en
su nivel de aprendizaje [...].

- Modelo flexible de horario lectivo semanal, que se seguira para responder a las
necesidades educativas concretas del alumnado.”

En cualquier caso, cuando se apliquen este tipo de medidas y especialmente cuando se
trate de medidas individualizada, se informara a las madres, padres y tutores legales del
alumnado.

De ser necesario realizar algun tipo de adaptacidn curricular, “estaran destinadas al
ajuste metodoldgico y de adaptacion de los procedimientos e instrumentos y, en su
caso, de los tiempos y apoyos que aseguren una correcta evaluacion de este alumnado”
(articulo 23, Decreto 111/2016).

Ninguna de todas estas adaptaciones se tendran en cuenta en ningun caso para reducir
las calificaciones obtenidas.

Finalmente, en caso de tener que llegar al caso de realizar adaptaciones significativas
que afecten al curriculo, se atendra a lo establecido en la normativa, y siempre
manteniendo la maxima de adaptarse a las necesidades especificas de apoyo educativo
del alumnado.
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6.11. Evaluaciéon

La evaluacion es un acto educativo que permite conocer el grado de consecucién de los
objetivos y de asimilacién de los contenidos, sirviendo para orientar en qué medida y de
qué forma se puede mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje. Es decir, se evalua
tanto el rendimiento del alumnado como el propio desempefio del docente. Para ello,
se centra en el proceso y se apoya en referencias cualitativas y descriptivas que
cumplirdn las siguientes claves:

- Seran conocidas por el alumnado, que en todo momento conocera lo que se
tendra en cuenta para su evaluacién y posterior calificacion.

- Al formar parte del proceso de aprendizaje, daran informacion al profesorado, al
alumnado y a sus familias y/o tutores para poder reorientar su estudio si fuera

necesario.

- Se basara en comprobar competencias y destrezas que perduren en el tiempo,
poniendo especial atencidn en el cumplimiento de lo imprescindible, y de ahi en
adelante en lo deseable.

Por ello hay tres momentos clave en la evaluacién:

1. Evaluacidn inicial: se trata de conocer los conocimientos previos del alumnado
sobre el curso (evaluacidn inicial del curso) o sobre la propia la unidad didactica
(especialmente para detectar si poseen aquellos que sean imprescindibles para
aprender los nuevos que queramos trabajar). Por eso serd cualitativa.

2. Evaluacién continua: mediante la observacién de todas las actividades que se
desarrollen, prestando atencién a la necesidad de subsanar errores, malas
interpretaciones, hacer correcciones, adaptar nuevas actividades y explicaciones
o plantear refuerzos, etc.

3. Evaluaciéon sumativa: o final, donde se identifica el nivel de logro de los criterios
gue habia propuesto la unidad por parte del alumnado, y de idoneidad en el
planteamiento de la misma por parte del docente.

Todo ello se hara en consecuencia con el Real Decreto 1105/2014 (articulo 20) y el
Decreto 111/2016 (capitulo V), que definen la evaluacion del proceso de aprendizaje de
los alumnos y alumnas de educacidn secundaria obligatoria como continua, formativa,
integradora e individualizada. Ademas, y de acuerdo a estas mismas normativas, los
referentes para la evaluacién son el cumplimiento de los criterios de evaluacién y los
estandares de aprendizaje evaluables”.
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Instrumentos de evaluacion

Todas las actividades planteadas de las que quede registro seran susceptibles de
evaluacidn, y por tanto de arrojar una retroalimentacién sobre el resultado del proceso
de ensefianza-aprendizaje. En concreto, en esta unidad tenemos:

- Cuaderno de clase: valorando la claridad, orden y realizacion y seguimiento de
las tareas.

- Cuestionarios y actividades online (preguntas de comprobacion del seguimiento
de la metodologia “clase invertida” —Edpuzzle- y formularios con actividades y
peguntas —Kahoot, Google Forms...-).

- Pruebas y actividades escritas y entregables, como son las actividades
colaborativas del proyecto propuesto y el examen y prueba de recuperacién.

- Observacion del interés y la actitud hacia el aprendizaje de las matematicas,
como son el grado de participacidon en clase, su implicaciéon en el uso de los
materiales didacticos propuestos, su grado de colaboracién en las tareas
grupales, el respeto por el aula y por sus companieros.

Para ello, se ha disefiado una rubrica de evaluacion que integra todas estas actividades
evaluables y que facilitara la posterior calificacion en la evaluacién sumativa (ver tabla
en el apartado de calificacion).

La calificacion

La calificacion es la cuantificacién de los logros obtenidos, por lo que es un acto
administrativo posterior a la evaluacion, especialmente a la evaluacién sumativa.

Para trasladar las observaciones cualitativas a notas sera necesario ademas ponderar los
diferentes instrumentos, lo cual se ha realizado de la siguiente manera en funcion de la
rabrica de la unidad (ver tabla 6.8). Ademads, y siguiendo lo establecido por la
programacién del departamento de Matematicas del centro, las unidades didacticas
tendran un peso equivalente en la calificacidn final.

Finalmente, el instrumento de procesamiento de las calificaciones para las evaluaciones
trimestrales y finales sera el programa Séneca, en el cual se volcaran las notas de las
actividades que hacen referencia a los criterios de evaluacion y sus correspondientes
competencias asociadas (recordemos las tablas 6.1. y 6.2.). En este programa se han
registrado ya las ponderaciones mencionadas (de las actividades y de las distintas
unidades), obteniendo asi la evaluacién final de la asignatura, y la evaluacién
competencial que se traslada al expediente del alumnado.
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Tabla 6.8 Rubrica para la evaluacién de la Unidad y conexidn con el proceso de calificacién en la

evaluacion sumativa. Fuente: elaboracion propia.

Ponderacién

. Nota
Bueno Mejorable sobre el total asignada
de la UD 2
El cuaderno se
presenta ordenado y . El cuaderno carece
El cuaderno no estd
completo con las de orden o no se han
Cuaderno de .. del todo completo o .
actividades . realizado 10
clase . falta corregir algunas -
suficientemente .. suficientemente las
actividades
desarrolladas o tareas planteadas
corregidas
. No se han realizado .
Se han realizado con No se han realizado
.. ., todas las tareas o no
Seguimiento atencion las tareas, . las tareas o no se
. se han comprendido .
de la clase comprendiendo los . han comprendido los
. . . suficientemente los .
invertida contenidos . contenidos
. contenidos .
esenciales . esenciales
esenciales
No se han
. Se podria mejorar la comprendido
Se han comprendido P J . 2
9 . - comprension de suficientemente los
Cuestionario | suficientemente los
algunos de los conceptos
Kahoot conceptos . 15
. conceptos trabajados o ha
trabajados . S
trabajados faltado implicacion
en la actividad
No se han
. Se podria mejorar la comprendido
. Se han comprendido i J . 2
Formulario . comprension de suficientemente los
suficientemente los
sobre algunos de los conceptos
.. conceptos .
actividad . conceptos trabajados o ha
trabajados . R
trabajados faltado implicacion
en la actividad
AT T La implicacién en la
La implicacion en la | La implicacion en la L .
.. . . . actividad no ha sido
actividad ha sido y se actividad ha sido .
Proyecto suficiente y/o no se
, ha mostrado buena, aunque se
colaborativo . , ha mostrado
" capacidad de podria haber . 25
El vuelo del . . . capacidad de
" integrar los profundizado mas en .
dron S integrar los
conocimientos el desarrollo de la o
. . conocimientos
practicados misma. .
practicados
El dominio
Se ha demostrado | Se ha demostrado un | demostrado no es
. dominar los dominio suficiente suficiente y podria
Prueba final yp 50
conceptos de los conceptos comprometer el
trabajados trabajados aprendizaje futuro
en esta materia
El dominio
Se ha demostrado | Se ha demostrado un | demostrado no es
Prueba de dominar los dominio suficiente suficiente y podria 50
recuperacion conceptos de los conceptos comprometer el
trabajados trabajados aprendizaje futuro

en esta materia

Se han superado
suficientemente los
criterios de
evaluacion y las
competencias
trabajadas

No se han alcanzado
con suficiencia los
criterios de
evaluacion y las
competencias
trabajadas,
pudiendo
comprometer el
aprendizaje futuro
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6.12. Desarrollo pormenorizado de las sesiones

A continuacidon se detalla el desarrollo de cada sesién de la temporalizacion,
pormenorizando los contenidos y los tipos de actividades a emplear. Como se puede
observar, se han tratado de combinar distintos decursos y metodologias, aplicando
ademas una estrategia de repaso acumulativo que integre y refuerce constantemente
lo visto anteriormente.

Los minutajes son orientativos y susceptibles de cambio para adaptarse a las
necesidades del alumnado. La estrategia de emplear pequefias tareas de clase invertida
pretende evitar la idea de ‘deberes’, pero si dedicar 5-8 minutos para ver unos videos y
responder algunas preguntas que faciliten la asimilacién de los contenidos. Ademas, las
actividades gamificadas podrian desarrollarse en el aula o, si fuera necesario, desde casa
como herramienta de repaso.

Tabla 6.9 Desarrollo pormenorizado de cada sesién y conexién con el curriculo y las estrategias
metodoldgicas empleadas. Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo de la sesion: 1 y 2 Evaluacion inicial e introduccion
Contenido de la sesion:
- Tormenta de ideas participativa sobre los conceptos previos: sistemas de referencia, coordenadas,
vectores, paralelismo y perpendicularidad, el plano y el espacio.
- Introduccidn al significado de la Geometria Analitica: del lenguaje algebraico al geométrico analitico
y viceversa. Visualizacion de ejemplos con GeoGebra y aplicaciones en la vida real:
https://es.slideshare.net/mattiamaroni/revista-geometria-analitica-aplicacion-en-la-vida-
cotidiana
https://www.navigames.es/articulos/matematicas-en-desarrollo-de-videojuegos/
Geometria para programacion de videojuegos

-Arranque del proyecto grupal “Programamos un vuelo fotografico con un dron”: ¢qué necesitamos?
https://www.aerial-insights.co/blog/como-planificar-capturas-de-dron/
(ver anexo I)
Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo ll):
éQué es la Geometria Analitica? ¢ Qué son los ejes cartesianos? Introduccidn
¢Qué es Geometria Analitica? 2
Estandares de evaluacién trabajados: Competencias:
3.1,36//4,6,7,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA, SIEP.
Metodologia y tipo de actividades:
Metodologia activa en la que el alumnado es el protagonista la lluvia de ideas a modo de evaluacion
inicial e introduccion.
La actividad de proyecto, en grupos de 6 se plantea como colaborativa y creativa y agrupando
estrategias ABP y ABI que sean significativas y motivadoras.
Preparacién y refuerzo individual mediante el visionado y preguntas de la clase invertida.
Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacion grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacion para las actividades.
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https://es.slideshare.net/mattiamaroni/revista-geometria-analitica-aplicacion-en-la-vida-cotidiana
https://es.slideshare.net/mattiamaroni/revista-geometria-analitica-aplicacion-en-la-vida-cotidiana
https://www.navigames.es/articulos/matematicas-en-desarrollo-de-videojuegos/
http://www.lostiemposcambian.com/blog/as3/tips-matematicos-geometria-programacion-videojuegos/
https://www.aerial-insights.co/blog/como-planificar-capturas-de-dron/
https://www.youtube.com/watch?v=wSDJZCaUNnQ
https://www.youtube.com/watch?v=E61LpfYqREc

Desarrollo de la sesidn 3: vectores en el plano y operaciones

Contenido de la sesion:

-Repaso acumulativo (10’)

-Definiciones y ejercicios relacionados con los vectores: calculo de coordenadas, médulos y
distancias. Visualizacion en GeoGebra. (30’)

-Seguimiento proyecto: “Programamos un vuelo...”: localizamos puntos.’ (20’)

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo Il):
VECTORES en el Plano 21 Concepto, COORDENADAS vy MODULO

Estandares de evaluacidn trabajados: Competencias:
3.1,3.2,36//1,2,4,6,7,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos
previos, reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de
consolidacién propuestos con la orientacion del profesor.

La actividad grupal de proyecto se orienta ahora a la resolucion de un problema (ABP).

Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacién grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacion para las actividades.

Desarrollo de la sesion 4: operaciones con vectores, combinaciones lineales

Contenido de la sesion:

-Repaso acumulativo (10’)

-Suma, resta y producto de un vector por un escalar: ejercicios de combinaciones lineales.
Visualizacion en GeoGebra (35’)

-Actividad gamificada (ver anexo Ill): Kahoot de combinaciones lineales. (15’)

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo Il):
SUMA, RESTA de Vectores y MULTIPLICACION por un Escalar ==X [ Vectores en el Plano

Estandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,36//1,2,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos
previos, reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de
consolidacién propuestos con la orientacion del profesor.

La actividad gamificada pretende motivar al alumnado al tiempo que otorgar un primer instrumento
de evaluacion individualizado del proceso de aprendizaje.

Uso de las TIC como recursos motivador, visualizacidn grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacién para las actividades.

Desarrollo de la sesion 5: operaciones con vectores, producto escalar

Contenido de la sesion:
-Repaso acumulativo (10’)
-El producto escalar y su aplicacidn para saber el dngulo entre vectores: ejercicios (50°).

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo Il):
Producto escalar y PRODUCTO ESCALAR y ANGULO entre Vectores A Vectores en el Plano

Estandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,33,36//1,2,8,9,11, 12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos
previos, reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de
consolidacién propuestos con la orientacion del profesor.

Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacion grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacion para las actividades.
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https://www.youtube.com/watch?v=M5LZ1R3LAps
https://www.youtube.com/watch?v=rtxUMjExgKk
https://www.youtube.com/watch?v=eWGwa9QprWQ
https://www.youtube.com/watch?v=5Yj9EVLJXBM

Desarrollo de la sesion 6: ecuaciones de la recta

Contenido de la sesion:

-Repaso acumulativo (10’)

-Ecuaciones de la recta: vectorial, paramétricas y continua. Ejercicios y visualizacion en GeoGebra
(35")

-Seguimiento proyecto: “Programamos un vuelo...”: definimos trayectorias (15’)

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo ll):
Ecuacidn de la recta SECUNDARIA (42ESO) Geometria Plana

Estandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,33,3.4,36//1,2,4,6,78,9,11, 12 CCL, CMCT, CD, CAA, SIEP.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos previos,
reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de consolidacion
propuestos con la orientacién del profesor.

La actividad grupal de proyecto se orienta ahora a la resolucién de un problema (ABP).

Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacién grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacién para las actividades.

Desarrollo de la sesion 7: ecuaciones de la recta

Contenido de la sesion:

-Repaso acumulativo (10’)

-Ecuaciones de la recta: general, explicita y punto pendiente. Ejercicios y visualizacidén en GeoGebra
(35)

-Actividad gamificada (ver anexo Ill): ‘Kahoot de conceptos basicos’ (15’)

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo Il):
Posicidn relativa de dos rectas SECUNDARIA (42ESO) geometria plana

Estandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,33,34,36//1,2,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos previos,
reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de consolidacién
propuestos con la orientacién del profesor.

La actividad gamificada pretende motivar al alumnado al tiempo que otorgar un segundo instrumento
de evaluacion individualizado del proceso de aprendizaje.

Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacién grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacion para las actividades.

Desarrollo de la sesion 8: problemas de incidencia

Contenido de la sesion:

-Repaso acumulativo (10’)

-Posiciones relativas de dos rectas, paralelismo y perpendicularidad. (20°)

-Ejercicios de aplicacion (15)

-Actividad gamificada: ‘formulario de escape, Definir trayectorias de dron con Scratch (mit.edu)’ (15’)

Flipped classroom (Edpuzzle, ver anexo ll):
Rectas Paralelas y Perpendiculares «=

Estdndares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,3.3,3.4,35,3.6//1,2,4,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas repasa los conceptos previos,
reconstruye los contenidos vistos en la clase invertida y resuelve los ejercicios de consolidacion
propuestos con la orientacién del profesor.

La actividad gamificada (ver anexo Ill) pretende motivar al alumnado llevando a un contexto “semi
real-matematizado” los conocimientos que han adquirido tanto en el proyecto como en la unidad.
Uso de las TIC como busqueda de recursos, visualizacién grafica de los contenidos y herramienta de
comunicacion para las actividades.
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https://www.youtube.com/watch?v=qYvo7p-yZVw
https://www.youtube.com/watch?v=jDzoBSN4cKE
https://scratch.mit.edu/projects/305087819/embed
https://www.youtube.com/watch?v=6bc2WVim_TA

Desarrollo de la sesion 9: repaso general

Contenido de la sesion:
-Ejercicios de repaso e integracién de contenidos (30’).
-Remate del proyecto: “Programamos un vuelo...”: presentacidn secuencia de vuelo. (30’)

Estdandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,3.3,34,35,3.6//1,2,5,6,7,8,9, 10, CCL, CMCT, CD, CAA, SIEP.
11,12

Metodologia y tipo de actividades:

Metodologia activa en la que el alumnado, individualmente y en parejas resuelve los ejercicios de
refuerzo propuestos con la orientacién del profesor.

La actividad grupal de proyecto entra en la parte final, en la que se presentan los resultados obtenidos
y se debaten y comparan propuestas.

Uso de las TIC como herramienta de comunicacion y presentacion grafica de los resultados.

Desarrollo de la sesion 10: prueba individual

Contenido de la sesion:
-Prueba individual (60’)
-Revision de los cuadernos

Estandares de evaluacion trabajados: Competencias:
3.1,3.2,3.3,3.4,35//1,2,4,8,9 CCL, CMCT.

Metodologia y tipo de actividades:
Actividad netamente de evaluacion individualizada.

Desarrollo de la sesion 11: refuerzo y resolucion de dudas

Contenido de la sesion:
-Correccion grupal del examen y tutoria entre iguales supervisada (30)
-Ejercicios de refuerzo sobre los contenidos que hayan planteado problemas (30’)

Estandares de evaluacién trabajados: Competencias:
3.1,3.2,33,3.4,35,36//1,2,8,9,11,12 CCL, CMCT, CD, CAA.

Metodologia y tipo de actividades:

Actividades de refuerzo basadas en la tutoria ente iguales en grupos de 4, que consolida los
aprendizajes adquiridos y facilita la interaccion entre el alumnado.

Uso de las TIC para la visualizacién gréfica de los contenidos.

Desarrollo de la sesion 12: actividades de ampliacién y recuperacion

Contenido de la sesidn:

-Prueba individual (45’)

-Actividad de ampliacion (60’): Reflexiona, investiga y propdn, ¢cémo aplicarias lo aprendido al uso
de la tecnologia GPS?

Estandares de evaluacién trabajados: Competencias:
3.1,3.2,3.3,3.4,35,3.6//1,2,4,5,6,7,8,9, CCL, CMCT, CD, CAA.
10,11, 12

Metodologia y tipo de actividades:

Actividad de evaluacion para el alumnado que necesite recuperar y actividad de ampliacién basada en
la investigacion en grupos de 2 a 4 personas, que integre lo aprendido con un sentido practico en la
vida cotidiana. Pequefio debate final donde compartir los hallazgos.

Uso de las TIC como busqueda de informacion.
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7. Conclusiones

A lo largo de este Trabajo de Fin de Master se ha pretendido compilar los aprendizajes
adquiridos en esta etapa formativa asi como la experiencia acumulada gracias al periodo
de practicas.

Se ha puesto en evidencia como la profesion de docente requiere comprender el
proceso de transposicion didactica (Bosch y Gascén, 2006) entre el saber sabio, el saber
ensefiar, el saber ensefiado y finalmente el saber aprendido: uno de los fines ultimos de
la profesidén junto con el aprendizaje por parte del alumnado de una serie de actitudes
y valores utiles para su vida.

Esta coherencia se ha tratado de transmitir a lo largo de las fundamentaciones
epistemoldgica, curricular y didactica, que han servido de base para el planteamiento
de la unidad didactica. El dominio de la materia ha tratado de ir acompafiado de un
conocimiento profundo del sistema educativo, asi como de los principios psico-
pedagdgicos (especificos de la unidad y generales de la materia y de la etapa de
desarrollo del alumnado) que influyen en el proceso.

Ha servido pues para aplicar una parte de la normativa que regula el sistema educativo;
investigar acerca de los recursos y las potenciales dificultades que rodean al tema en
cuestién de la Geometria Analitica y para profundizar en el estudio de la materia en si
misma. En concreto, ha servido para trazar una estrategia didactica que pretende
conectar el enfoque analitico con el resto de las matematicas y su aplicacién en otros
campos del saber y de la realidad.

Junto a todo ello, la experiencia directa vivida durante las prdcticas ha incorporado aun
un punto mas de realismo a la cotidianeidad del aula, factor necesario para que
cualquier programacién pueda alcanzar sus objetivos y para plantearse desafios
verosimiles. Hacer frente a problemas de aprendizaje, concepciones erréneas, lagunas
de base o la falta de concentracién o de estimulos son cuestiones que estdn en el dia a
dia de la profesion.

Para ello, la innovacién educativa se muestra como una herramienta en constante
cambio para adaptarse a las dificultades que se vayan encontrando, una actitud en pos
de adaptarse a la diversidad de necesidades de cada persona y cada contexto
(sociocultural, recursos, motivacién, situaciones sobrevenidas, etc.). En concreto,
planteamientos como el uso de programas de geometria dinamica que combinen el
lenguaje grafico y el algebraico; el planteamiento de situaciones de aplicacién real de
estos conocimientos adaptados a su nivel, o el uso de dindmicas gamificadas,
colaborativas y de clase invertida podrian arrojar resultados positivos. Las diferentes
metodologias y actividades aplicadas son un planteamiento que deberd ser evaluado y
validado o reformulado tras su aplicacién.
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Es mas, tras esta experiencia, ha cobrado mayor significaciéon la importancia de la
relacion profesorado-alumnado, vital para conocer mejor sus intereses y aquello que
puede motivarlos para que el aprendizaje sea verdaderamente significativo, asi como
para conectar emocionalmente con ellos. La correcta preparacion de las sesiones, junto
con el conocimiento y gestidn del grupo permitiran un clima de convivencia y trabajo en
el que se pueda aprovechar el valioso pero limitado tiempo del que disponemos en el
aula.

En definitiva, este trabajo es solo una muestra de cdmo la planificacion y la
programacion de la docencia no pueden confiarse a modelos preestablecidos e
inmaviles, ni tampoco a la improvisacion. Un desafio en el que aprendemos cada dia.

Pagina | 75



8. Referencias bibliograficas

Alcaide, F., Hernandez, J., Serrano, E., Moreno, M., Pérez, A. y Donaire, J. J. (2017).
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas 42 ESO. Andalucia. Madrid:
SM-Savia.

Ancochea, B. (2011). Las funciones de las calculadoras simbdlicas en la articulacion entre
la geometria sintética y la geometria analitica en secundaria. En Bosch, M.,
Gascon, J., Ruiz Olarria, A., Artaud, M., Bronner, A., Chevallard, Y., Cirade, G.,
Ladage, C. y Larguier, M. (Eds.), Un panorama de la TAD. Il Congreso Internacional
sobre la TAD. CRM Documents vol. 10 (pp. 533-551). Bellaterra (Barcelona): Centre
de Recerca Matematica.

Berenguer Maldonado, J. y Cobo Mérida, P. (2015). Tema 51: Sistemas de referencia en
el plano y en el espacio. Ecuaciones de la recta y del plano. Relaciones afines. En
Berenguer Maldonado, J. y Cobo Mérida, P., Temario de Matemdticas. Cérdoba:
Matematicas Divertidas.

Blanco, L. J. (1993). Una clasificacién de problemas matematicos. Epsilon, 25, pp. 49-60.

Bosch, M. y Gascon, J. (2006). 25 afios de Transposicidon Didactica. En Ruiz-Higueras, L.,
Estepa, A. y Garcia, F.J. (Eds.), Sociedad, Escuela y Matemdticas. Aportaciones de
lo Diddctico (pp. 385-406). Jaén: Servicio de Publicaciones de la Universidad de
Jaén.

CenOposiciones (2010). Tema 51: Sistemas de referencia en el plano y en el espacio.
Ecuaciones de la recta y del plano. Relaciones afines. En CenOposiciones (Ed.),
Matemadticas. Temario 1993. Madrid: CenOposiciones.

Chevallard, Y. (2001). Aspectos problematicos de la formacién docente. XVI Jornadas del
SI-IDM, Huesca. (Conferencia no publicada). Recuperado de:
http://yves.chevallard.free.fr/spip/spip/IMG/pdf/YC 2001 - Osca.pdf

Claustro (2005). Tema 51: Sistemas de referencia en el plano y en el espacio. Ecuaciones
de la recta y del plano. Relaciones afines. En Claustro (Ed.), Oposiciones de
Secundaria. Matemadticas. Sevilla: Claustro-Centro de ensefianza.

Colera Jiménez, J., Oliveira Gonzéalez, M2. )., Gaztelu Albero, I. y Colera Cafias, R. (2016).
Matemadticas orientadas a las ensefianzas académicas 42 ESO. Propuesta
diddctica. Madrid: Anaya.

Fuller, G. y Tarwater, D. (1995). Geometria analitica. México D.F: Pearson Educacién.

Pagina | 76


http://yves.chevallard.free.fr/spip/spip/IMG/pdf/YC_2001_-_Osca.pdf

Gascon, J. (2002). Geometria sintética en la ESO y analitica en el Bachillerato. ¢Dos
mundos completamente separados? SUMA, 39, pp. 13-27.

Gascon, J. (2003). Efectos del autismo tematico sobre el estudio de la Geometria en
Secundaria I. Desaparicion escolar de la razén de ser de la Geometria. SUMA, 44,
pp. 25-34.

Gascon, J. (2004). Efectos del autismo tematico sobre el estudio de la Geometria en
Secundaria Il. La clasificacidn de los cuadrilateros convexos. SUMA, 45, pp. 41-52.

Lehman, Ch. H. (1989). Geometria analitica. México D.F.: Limusa.
Maal, K. (2006a). What are modelling competencies? ZDM, 38 (2), pp. 113-142.

Maal}, K. (2006b). Classification of modelling tasks. En ISDDE, Mathematics meets
reality, International Society for Designand Development in Education Conference
(ISDDE) 4-7 September 2006. Nottingham: University of Nottingham.

Revuz, A. (1971). El lugar de la geometria en la educacién matemadtica. En Piaget, J. et
al., La ensefianza de las matemdticas modernas (pp. 291-297). Madrid: Alianza
Editorial.

Treffers, Adrian (1987). Three dimensions. A model of goal and theory description in
Mathematics Education: The Wiskobas Project. Dordrecht: Kluwer.

Pagina | 77



Anexo I: Proyecto de levantamiento digital 3D del centro

En coordinacion con las asignaturas de Tecnologia y Matematicas se plantea el siguiente
proyecto que pretende suponer un aprendizaje significativo de la aplicacion de los
contenidos: realizar un levantamiento 3D de la manzana que ocupa el centro, basandose
en métodos fotogramétricos a partir capturas de imagenes aéreas desde un dron.

El trabajo matematico consistird en programar la trayectoria de vuelo del dron, las
capturas necesarias y la altura, argumentando todas las decisiones para aprovechar el
vuelo del aparato y obtener las imagenes necesarias para el procesado informatico.

Esto nos permitird ir aplicando paulatinamente los contenidos de la unidad en un
proyecto colaborativo en grupos de 6 personas, que se pretende desarrollar en horario
de clase, en las sesiones indicadas en la temporalizacién.

e ¥

- -
@ Escuelasiprofesionales®
alidellaESagradaiEamilia
< ada
o i o
EENEleotiiclda
jiElEcomUinitaciong
BiTicrda de elecs]

Figura A.1. Ambito objeto de estudio, la manzana en la que se ubica el centro SAFA Linares. Fuente:
imagen de Google Maps, elaboracion propia.

En grupos de 6, recibis el encargo de realizar un modelo 3D de la manzana donde se
ubica vuestro centro. Para ello, contaréis con un dron equipado con una camara, y
recibiréis apoyo por parte del profesorado de Matematicas y Tecnologia para cumplir
esta tarea.

El software de vuelo de un dron permite establecer una trayectoria pregrabada que los
controles de navegacion en piloto automatico de este aparato pueden seguir con gran
precision. Para ello es preciso parametrizar dicha trayectoria en un sistema de referencia
cartesiana, calcular la altura y los puntos desde los cuales realizar cada captura con la
camara que lleva incorporada.

Las condiciones para una correcta captura de imagenes que permitan el posterior
proceso de levantamiento 3D del conjunto pueden extraerse de este articulo.

> COmo planificar el vuelo del dron: trayectoria, angulo camara, altura... (aerial-

insights.co)
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https://www.aerial-insights.co/blog/como-planificar-capturas-de-dron/
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Como aspectos basicos necesitaremos:

Definir y presentar vuestro plan de vuelo, de manera que cubra plenamente el area de
la manzana que ocupa nuestro centro y nos permita hacer un modelo 3D
posteriormente. Argumentad todas vuestras decisiones. En concreto:

- ldentificacién del punto en que se tomardn las fotografias necesarias en un
sistema de referencia previamente definido y altura de vuelo para garantizar una
Optima cobertura.

- Definicion analitica de las trayectorias que tenga que cumplir seguir el dron para
pasar por todos los puntos de captura de imagenes.

Pautas a tener en cuenta en su desarrollo

El proyecto planteado supone una aplicacién real del trabajo del aula que se escapa de
los conocimientos habituales, sin embargo, en la base de desarrollo de la fotogrametria
esta sin duda la Geometria, tanto Sintética como Analitica.

Los resultados del proyecto son abiertos, puesto que la toma de decisiones a lo largo del
proceso condicionard la definicion de los elementos solicitados. El articulo que se
presenta como guia y la orientacion del profesorado deberian ayudar al alumnado a
plantearse preguntas como:

- ¢éNecesito un sistema de referencia? éCoémo defino uno de la forma mas
conveniente para el proyecto?

- ¢Cuantos puntos de captura de imagenes necesito en funcion del trabajo que
quiero realizar? éTienen que ver con la altura del vuelo? éTienen que ver con la
amplitud de captura de la cdmara (angulo de visién)? ¢ Cdmo calculo el angulo de
vision de la cdmara? ¢Se puede hacer empiricamente y extrapolar?

- ¢Qué forma de ecuacion para las trayectorias rectas del dron es la mas adecuada
en funcién de los datos que tengo? ¢ Qué trayectoria dibujamos?

Solape lateral

Solape frontal ik

aerial insights

Figura A.2. Algunas de las condiciones para la captura de fotos aéreas.
Fuente: aerial-insights.co.
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Posible desarrollo de las sesiones

-Arranque del proyecto grupal “Programamos un vuelo fotografico con un dron”: équé
necesitamos?
Sesiones iniciales 1y 2 (aproximadamente 40’ en total)

Durante esta sesidon se presentara el trabajo a realizar, se definiran los grupos de
alrededor de 6 personas y se tratara de comprender individualmente el conjunto del
trabajo a realizar (al disponer de dos sesiones, se podria trabajar individualmente el
primer dia, y crear las agrupaciones ya en la parte desarrollada en la segunda sesion,
favoreciendo asi la reflexion personal inicial).

Mas alld de la comprensién de la tarea, que puede requerir de ciertas aclaraciones al
margen del articulo propuesto, de entre los posibles problemas que pueden
esperarse destaca el proceso de calcular el drea que abarca una foto tomada desde
el aire. Para ello deberan averiguar el angular de la camara, lo que intuitivamente
podria hacerse tomando una fotografia a una altura conocida, y estableciendo a
partir de ahi un modelo matematico en funcién de la altura. De este modelo
dependerd el numero de capturas y la separaciéon entre ellas.

-Seguimiento proyecto: “Programamos un vuelo...”: localizamos puntos.’
Sesidn 3 (207)

A lo largo de esta fase deberan decidir un sistema de coordenadas apropiado y
calcular las coordenadas de los puntos de captura de imagenes.

Un posible problema a encontrar puede darse en la comprension de que el sistema
de coordenadas cartesianas puede colocarse y orientarse de forma que haga mas
facil la definicion de las trayectorias que haya que definir posteriormente. Sin
embargo, se espera con ello poder comprender como la eleccion del origen de
coordenadas y la orientacién de los ejes es también una variable a considerar, y cémo
las coordenadas del punto dependen del sistema de referencia elegido.

-Seguimiento proyecto: “Programamos un vuelo...”: definimos trayectorias

Sesion 6 (15%)

Una vez definidos todos los puntos por los que debe pasar el dron, el grupo deberd
decidir cudl es la mejor trayectoria para pasar por todos ellos. Una vez dibujada, cada
tramo tendra una ecuacion que sera preciso definir.

En realidad, esta cuestion no es del todo auténtica hoy en dia, puesto que los
softwares de programacién de trayectorias tienen una interfaz gréfica para introducir
las coordenadas y trayectorias. Es decir, ya no es necesario programar con cédigo las
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ecuaciones de la recta a seguir, pero nos valemos de este artificio para trabajar
distintas posiciones en un contexto aplicado.

Un posible problema puede ser decidir el tipo de ecuacidn que se adapta mejor para
describir los tramos analiticamente, si bien, disponiendo de todos los puntos de paso,
obtener puntos y vectores directores o incluso en algunos casos la pendiente y la
ordenada en el origen no deberian presentar mayor dificultad.

-Remate del proyecto: “Programamos un vuelo...”: presentacidén secuencia de vuelo.
Sesion 9 (307)

Durante esta Ultima fase se presentardn los resultados obtenidos por los distintos
grupos, comparando los resultados: numero de capturas, altura, longitudes
comparativas de los distintos vuelos, etc. pudiendo juzgar la idoneidad de unas u
otras decisiones.

Se trata de una sesidn para validar y debatir las implicaciones de la toma de ciertas
decisiones a lo largo del proyecto, partiendo de la base de que quiza todas hayan
resuelto el problema planteado. Esto se hara mediante los propios comentarios que
el propio alumnado pueda compartir a la hora de comparar sus trabajos y con la
ayuda de preguntas abiertas que orienten la reflexidon por parte del profesor sobre
determinados aspectos del proceso, especialmente sobre aquellos relacionados con
el bloque de procesos, métodos y actitudes.

Recursos
Los recursos necesarios para la realizacion de esta fase de la actividad son muy basicos:
-Enunciado de la situacidn planteada, con fotografia a escala del area de estudio.

-Material de papeleria como cartulina A3, rotuladores de colores, regla, lapiceros,

tijeras y pegamento.
-Tabletas de aula o teléfono movil para consulta.

Para culminar el proyecto conjunto, seria deseable contar un dron programable con
camara y software de procesamiento de imagenes para crear el modelo 3D (tipo
PhotoScan, con version gratuita). Este procesado es sencillo y se podria desarrollar en
una o dos sesiones de la asignatura de Tecnologia con la que se planteaba este proyecto.

Con todo ello, podriamos crear una pequefia exposicién en la que mostrar el trabajo
realizado por el aulay el modelo en 3D del centro.

Pagina | 81



Anexo lI: Formato de clase invertida

A lo largo de la unidad se ha programado un sistema de clase invertida aprovechando
los materiales libremente disponibles en la web y la plataforma educativa Edpuzzle.

A partir de los videos seleccionados para cada sesion, de una duracidn aproximada de
10 minutos cada uno, se programa una actividad basada en unas pocas preguntas de
afianzamiento sobre sobre las cuestiones planteadas en cada video.

El propdsito es tener una pequefia vision de los contenidos que se trabajaran durante la
sesidn en el aula, para que la metodologia aplicada sobre estos contenidos pueda ser
mas participativa al construirse sobre lo iniciado en el video. Ademas, contribuye a dar
continuidad al estudio mas alla de la hora de clase, sin sobrecargar dada la corta
duracion.

Finalmente, la plataforma nos envia los resultados de las preguntas realizadas por el
alumnado, pudiendo hacer un seguimiento y evaluacién de su uso.

@3 edpuzzle  VECTORES en el Plano » Concept... %

W 4 e MULTIPLE CHOICE QUESTION

Para calcular el mddulo de un vector, ;nos

recuerda a algo la formula que ha dado?
s

-

Es el discriminante de una ecuacion de segundo

= 20 T |
“[H\S}‘\J W grado

J gt - A8

e
-, - g 2 Es el teorema de Pitégoras
12:10 12:48
°
®
Esta formula sélo se usa para esto

12:10 Multiple-choice question Pora calcular el médulo de un vector, ;nos recuerda a alg la f g

Figura A.3. Ejemplo de uno de los videos y sus preguntas de las sesiones de clase invertida.
Fuente: Susi, profe (Youtube), elaboracion propia de cuestionario con Edpuzzle.

Resultados esperados
Los objetivos de aplicar esta metodologia son dos:

- Porunlado, introducir enfoques complementarios en la ensefianza de esta parte
de la Geometria Analitica, estableciendo conexiones con otros contenidos ya
estudiados del curriculo y con situaciones de la vida cotidiana. Algunos de los
videos tienen una aproximacién muy matematico-algebraica, algo que también
es necesario, pero que de esta forma se puede enriquecer (o viceversa).
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- Mantener un pequeno trabajo evaluable fuera del aula, que pretende crear un
cierto habito de estudio regular y un compromiso llevadero con la asignatura que
optimice el tiempo de estudio de la misma.

Recursos
Los recursos necesarios son:

-Cuenta de Edpuzzle, sobre la que se han programado los cuestionarios, y en la
gue se reciben los resultados de cada estudiante.

-Un dispositivo electrénico desde el que el alumnado pueda ver el contenido e
introducir sus respuestas. Es compatible con ordenadores, tabletas y teléfonos
inteligentes, pero si alguna persona tuviese dificultades con ello, se tratara de
facilitar temporalmente el acceso a un dispositivo del centro.
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Anexo lll: Actividades gamificadas

Las actividades gamificadas son un recurso metodolégico que puede aumentar el
atractivo y la motivacion por realizar determinadas actividades. Puesto que este es uno
de los objetivos de la unidad, y ciertos contenidos conceptuales o repetitivos pueden
ser aridos o abstractos, este tipo de tareas incorpora ese pequefio extra de interés.

Ademas, habiendo constatado la dificultad para restringir el uso de los dispositivos
moviles en las aulas, se pretende enfocar dicha utilizacién hacia un uso formativo.

1. ACTIVIDAD DE ESCAPE, MEDIANTE FORMULARIOS

Los escape room son un juego de moda en los Ultimos afios en el que a partir de pruebas
y claves se obtiene una recompensa: habitualmente salir de la sala.

Siguiendo esa analogia se ha disefiado una actividad de juego individual a base de unas
pruebas, cuya recompensa es la obtencién de un cédigo que da acceso a determinados
premios para los participantes. La evaluacion positiva de la actividad es también uno de
ellos.

Las pruebas consisten en la definicién de una serie de 2 trayectorias diferentes que
pasen correspondientemente por 2 puntos distintos, para lo que se recurre a una
aplicacion web que ilustra este hecho con el vuelo de un dron (y de paso sirve para
ejercitar el trabajo que sera necesario en el proyecto del vuelo del dron).

150 Escribe un valor para "m",
comprendido entre -10 y

10
100 -

y=m Xtn

50+

P, BN 2

17 50 100 150

-150 -100 -50

50 4+

-100 ¥

Para recibir instrucciones, pulsa sobre la bandera

-150 A

Figura A.4. Captura de la aplicacion “Dibujar rectas mediante ecuaciones con Scratch”. Se trata de una
sencilla interfaz en la que introducir la ecuacién de la recta. Fuente: Scratch (mit.edu).
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Desarrollo de la actividad

En un primer momento serd el propio alumnado el encargado de plantear las
coordenadas de los puntos posibles a escoger para resolver las pruebas.

- El uso de Mentimeter ayudara a proyectar una nube de puntos (a través de sus
coordenadas) sugerida por los propios participantes.

Después, cada persona deberd escoger 2 de los puntos propuestos, y plantear una
ecuacién en forma explicita que dibuje una recta que contenga a los dos.

- Tras realizar los calculos que estime oportunos, puede comprobar su hipétesis
con la aplicaciéon de Scratch.
~e

y= X+ 150 T

100 +

50+

-150 -100 -50 50 100 150

s0 4

e
rwoy =100 +

Para recibir instrucciones, pulsa sobre la bandera

4150 +

Figura A.5. Captura de la aplicacidn “Dibujar rectas mediante ecuaciones con Scratch”. Una vez
introducidos los parametros el dron realiza la trayectoria indicada. Fuente: Scratch (mit.edu).

Una vez conforme con el resultado, introducira los ——
datos en el formulario de Google Forms preparado / =
al efecto, recibiendo como respuesta la primera

v -100

parte de su cédigo personal si la respuesta es _
Escape room: trayectorias para el dron

ntroduce tu nombre y rellena el campo de texto correspondiente a la fase del jusgo en la

afirmativa (este proceso es realizado manualmente

por el profesor). .

Una vez obtenidas las dos partes de su clave
personal, el alumnado habrd superado la prueba y
puede enviar por el formulario dicho cddigo

com pleto pa ra |a Obte ncio’ n de |a recom pensa . 18 Trayectoria. Introduce los dos puntos elegidos y la ecuacion que propones de

estamanera: (50,75) y (0.25). y=x+25

2 Trayectoria. Introduce los dos puntos elegidos y la ecuacion que propones de

esta manera: (50,75) y (0,25). y=x+25

Figura A.6. Captura del formulario donde introducir las
respuestas. Fuente: elaboracién propia.

ntroduce tu cédigo personal
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Posibles problemas

La aplicacidon estd definida a través de la ecuacién explicita, por lo que trabajard
especialmente con las caracteristicas que esta forma nos ofrece. La definicién de esta
ecuacion requiere del dominio de la interpretacién grafica de sus coeficientes, o ser
conscientes de la compatibilidad de dos ecuaciones con incégnitas “m” y “n” para que
la recta pase por ambos puntos. Es decir, en uno de los casos supone una interpretacién
exclusivamente algebraica de la situacién, mientras que el segundo caso conduce a
trabajar con el concepto de pendiente y ordenada en el origen. De esta forma, la

estrategia de resolucién a priori podria ser doble:

- Un primer método seria plantear un sistema de ecuaciones con dos incégnitas a
partir de los dos puntos, lo que supone el dominio de la interpretacion algebraica
de las ecuaciones que se generan.

- Obtener la pendiente del vector que une los dos puntos es otra opcién, que
muestra ademas el conocimiento de su interpretacion geométrica, ajustando
después la ordenada en el origen con cualquiera de los puntos, sin tener que
plantear un sistema.

Recursos
Los recursos necesarios son:
-Equipo informatico en el aula y proyector.

-Web Mentimeter.com en la que introducir las coordenadas de los puntos para
proyectar.

-Formulario de Google Forms, que recopila el nombre de la persona participante
y en el que se han programado tres campos de datos, de correccion manual.

-Aplicacion web Dibujar rectas mediante ecuaciones con Scratch (mit.edu) —no

requiere descarga alguna-, con la que hacer hipdtesis de trayectorias y comprobar
los resultados.

-Un dispositivo electrénico desde el que el alumnado pueda ejecutar la aplicacion
y rellenar el formulario. Son compatibles con ordenadores, tabletas y teléfonos
inteligentes, pero si alguna persona tuviese dificultades con ello, se tratara de
facilitar temporalmente el acceso a un dispositivo del centro.
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2. KAHOOT COMO HERRAMIENTA DE REPASO CONCEPTUAL GAMIFICADO

El uso de la plataforma Kahoot esta cada vez mas extendido en las aulas y recibe una
muy buena acogida por parte del alumnado. La componente ludica y la facilidad de uso
resultan muy atractivas al tiempo que, una vez mas, supone una estrategia para captar
su atencion y enfocar el uso del teléfono moévil de forma educativa.

Desde el punto de vista del profesorado, esta plataforma es a la vez una comunidad
donde encontramos una infinidad de preguntas que han sido puestas a disposicion del
publico por otros usuarios (del mismo modo, nuestras propuestas lo estaran, cuando las
creemos). Es, de este modo, una rica fuente de actividades a nuestra disposicion para
gue podamos elegir aquella que mas se adapta a la situacién del aula que queramos
trabajar y que ademds nos permite recopilar los datos y las respuestas dadas por el
alumnado para proceder a su evaluacién y orientar nuestro trabajo (recordemos que las
sesiones programadas con esta herramienta estan programadas en un punto intermedio
del desarrollo de la unidad).

Kahoo‘t‘ {} Home @ Dpiscover = Library ol Reports  R8R Groups Upgrade now e Jay
(xX2,¥2)
a S s Questions (5) Show answers
> ) NN NP N
I~ 1-Quiz | g8
1 | et
(& = Calcule la pendiente de la recta que pasa por los puntos (5,3) y (-1,2) —1 " i
<) Eonmr sumsn snwns snnnT)
-------------- |
e 2-Quiz £
. | - Determine la distancia entre los puntos A(-2,1) y B(-3,2) ‘.
Eeer sume eemae ——]
Linea Recta PERS! 6O sec |
4 favorites 29 plays 212 players £
32-Quiz
“ “ “g ﬁﬁ? E Determina la distancia entre los puntos (10,-1) y (-3,0)
e —— ¥
A public kahoot HEE
Distancia entre puntos, pendiente y .
ecuaciones punto-pendiente y general de la 4-Quiz
recta. Si y=2/3x+4, entonces la ecuacién general de la recta es:
CIEEE ARl EEmEE m
PROF.AJSANCHEZ
5-Quiz
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Figura A.7. Captura de uno de los Kahoot disponibles para uso publico.
Fuente: Desmos en Kahoot.com.
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Recursos
Los recursos necesarios son:
-Equipo informatico en el aula y proyector.

-Web Kahoot.com donde registrarse y programar o buscar los Kahoot a desarrollar
en clase (pudiéndose ademas proponer para su cumplimentacion en casa).

-Un dispositivo electrénico desde el que el alumnado pueda participar. Es
compatible con ordenadores, tabletas y teléfonos inteligentes, pero si alguna
persona tuviese dificultades con ello, se tratard de facilitar temporalmente el
acceso a un dispositivo del centro.
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