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RESUMEN

Este trabajo tiene por objetivo general aplicar los conocimientos adquiridos en
el Master en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién
Profesional y Ensefianza de Idiomas, para disefiar una unidad didactica sobre
factorizacién de polinomios en 32 de ESO. Para ello se describe y analiza la ensefianza 'y
aprendizaje del anillo de polinomios y, en particular, en lo relativo a su factorizacion en
irreducibles. Tras la indagacién en el curriculo oficial del Sistema Educativo Espanol, se
realiza el andlisis y la comparativa de dos libros de texto utilizando las entidades
primarias que propone el EOS. El estudio epistemoldgico junto con el andlisis de
articulos de investigacion en esta tematica, ponen de manifiesto las posibles dificultades
y errores o conflictos, que se pueden encontrar. Por ultimo, se desarrolla una propuesta
de unidad didactica que integra diferentes metodologias para trabajar la motivacién de
los estudiantes y el aprendizaje de esta materia.

Palabras clave: Factorizacién, Polinomios, Enfoque Ontosemidtico, Didactica de las
Matematicas, Educacion Secundaria Obligatoria.

ABSTRACT

The general aim of this work is to put into practice the knowledge acquired
during the Master’s Degree in Compulsory Secondary Education and Baccalaureate,
Vocational Training and Language Teaching to design a Unit of Work about factorization
of polynomials for the 3™ year of Compulsory Secondary Education. For this purpose,
the teaching and learning of polynomial ring, specifically factorization into irreducibles,
will be described and analyzed. After researching the official curriculum of the Spanish
Educational System, the analysis and comparison of two textbooks is going to be carried
out using the primary entities proposed by the EOS. The epistemological foundation,
together with the analysis of research articles on this topic, shows some difficulties and
semiotic conflicts which may be encountered. Finally, a Unit of Work that integrates
different methodologies to work on the motivation of the students and the learning of
this subject will be developed as well.

Keywords: Factorization, Polynomials, Onto-semiotic approach, Didactics of
Mathematics, Secondary Education.
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Capitulo 1. Introduccién

La elaboracidn del presente trabajo supone la culminacién del Master
Universitario en Profesorado de Educacidn Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, en la especialidad de matematicas, cuyo
objetivo principal es el disefio de una unidad didactica aplicando todos los

conocimientos adquiridos en dichos estudios.

La eleccién del tema del trabajo tuvo lugar en las primeras reuniones con mi
tutora, quien pertenece al drea de Algebra, rama de las matematicas que siempre ha
despertado gran interés en mi. El tema de la factorizacién de polinomios nos parecid
muy interesante a la hora de plantear una unidad didactica, ya que el paso de
divisibilidad de numeros naturales a polinomios a veces se hace demasiado rapido,
dandose muchas cosas por sabidas y prestando mas importancia al procedimiento de
factorizacién y calculo de raices que a la comprension de los conceptos en si.

Segun la Orden de 14 de julio de 2016, en la que se desarrolla el contenido
correspondiente a Educacién Secundaria Obligatoria en Andalucia, la factorizacion de
polinomios se estudia en el tercer y cuarto curso de Secundaria. En Primaria y en los
cursos anteriores de Secundaria se estudia la divisibilidad en los naturales. En
Bachillerato también se estudia este tema ya que la factorizacién es una parte esencial
en los grados y ciclos de caracter técnico por sus numerosas aplicaciones.

El trabajo se ha dividido en siete capitulos. El primero es la introduccién, en el
gue nos encontramos actualmente.

En el segundo se establece el objetivo principal del trabajo y los subobjetivos
parciales, que conduciran al logro del objetivo principal.

En tercer lugar, encontramos el capitulo dedicado a la fundamentacién
curricular, destinada, por una parte, al analisis del curriculo y a la ubicacién de los
contenidos que nos interesan en este trabajo, y por otro, al andlisis de dos libros de
texto de 32 de ESO, curso en el que se enmarca la unidad didactica posteriormente
propuesta. Dicho analisis se realiza atendiendo a las entidades primarias que
proporciona el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matematicos.
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A continuaciéon, en el cuarto capitulo, se localiza la fundamentacién
epistemoldgica, en la que se profundiza en la materia al desarrollarse el estudio de los
polinomios bajo el prisma del temario de oposiciones del Cuerpo de Profesores de

Ensefianza Secundaria.

El quinto capitulo contiene la fundamentacién didactica, donde se abordan
investigaciones en Didactica de las Matematicas relacionas con el anillo de polinomios y
su factorizacion, a fin de extraer posibles dificultades o conflictos semidticos por parte
del alumno en esta tematica.

En el sexto capitulo, se ofrece una propuesta didactica para 32 de ESO sobre
factorizacién de polinomios. En este apartado entra en juego todo lo recopilado en los
capitulos anteriores, poniendo en practica los conocimientos adquiridos en el master.
Se procurard favorecer la ensefianza de la factorizacion de polinomios, utilizando
metodologias que motiven al alumno y hagan que logre la adquisicion de las
competencias clave oportunas.

Por ultimo, en el séptimo capitulo, se analiza si se han logrado los objetivos
propuestos en este trabajo y se extraen las conclusiones obtenidas a lo largo del mismo.

Cabe afiadir, que al final del trabajo se adjuntan tres anexos, en los que se
recogen aspectos que, debido a la falta de espacio, no se han incluido y que pueden
facilitar o completar la lectura de este trabajo fin de master. En el primero hemos
afiadido definiciones basicas y fijamos la notaciéon para luego el desarrollo
epistemoldgico, en el segundo se incluyen las actividades propuestas para la unidad y
en el ultimo, se ubican las rubricas que se utilizardn en la evaluacién junto con la

propuesta de prueba final escrita.



Capitulo 2. Objetivos

El objetivo general de este trabajo es aplicar los conocimientos adquiridos en el
Master Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria vy
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, en la especialidad de
matematicas, para disefiar una unidad diddctica sobre factorizacion de polinomios en 32
de ESO.

Descomponemos este objetivo general en otros parciales, de forma que el
primero de ellos sera:

O1. Poner en practica los conocimientos adquiridos en el master y aplicarlos al
estudio de la factorizacidon de polinomios en Educacion Secundaria Obligatoria,
concretamente en el tercer curso.

Por otro lado, es obvio que el disefio de la unidad didactica requiere describir y
analizar la ensefianza y aprendizaje del anillo de polinomios y, en particular, en lo
relativo a su factorizacion en irreducibles. Asi, en primer lugar, nos ocuparemos de la
fundamentacién curricular que materializaremos a través de los siguientes objetivos:

02. Realizar un analisis del curriculo escolar y en qué cursos se ubican los
contenidos sobre factorizacion de polinomios.

Y, por otro lado:

03. Analizar, utilizando como marco tedrico el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento e Instruccion Matematicos, la forma en que dos libros de texto, de
diferentes editoriales, abordan dichos contenidos y establecer una comparativa
entre ellos.

Un pilar importante en la ensefianza y aprendizaje de una materia es su estudio
epistemoldgico. Para obtenerlo nos planteamos:

04. Desarrollar los contenidos curriculares relacionados con la factorizacion de
polinomios en Educacién Secundaria a partir de uno de los temas que se incluyen
en el temario de oposiciones al Cuerpo de Profesores de Secundaria.
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Ademas, la investigacion en Diddactica de la Matematica en un tema pone de
manifiesto los conflictos y las posibles dificultades que se pueden encontrar en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Por tanto, en relacion a esto, nos planteamos:

05. Analizar varias investigaciones en Didactica de las Matematicas sobre el
anillo de polinomios e identificar los problemas relativos a la ensefianza y
aprendizaje de esta tematica.

Tras el estudio de lo anterior se elaborara una propuesta de proyeccién didactica
sobre la factorizacion de polinomios para el tercer curso de Secundaria que se muestra
en el siguiente objetivo:

06. Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de enseflanza y aprendizaje
durante el disefo de la unidad didactica sobre la factorizacién de polinomios en
el tercer curso de Educacién Secundaria.



Capitulo 3. Fundamentacion

curricular

Esta seccidén esta destinada a hacer, por una parte, un analisis del curriculo
escolar y en qué cursos se ubican los contenidos sobre factorizacién de polinomios v,
por otro lado, a comparar y analizar la forma en que libros de texto abordan dichos
contenidos.

3.1. ANALISIS DEL CURRICULO

La unidad didactica a elaborar se enmarca en el estudio de la factorizacion de
polinomios. Para hacer un andlisis del curriculo vigente respecto a este tema nos
referimos al Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacidon Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, a nivel
nacional.

La tematica de divisibilidad aparece por primera vez en el curriculo en 52 y 62 de
Primaria, donde aparecen las nociones de ndmero primo, divisor, multiplo, minimo
comun multiplo, etc. En Educacion Secundaria, la factorizacion empieza a trabajarse con
la divisibilidad de niumeros naturales en 12 de ESO, donde se estudia la descomposicidon
de un nimero en factores primos, el maximo comun divisor y el minimo comun de dos
0 mas numeros, y se da un primer acercamiento al lenguaje algebraico. En el segundo
curso se empieza a trabajar con polinomios haciendo operaciones simples. No es hasta
32 de ESO, en la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas,
donde se estudia la factorizacién de polinomios. Por ultimo, en 42 de ESO se hace uso
de esa descomposicidn factorial para la resolucién de ecuaciones de grado superior a
dos.

Por tanto, la asignatura en la que vamos a centrar nuestra atencion es en
Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas de 32 de ESO. Segun el Real
Decreto, esta asignatura de divide en 5 bloques: procesos, métodos y actitudes en
matematicas, numeros y algebra, geometria, funciones y, estadistica y probabilidad. En
este andlisis nos centraremos en el primer bloque, el de “Procesos, métodos y actitudes
en matematicas”, ya que es complementario a todos los demds y debe trabajarse
durante todo el curso v, el segundo bloque, “NUmeros y Algebra”, que es donde se
recoge los contenidos referentes a nuestra unidad de estudio.
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A continuacién, se presentan los contenidos, los criterios de evaluacién y los

estandares de aprendizaje evaluables recogidos en el Real Decreto 1105/2014 sobre el

bloque 1 “Procesos, métodos y actitudes en matematicas”.

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Planificacion del proceso de resolucion
de problemas.

Estrategias y procedimientos puestos
en practica: uso del lenguaje apropiado
(grafico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacion del problema, resolver
subproblemas,  recuente  exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

Reflexion sobre los resultados: revision
de las operaciones utilizadas, asignacion
de unidades a los resultados,
comprobacion e interpretacion de las
soluciones en el contexto de la situacion,
busqueda de otras formas de resolucion,
etc.

Planteamiento  de  investigaciones
matematicas escolares en contextos
numeéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

Practca de los procesos de
matematizacion y modelizacion, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades
para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacion de medios tecnologicos en
el proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

b). la elaboracion y creacion de
representaciones  graficas de datos
numeéricos, funcionales o estadisticos.

c). facilitar la  comprension  de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacion de céalculos de tipo
numeérico, algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la
elaboracion de predicciones  sobre
situaciones matematicas diversas.

e). la elaboracion de informes vy
documentos sobre los procesos llevados
a cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informacién y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y
estrategias de resolucion de problemas, realizando
los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio,
para encontrar patrones, regularidades y leyes
matematicas, en contextos numeéricos,
geométricos,  funcionales,  estadisticos y
probabilisticos, valorando su utilidad para hacer
predicciones.

4. Profundizar en  problemas  resueltos
planteando pequefias variaciones en los datos,
otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes sobre el
proceso, resultados y conclusiones obtenidas en
los procesos de investigacion.

6. Desarrollar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos,  funcionales,  estadisticos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problematicas de la
realidad.

7. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al guehacer matematico.

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la
resolucion de situacicnes desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas,
aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las herramientas tecnologicas
adecuadas, de forma autdnoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprension de concepios
matematicos o a la resolucion de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y
la comunicacién de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y
seleccionando informacion relevante en Internet o
en ofras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposicicnes y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar la interaccion.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema, con el
rigor y la precision adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).

2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona
con el nimero de soluciones del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, valorando su
utilidad y eficacia.

24. Utlliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resolucion de problemas, reflexionando
sobre el proceso de resolucion de problemas.

3.1. Identifica patrones, regularidades vy leyes
mateméticas en situaciones de cambio, en contextos
numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos.

3.2. Utiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucion y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando otras formas de resolucién.

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno
resuelto: variando los datos, proponiendo nuevas
pregunias, resolviendo ofros problemas parecidos,
planteando casos particulares o mas generales de interés,
estableciendo conexiones entre el problema y la realidad.

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas
de las conclusiones obtenidas utilizando distintos
lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistice-
probabilistico.

6.1. lIdentifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo
real y el mundo matematico, identificando el problema o
problemas matematicos que subyacen en él y los
conocimientos matematicos necesarios.

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

6.4. Interpreta la solucion matematica del problema en el
contexto de la realidad.

6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

7.1. Realiza simulaciones y prediccicnes, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitacicnes de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia
Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre €l
y sus resultados.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y
aceptacion de |a critica razonada.

8.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con la
precision, esmero e interés adecuados al nivel educativo y a
la dificultad de la situacién.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la
actitud adecuada para cada caso.

84. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habites de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos
como en la resolucion de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de
problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y
su conveniencia por su sencillez y utilidad.




CAPITULO 3.
Fundamentacion curricular

Contenidos

Criterios de evaluacién

Estandares de aprendizaje evaluables

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los
procesos desarrollados, valorando la potencia y sencillez de
las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
similares.

11.1. Selecciona herramientas tecnoldgicas adecuadas y
las utiliza para la realizacion de calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

11.2. Utliza medios tecnoldgicos para  hacer
representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnologicos.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con
herramientas tecnologicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de busqueda, andlisis y seleccion de informacion
relevante, con la herramienta tecnologica adecuada, y los
comparte para su discusion o difusion.

12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la
exposicion oral de los contenidos trabajados en el aula.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnologicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.

Figura 3.1.1. Contenidos bloque 1 (Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015, pp. 391-392)

En la figura 3.1.2 se muestran los contenidos, los criterios de evaluacién y los

estdndares de aprendizaje evaluables del bloque 2.

Bloque 2. Nimeros y algebra

Potencias de nimeros racionales con
exponente entero. Significado y uso.

Potencias de base 10. Aplicacion para
la expresion de ndmeros muy pequefios.
Operaciones con numeros expresados en
notacion cientifica.

Raices cuadradas. Raices no exactas.
Expresion decimal. Expresiones radicales:
transformacién y operaciones.

Jerarquia de operaciones.

Nimeros decimales vy racionales.
Transformacién de  fracciones en
decimales y  viceversa.  Nimeros

decimales exactos y periodicos. Fraccion
generatriz.

Operaciones con  fracciones vy
decimales.  Calculo  aproximado y
redondeo. Cifras significativas. Error
absoluto y relativo.

Investigacion ~ de  regularidades,

relaciones y propiedades que aparecen
en conjuntos de nlimeros. Expresion
usando lenguaje algebraico.

Sucesiones numéricas. Sucesiones
recurrentes Progresiones aritméticas y
geométricas.

Ecuaciones de segundo grado con una
incognita. Resolucion (méfodo algebraico

y gréfico).
Transformacion de  expresiones
algebraicas. Igualdades notables.

Operaciones elementales con polinomios.
Resolucién de ecuaciones sencillas de
grado superior a dos.
Resolucion de problemas mediante la
utilizacién de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones.

1. Utilizar las propiedades de los nimeros
racionales para operarlos, utilizando la forma de
cdlculo y notacién adecuada, para resolver
problemas de la vida cotidiana, y presentando los
resultados con la precisién requerida.

2. Obtener y manipular expresiones simbodlicas
que describan sucesiones numéricas, observando
regularidades en casos sencillos que incluyan
patrones recursivos.

3. Utilizar el lenguaje algebraico para expresar
una propiedad o relacion dada mediante un
enunciado, extrayendo la informacioén relevante y
transformandola.

4. Resolver problemas de la vida cotidiana en
los que se precise el planteamiento y resolucion de
ecuaciones de primer y segundo grado,
ecuaciones sencillas de grado mayor que dos y
sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas, aplicando técnicas de manipulacion
algebraicas, graficas o recursos tecnologicos,
valorando y contrastando los resultados obtenidos.

1.1. Reconoce los distintos tipos de nimeros (naturales,
enteros, racionales), indica el criterio utilizado para su
distincion y los utiliza para representar e interpretar
adecuadamente informacion cuantitativa.

1.2. Distingue, al hallar el decimal equivalente a una
fraccion, entre decimales finitos y decimales infinitos
periédicos, indicando en este caso, el grupo de decimales
que se repiten o forman periodo.

1.3. Halla la fraccién generatriz correspondiente a un
decimal exacto o periddico.

1.4. Expresa nimeros muy grandes y muy pequefios en
notacién cientifica, y opera con ellos, con y sin calculadora,
y los utiliza en problemas contextualizados.

1.5. Facloriza expresiones numéricas sencillas que
contengan raices, opera con ellas simplificando los resultados.

1.6. Distingue y emplea técnicas adecuadas para
realizar aproximaciones por defecto y por exceso de un
nimero en problemas contextualizados, justificando sus
procedimientos.

1.7. Aplica adecuadamente técnicas de truncamiento y
redondeo en problemas contextualizados, reconociendo los
errores de aproximacién en cada caso para determinar el
procedimiento mas adecuado.

1.8. Expresa el resultado de un problema, utiizando la
unidad de medida adecuada, en forma de numero decimal,
redondeandolo si es necesario con el margen de ermor o
precision requeridos, de acuerdo con la naturaleza de los datos.

1.9. Calcula el valor de expresiones numéricas de
nameros enteros, decimales y fraccionarios mediante las
operaciones elementales y las potencias de exponente entero
aplicando correctamente la jerarquia de las operaciones.

1.10. Emplea nOmeros racionales para resolver
problemas de la vida cotidiana y analiza la coherencia de la
solucion.

2.1. Calcula términos de wuna sucesiéon numérica
recurrente usando la ley de formacién a partir de términos
anteriores.

2.2. Obtiene una ley de formacion o férmula para el
término general de una sucesion sencilla de nimeros
enteros o fraccionarios-
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Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables

2.3. Identifica progresiones aritméticas y geométricas,
expresa su término general, calcula la suma de los “n”
primeros términos, y las emplea para resolver problemas.

2.4. Valora e identifica la presencia recurrente de las
sucesiones en la naturaleza y resuelve problemas
asociados a las mismas.

3.1. Realiza operaciones con polinomios y los utiliza en
ejemplos de la vida cotidiana.

3.2. Conoce vy utiliza las identidades notables
comespondientes al cuadrado de un binomio y una suma
por diferencia, y las aplica en un contexto adecuado.

3.3. Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras
mediante el uso combinado de la regla de Ruffini,
identidades notables y extraccion del factor coman.

4.1. Formula algebraicamente una situacion de la vida
cotidiana mediante ecuaciones y sistemas de ecuaciones,
las resuelve e interpreta criticamente el resultado obtenido.

Figura 3.1.2. Contenidos bloque 2 (Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015, pp. 392-393)

En concreto, los contenidos vinculados a la factorizacién de polinomios son:

“Transformacion de expresiones algebraicas. Igualdades notables. Operaciones

elementales con polinomios.”

El criterio de evaluacidn asociado es:

“Utilizar el lenguaje algebraico para expresar una propiedad o relacion dada mediante
un enunciado, extrayendo la informacion relevante y transformdndola.”

Y, por ultimo, los estandares de aprendizaje evaluables son:

3.1. “Realiza operaciones con polinomios y los utiliza en ejemplos de la vida
cotidiana.”

3.2. “Conoce y utiliza las identidades notables correspondientes al cuadrado de
un binomio y una suma por diferencia, y las aplica en un contexto adecuado.”

3.3. “Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras mediante el uso
combinado de la regla de Ruffini, identidades notables y extraccion del factor comun.”

Ademas del Real Decreto, se debe consultar, a nivel autonémico, la Orden de 14
de julio de 2016, en la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la Educacion
Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia, se regulan
determinados aspectos de la atencidn a la diversidad y se establece la ordenacion de la
evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado.

A continuacidn, se muestran los criterios de evaluacién del primer bloque, junto
a sus competencias asociadas, recogidos en la Orden de 14 de julio de 2016.
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Tabla 3.1.1. Competencias de los criterios de evaluacion bloque 1

BLOQUE 1 “PROCESOS, METODOS Y ACTITUDES EN MATEMATICAS”

Criterio de evaluacion Competencias

1. Expresar verbalmente y de forma razonada el proceso seguidos en la CCL, CMCT
resolucién de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucién de problemas, | CMCT, CAA
realizando los célculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones, CCL, CMCT,
regularidades y leyes matemadticas, en contextos numeéricos, geométricos, CAA
funcionales, estadisticos y probabilisticos, valorando su utilidad para hacer
predicciones.

4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequefas variaciones en los CMCT, CAA
datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, resultados y conclusiones | CCL, CMCT,
obtenidas en los procesos de investigacion. CAA, SIEP

6. Desarrollar procesos de matematizacidon en contextos de la realidad cotidiana | CMCT, CAA,
(numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos o probabilisticos) a partir CSC, SIEP
de la identificacion de problemas en situaciones problematicas de la realidad.

7. Valorar la modelizacién matematica como un recurso para resolver problemas | CMCT, CAA
de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los modelos
utilizados como construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer CMCT

matematico.

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion de situaciones | CMCT, CAA,
desconocidas. SIEP

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello para | CMCT, CAA,
situaciones similares futuras. SIEP

11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma auténoma, CMCT, CD,
realizando calculos numéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo CAA
representaciones graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico situaciones diversas que ayuden
a la comprensién de conceptos matematicos o a la resolucion de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y la comunicacién de modo habitual CCL, CMCT,
en el proceso de aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando CD, CAA
informacion relevante en Internet o en otras fuentes, elaborando documentos
propios, haciendo exposiciones y argumentaciones de los mismos vy
compartiendo estos en entornos apropiados para facilitar la interaccion.

En cuanto al Bloque 2, los contenidos que nos interesan son:
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“Transformacion de expresiones algebraicas. Igualdades notables. Operaciones
elementales con polinomios.” (Consejeria de Educacién, 2016, p.192).

Los criterios asociados a los contenidos del Bloque 2 seglun (Consejeria de
Educacién, 2016, p.192) se recogen en la tabla 3.1.2.

Tabla 3.1.2. Competencias de los criterios de evaluacion bloque 2

BLOQUE 2 “NtGmeros y Algebra”

Criterio de evaluacion Competencias

1. Utilizar las propiedades de los nimeros racionales para operarlos, utilizando | CMCT, CAA.
la forma de cdlculo y notacién adecuada, para resolver problemas de la vida
cotidiana, y presentando los resultados con la precisién requerida.

2. Obtener y manipular expresiones simbdlicas que describan sucesiones CMCT
numéricas, observando regularidades en casos sencillos que incluyan
patrones recursivos

3. Utilizar el lenguaje algebraico para expresar una propiedad o relaciéon dada CMCT
mediante un enunciado, extrayendo la informacién relevante vy

transformandola

4. Resolver problemas de la vida cotidiana en los que se precise el CCL, CMCT,
planteamiento y resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado, CD, CAA
ecuaciones sencillas de grado mayor que dos y sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas, aplicando técnicas de manipulacion algebraicas,
graficas o recursos tecnoldgicos, valorando y contrastando los resultados.

Segun (Consejeria de Educacién, 2016, p.172) las competencias a las que nos
referimos son:

Tabla 3.1.3. Competencias clave

Competencias claves

CCL Competencia en comunicacidn linguistica

CMCT | Competencia matematica y competencia basica en ciencia y tecnologia
CD Competencia digital

CAA Competencia de aprender a aprender

CscC Competencias sociales y civicas

SIEP Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor

CEC Conciencia y expresiones culturales.
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3.2. ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

Es una realidad que actualmente los libros de texto son utilizados como una de
las principales herramientas a la hora de ensefar en la mayoria de los centros de
Educacion Secundaria. La transposicion didactica es el “conjunto de transformaciones
que sufre un saber con el fin de ser ensefiado” (Chevallard, 1985).

Segun hemos estudiamos en la asignatura Aprendizaje y ensefianza |, dada por
el profesor Manuel Garcia, los saberes matematicos son construidos por los
matematicos profesionales y constituyen el saber sabio, pero la mayoria de ese saber
no es de interés para los alumnos, por lo que el sistema social de ensefianza elige cuales
de esos saberes son de interés y constituyen los denominados objetos a ensefiar. Los
disefiadores del curriculo se encargan de organizarlos y de formar el saber a ensefiar
para que después los expertos recompongan este saber y formen los objetos de
ensefanza. Los redactores de manuales escolares convierten este saber en saber escolar
y el profesor, mediante sus conocimientos en el tema y en proceso de ensefianza-
aprendizaje lo convierte en saber ensefiado, que los alumnos transforman en el saber

del alumno.

TRANSPOSICION DIDACTICA

Objetos de
Investigacion

Saber
Cientifico

Saber escolar
Objetos a

> (s>
ensenar
Expertos: puesta a
Relacién

Programas

Saber ensenado

Saber del alumno

Figura 3.2.1. Transposicién didactica (Garcia, 2021, p.11)

Por tanto, resulta de gran interés realizar un analisis sobre los libros de texto con
los que se trabaja en clase. A continuacién, se presentan dos manuales de distintas
editoriales: M1 (Colera et al., 2020) y M2 (Alcaide et al., 2020), centrandonos en el curso
de 32de ESO de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas, ya que es el curso
al que se dirige nuestra unidad didactica.
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La justificacion para la eleccion de estas editoriales es que son dos de las mas
utilizadas en Educacion Secundaria y, por otro lado, han sido los manuales que se
utilizaban en el centro donde hacia las practicas, 12 y 32 de ESO utilizaban SM, mientras
22 y 42 de ESO trabajaban con Anaya.

3.2.1. Marco tedrico

El analisis didactico de manuales es una cuestion muy relevante y nada trivial en
la Didactica de las Matematicas. Para establecerlo se necesita el sustento de un marco

tedrico que guie de manera cientifica dicho analisis.

Segun Godino y Batanero (1994), la Diddctica de las Matemdticas estudia los
procesos de ensefanza-aprendizaje de los saberes matematicos, en los aspectos
tedrico-conceptualesy de resolucion de problemas, tratando de caracterizar los factores
gue condicionan dichos procesos. Se interesa por determinar el significado que los
alumnos atribuyen a los términos y simbolos matemadticos, a los conceptos vy
proposiciones, asi como la construccion de estos significados como consecuencia de la
instruccion.

En la investigacion en Didactica de las Matematicas, marcos tedricos utilizados
son el Constructivismo social, la Teoria de las Situaciones Didacticas, la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico o el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (también conocido como EQS), entre otros. En el analisis
didactico de los manuales elegidos nos vamos a basar en el EOS (Godino, 2002; Godino
y Batanero, 1994; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, 2017), pues nos proporciona,
a través de las entidades primarias, los constructos necesarios para dicho analisis. Para
desarrollar de manera sintetizada algunos principios basicos del EOS, a continuacién, se
ofrecen algunas nociones basicas.

El Enfoque Ontosemidtico (EOS) es un marco tedrico que ha surgido en el seno de
la Didactica de las Matematicas con el propdsito de articular diferentes puntos de vista
y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje.
(Godino, 2014, p.4)

Una institucion estd constituida por las personas involucradas en una misma
clase de situaciones problematicas que adquieren un compromiso mutuo que conlleva
la realizacién de unas practicas sociales condicionadas por los preceptos de la misma.
(Godino, 2014, p.11)
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Se llama prdctica a toda actuacién o manifestacién (lingiistica o no) realizada
por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién, validar
la solucidn y generalizarla a otros contextos y problemas.

En las practicas matematicas intervienen objetos materiales o abstractos, que
Chevellard (1985) llama praxemas, que pueden representarse de forma textual, oral,
grafica o gestual. (Godino y Batanero, 1994, p.334).

Por proceso de instruccion matemdtica, se entiende a los procesos planificados
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la que intervienen los sistemas de
practicas matematicas, los estudiantes, el profesor y los recursos institucionales.

Los procesos de instruccién matematica basandonos en el EOS consideran que:
la ensefianza-aprendizaje de un contenido matematico se modeliza como un proceso
multidimensional que se compone de seis subprocesos: epistémico, docente, discente,
mediacional, cognitivo y emocional (Godino, Contreras y Font, 2006).

Atendiendo a quien realiza las practicas, podemos distinguir los significados
personales, cuando los realiza una persona y los significados institucionales, cuando lo
hacen los componentes de una institucion.

Respecto a los significados personales, Godino, Batanero y Font (2007),

proponen tres tipos:

= Global: sistema de précticas que el estudiante puede desarrollar respecto a un
objeto matematico determinado.

= Declarado: significado que surge cuando el alumnado se somete a las pruebas
de evaluacion de aprendizaje. Se incluyen los sistemas de practicas que desde la
perspectiva institucional se consideran correctos tanto los incorrectos.

= [ogrado: sistemas de practicas expresados por el alumno y que son correctos
afines a la institucion.

En cuanto a los significados institucionales, distinguimos cuatro tipos:

= Referencial: es la que se asigna a un objeto matematico y se usa como base para
elaborar el significado pretendido.

= Pretendido: surge al planificar el proceso de instruccion.

=  /mplementado: emerge en el sistema de practicas ejercidas por el docente.

=  Fvaluado: es el que surge de las practicas que utiliza el docente para evaluar el
aprendizaje.
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En el proceso de ensefianza-aprendizaje, el EOS propone una clasificacién de los
objetos matemadticos emergentes de los sistemas de practicas, a los que Godino,
Batanero y Font (2007) llaman entidades elementales o primarias y, son las siguientes:

= Situaciones problemas: conjunto de situaciones que generan un problema
(problematizacién) y que son la razén de la actividad matematica.

= [enguaje matemdtico: uso de diferentes modos de expresion matematica
(verbal, gréafica, simbdlica...).

= Conceptos: objetos introducidos mediante definiciones.

=  Proposiciones: enunciados sobre conceptos.

= Procedimientos: algoritmos, operaciones o métodos de célculo.

=  Argumentos: enunciados que permiten justificar las proposiciones y los

procedimientos.

Estas entidades a su vez se unen organizando dando lugar a configuraciones
epistémicas, (CE). En la siguiente figura se muestra cémo se organizan y se relacionan
las distintas entidades primarias que se han mencionado.

Situaciones problema
o——> ||| |

Definiciones (conceptos) ‘

Expresa
Soporta

‘ Procedimientos ‘

Regulan
Sl uso

‘ Proposiciones ‘

Intervienen
Condicionan

|:> ‘ Argumentos ‘

Lenguaje Matematico

Figura 3.2.1.1. Configuracion de entidades primarias (Godino, Batanero y Font, 2007)
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3.2.2. Anélisis didactico de manuales. Comparativa

Como se ha mencionado antes, los libros en cuestion a analizar son M1 (Colera
et al., 2020), de la editorial Anaya y M2 (Alcaide et al., 2020), de la editorial SM.

En primer lugar, analizaremos la extension de los manuales y, el lugar y orden de
los contenidos. El manual de Anaya cuenta con 311 pdginas y se trata el tema de
polinomios desde la pagina 86 a la 107. El manual de SM consta de 304 pdginas y se trata
el tema que nos interesa desde la pdgina 66 a la 90.

La estructura del temario de cada manual se muestra en la tabla 3.2.2.1.

Tabla 3.2.2.1. Temas en las editoriales Anaya y SM.

M1. ANAYA M2. SM
Bloque 1. ARITMETICA Bloque 1. NUMEROS Y ALGEBRA
1. Fraccionesy decimales 1. Conjuntos numéricos
2. Potenciasy raices 2. Potenciasy raices
3. Problemas aritméticos 3. Sucesiones
4. Progresiones 4. Polinomios
Bloque 2. ALGEBRA 5. Ecuaciones y sistemas
5. Ellenguaje algebraico Bloque 2. GEOMETRIA
6. Ecuaciones 6. Semejanza
7. Sistemas de ecuaciones 7. Geometria del plano
Bloque 3. FUNCIONES 8. Movimiento en el plano
8. Funciones. Caracteristicas 9. Geometria en el espacio.
Cuerpos geométricos
9. Funciones lineales y cuadraticas Blogue 3. FUNCIONES
Bloque 4. GEOMETRIA 10. Funciones
10. Problemas métricos en el plano 11. Funciones lineales y cuadraticas
11. Cuerpos geométricos Bloque 4. ESTADISTICA Y
PROBABILIDAD
12. Transformaciones geométricas 12. Estadistica unidimensional
Bloque 5. ESTADISTICA Y AZAR 13. Probabilidad
13. Tablas y graficos estadisticos
14. Pardmetros estadisticos
15. Azar y probabilidad

agrupadas en un mismo bloque denominado “NUmeros y algebra”. Mientras que Anaya

Como se puede ver, en el libro de SM, las unidades de aritmética y algebra estan

dedica tres temas al bloque de algebra, SM le dedica dos temas.
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En el caso de Anaya, los temas del bloque de dlgebra son el 5, 6y 7, llamados “El
lenguaje algebraico”, “Ecuaciones” y “Sistemas de ecuaciones”, respectivamente.
Dichos temas se situan después del bloque de aritmética y antes del de funciones.

En SM, los temas de algebra son el 4 y 5, denominados “Polinomios” y
“Ecuaciones y sistemas”, respectivamente. Por tanto, se ve que este ultimo tema

engloba los dos ultimos de Anaya.

De estos temas, los que se consideran para hacer el analisis es el tema 5, “El
lenguaje algebraico” de Anayay de SM el tema 4, “Polinomios”.

El tema de Anaya, “El lenguaje algebraico”, se divide en seis puntos.

Cociente de polinomios

1. Expresiones algebraicas
2. Monomios

3. Polinomios

4. ldentidades

5.

6.

Fracciones algebraicas

El tema “Polinomios”, de SM consta de siete apartados.

Expresiones algebraicas. Valor numérico.
Monomios y polinomios

Operaciones con polinomios

Identidades notables

Division de polinomios

Regla de Ruffini

Factorizacién de polinomios

No u b,k wbNRE

Comenzamos el andlisis didactico atendiendo a cada una de las entidades
primarias que propone el EOS mencionadas anteriormente y siguiendo la clasificacidn

de las mismas propuestas por Ordonez (2018, p.54).

a) Situaciones-problemas

=  Dominio de definicion: Principalmente, hay que destacar que ambos temas se
desarrollan sobre dominios euclideos, con la diferencia que el manual de Anaya
solo trabaja con coeficientes enteros mientras que el manual de SM también
introduce el de los racionales.
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Elementos introductorios: en Anaya, al inicio de la unidad, aparece una
introduccion histdrica de cdmo ha ido evolucionando el algebra en las diferentes
civilizaciones, dando algunos ejemplos y resaltando a matematicos tales como
Diofanto, Al-Jwarizmi, Cardano, Tartaglia o Descartes. Ademas, se proponen tres
ejercicios de los contenidos de ese tema, dado en otros cursos como especie de
evaluacion inicial; en cambio, en SM no hay elementos introductorios.

Ejemplos: en el manual de Anaya se presentan un total de 34 ejemplos
dispuestos antes y después de los conceptos a estudiar. En SM, hay 23 ejemplos,
situados después de cada concepto para afianzarlo.

Ejercicios: en el primer manual existe escasez de ejercicios contextualizados, a
excepcion de un par de ellos que aparecen al final del tema, lo que puede
terminar desmotivando al alumnado. Lo mismo ocurre en el segundo manual. En
Anaya, durante la explicacién del tema, se encuentran 26 ejercicios en los que
no se indica la dificultad y 9 ejercicios resueltos.

Al final del tema se proponen 66 ejercicios con su respectiva dificultad
indicada, de los cuales 27 presentan dificultad baja (41%), 36 dificultad media
(54,5%) y 3 nivel alto (4,5%). También, en las Ultimas pdginas hay un ejercicio de
investigacidn para tener una primera toma de contacto con el Triangulo de Pascal
junto con tres problemas que pueden resultar mas cercanos a la vida real.

En SM hay un total de 145 ejercicios, de los cuales 68 se encuentran
repartidos entre los diferentes puntos de la unidad, estando resueltos 15, vy el
resto estan al final del tema, como actividades finales. En este manual ningun
ejercicio refleja su nivel de dificultad como en Anaya, pero los ejercicios finales
estan divididos en “Ejercicios para practicar” y “Problemas para resolver”,
ademas de un ejercicio final de “Soy competente”. Al final del tema se puede
encontrar también un esquema, “Lo esencial”.

Por dultimo, cabe destacar, que ambos libros cuentan con una
autoevaluacion final y que se pueden encontrar las soluciones en la web de cada

editorial.

En la tabla 3.2.2.2 se ofrece una tabla resumen con la comparativa de las
diferentes situaciones-problemas que hemos analizado.
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Tabla 3.2.2.2. Comparacion situaciones-problemas

Situaciones-problemas

Anaya

SM

Dominios de definicion

El anillo de los enteros,
Z]x]

El anillo de los enteros, Z[x] y
el de los racionales Q[x]

Elementos
introductorios

Elementos histéricos
(Egipto, Grecia,

No hay elementos
introductorios

Cardano,...)
Ejemplos 34 ejemplos 23 ejemplos
Ejercicios 92 ejercicios a resolver 130 ejercicios a resolver

9 ejercicios resueltos 15 ejercicios resueltos

b) Lenguaje

Para el analisis de esta identidad se consideran los tipos de lenguajes extraidos
de Orddiiez (2018, p.54).

= Natural- verndculo: es el lenguaje normal con el que solemos hablar.
= Numérico: es aquel en el que se manejan nimeros.

= Tabular: recoge datos en una tabla de forma ordenada.

= Grdfico: interpretacion de un grafico o dibujo.

= Formal, algebraico o simbdlico: es el lenguaje formal matematico.

= Algoritmico: describe un algoritmo mediante una serie de pasos.

En la figura 3.2.2.1 se muestra ejemplos de lenguaje natural y tabular para la
explicacion de la Regla de Ruffini en el manual de Anaya, en la p.95.

Tabular

Natural-vernaculo

“La regla de Ruffini sirve para dividir un
polinomio por x — a. Las operaciones
(sumas y multiplicaciones por a) se
realizan una a una. Se obtiene asi, los
coeficientes del cociente y el resto de
la divisién”

Figura 3.2.2.1. Ejemplos lenguajes natural y tabular

También resulta enriquecedor el uso del lenguaje grafico y algoritmico para su
calculo tal y como se muestra en la figura 3.2.2.2.
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Grafico

Algoritmico

Figura 3.2.2.2. Ejemplos lenguajes gréfico y algoritmico

El lenguaje numérico es muy habitual en ambos manuales porque los ejemplos
gue se ponen son con nUmeros.

En M2 también encontramos variedad en el lenguaje: natural-vernaculo, grafico,

tabular, entre otros. Algunos ejemplos se pueden ver en la figura 3.2.2.3.

Formal

Grafico

Figura 3.2.2.3. Ejemplos lenguajes formal y grafico
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c) Conceptos

Segun Colera et al. (2020), los conceptos que se pueden encontrar en M1 son:

=  “Monomio es el producto de un nimero por una o varias letras (variables).”
(p.89)

= “las letras (parte literal) representan nimeros de valores desconocidos o
indeterminado” (p.89)

= “El coeficiente de un monomio es el nUmero que multiplica a la parte literal” (p.
89).

= “Sellama grado de un monomio al niumero total de factores que forman su parte
literal” (p. 89).

= “Los niumeros son monomios de grado cero” (p. 89).

=  “Dos monomios son semejantes cuando tienen idéntica parte literal” (p. 89).

= “Un polinomio es la suma de dos o0 mds monomios. Cada uno de los monomios
que lo forman se llama término.” (p. 90).

= “El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo
componen cuando el polinomio se ha puesto en su forma reducida” (p. 90).

= “El valor numérico del un polinomio para x = a es el nimero que se obtiene al
sustituir la x por a” (p.90).

= “Sj el valor numérico de un polinomio para x = a es 0, entonces se dice que a es
una raiz de dicho polinomio” (p. 90).

= “Se llama opuesto de un polinomio al resultado de cambiar se signo todos sus
términos” (p. 90).

= "(a+b)? = a? + b? + 2ab. Cuadrado de una suma” (p. 91).

= “(a—b)? =a?+b?—2ab. Cuadrado de una diferencia” (p. 91).

= “(a+ b) - (a— b) =a? — b2 Suma por diferencia” (p. 91).

=  “Una identidad es una igualdad algebraica que es cierta para valores cuales-
quiera de las letras que intervienen” (p. 92).

=  “Cuando R(x) = 0, la divisidén es exacta y se cumple que P(x) = Q(x) - C(x).
Entonces decimos que P(x) es divisible por Q(x).” (p. 94).

= “Se dice que un polinomio estd factorizado cuando se presenta descompuesto
en producto de otros polinomios (factores) del menos grado posible.” (p.97).

= “Se llama fraccion algebraica al cociente indicado de dos polinomios” (p. 98).

=  “Sellama inversa de una fraccion algebraica a la que se obtiene intercambiando
numerador y denominador” (p. 99).
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Segun Alcaide et al. (2020), los conceptos que se pueden encontrar en M2 son:

“Una expresién algebraica es una expresién matematica en la que intervienen
letras, numeros y los signos de operaciones aritméticas. Las letras reciben el
nombre de variables” (p.66)

El valor numérico de una expresion algebraica es el resultado obtenido al
sustituir cada una de las variables por nimeros y aplicar las operaciones
indicadas en la expresiéon” (p.66)

“Un monomio es una expresion algebraica formada por el producto de un
numero real por una o varias variables elevadas a exponentes naturales.” (p.68)
“Parte literal: formada por las variables y sus exponentes correspondientes”
(p.68)

“Coeficiente: o parte numérica, el nUmero que multiplica a la parte literal” (p.68)
“El grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las variables
gue intervienen en la parte literal” (p.68)

“Dos monomios son semejantes si tiene la misma parte literal” (p.68)

“Un polinomio es una expresion algebraica formada por la suma de varios
monomios no semejantes, que se llaman términos.” (p.69)

“El término principal es el monomio de mayor grado. Su coeficiente es el
coeficiente principal” (p.69)

“El termino independiente es el monomio que no tiene parte literal” (p.69)

“Se llama grado del polinomio al mayor de los grados de los monomios que los
forman” (p.69)

“Un monomio es un polinomio formado por dos monomios. Un trinomio es un
polinomio formado por tres monomios” (p.69)

“Las identidades notables son expresiones que aparecen en el algebra con
frecuencia y que transforman productos en sumas o rectas, y viceversa.” (p.72)
“El cuadrado de la suma de dos términos es igual al cuadrado del primer término
mas el cuadrado del segundo término mds el doble producto de los dos
términos” (p.72)

“El cuadrado de una diferencia de dos términos es igual al cuadrado del primer
término mas el cuadrado del segundo término menos el doble producto de los
dos términos” (p.72)

“La suma de dos términos por su diferencia es igual al cuadrado del primer
término menos el cuadrado del segundo término” (p.72)

“Se dice que x = a es una raiz del polinomio P(x), si el valor de P(x) para

x = a es nulo, es decir, x = a es raiz de P(x) si P(a) = 0.” (p.79)

“Un polinomio es irreducible si no se puede escribir como producto de dos o mas
polinomios de grado menor.” (p.80)
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Se observa que ningln manual trata explicitamente el concepto de maximo
comun divisor y minimo comun multiplo, aunque en el primero se estudian las
fracciones algebraicas. En el manual de Anaya no se define el concepto de polinomio
irreducible mientras que en el de SM si, y la diferencia de primo e irreducible no se trata
en ninguno de los dos libros, lo que puede suponer que los alumnos sufran un conflicto
semidtico de cara a cursos siguientes ya que se asocia a lo estudiado en los enteros.

d) Proposiciones

La apariciéon de proposiciones es muy escasa en ambos manuales. En Anaya
podemos encontrar las siguientes:

= “El grado del resto es inferior al del divisor.” (Colera et al., p. 94).

= “Sj P(x) es divisible por (x — a), lo podemos expresar asi:
P(x) =C(x) - (x —a)” (Colera et al., p. 97).

= “Sj P(x) tiene coeficientes enteros, entonces sus raices enteras son divisores del
término independiente.” (Colera et al., p. 97).

Mientras, en SM encontramos las siguientes:

= “Al dividir un polinomio por otro de la forma (x — a) :
- El grado del cociente es una unidad menos que el grado del dividendo

- El resto serd un polinomio de grado cero, es decir, un nUmero

PG _ RG) » (alcai
Se puede expresar como: 209 C(x) + 200" (Alcaide et al., p.76)

= “Teorema del Resto: El resto R de dividir un polinomio P(x) entre un binomio
(x — a), coincide con el valor numérico del polinomio x = a, es decir,
R = P(a).” (Alcaide et al., p.78)

= “Teorema del Factor: Si P(a) = 0, entonces el polinomio P(x) es divisible por
(x — a), es decir, (x — a) es un factor de P(x).” (Alcaide et al., p.79)

= “Lasraices enteras de un polinomio son divisores de su término independiente.”
(Alcaide et al., p.80)

e) Procedimientos

Ambos manuales ofrecen varios procedimientos tales como la suma, resta,

producto y divisién de monomios y polinomios, y la regla de Ruffini.

24



CAPITULO 3.
Fundamentacién curricular

En el libro de SM se dedica un punto completo a la factorizacién de polinomios
mientras que en el de Anaya se le da mucha menos importancia y se expresa como una
aplicaciéon de la regla de Ruffini. Ademads, en Anaya no se define qué es un polinomio

irreducible.

Tampoco ninguno de los dos libros explica el algoritmo de Euclides para el calculo

del maximo comun divisor de dos polinomios.

f) Argumentos

Los argumentos empleados son directos y basicos. En ambos libros todo se
deduce de manera natural a partir de los conceptos dados sin entrar en demostraciones
por reduccién al absurdo o ensayo-error, a excepcion de la demostracién del Teorema
del resto en el libro de SM, como se refleja en la siguiente imagen.

Figura 3.2.2.4. Demostracion Teorema del Resto

3.2.3. Discusién de resultados y propuestas

Después de haber realizado el andlisis de los dos manuales de estudio se puede
sacar varias conclusiones. Estas las establecemos siguiendo las entidades primarias,
propuestas por el EOS, que hemos utilizado en el analisis de los libros de texto.

La extension de ambos manuales es muy similar y el tema que nos interesa se

localiza en el bloque de algebra. En la tabla 3.2.3.1 se hace una comparativa sobre la
extension y el lugar en el que se encuentra los temas de polinomios.
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Tabla 3.2.3.1. Comparacion extension y lugar

Anaya SM
Extension Consta de 311 paginas y se trata | Consta de 304 paginas y se
desde la pagina 86 a la 107 trata desde la pagina 66 a la 90
Lugar Capitulo 5: Lenguaje algebraico | Capitulo 4: Polinomios

Ambos se adaptan al curriculo vigente, aunque difieren en algunos aspectos. Los
contenidos que aparecen tanto en el tema 5 de M1 como en el tema 4 de M2 son los
que refleja la tabla 3.2.3.2.

Tabla 3.2.3.2. Contenidos comunes en ambos manuales

Expresiones algebraicas. Variables e incognitas

Monomios y operaciones

Polinomios y operaciones

CONTENIDOS Identidades notables
COMUNES EN AMBAS
T Sacar factor comun

Divisidn de polinomios

Regla de Ruffini

Factorizacién de polinomios

También hay contenidos que tiene un manual y no el otro y viceversa, como
muestra la tabla 3.2.3.3.

Tabla 3.2.3.3. Contenidos presentes en un unico manual

Anaya SM
- Termino principal, coeficiente
- Fracciones algebraicas. Suma, principal y término independiente

- Teorema del resto
- Teorema del factor

En cuanto a las situaciones—problemas ambos manuales son bastantes
parecidos, estructurdndose de manera deductiva. Primero se explican los conceptos
tedricos, luego se presentan ejemplos resueltos sobre esos conceptos presentados vy,
por ultimo, se proponen algunos ejercicios para que el alumno ponga en practica lo
aprendido. Ambas editoriales se basan en una metodologia transmisiva, donde el
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docente explicaria los contenidos en clase y luego los alumnos realizarian ejercicios para
ponerse a prueba.

Principalmente hay que destacar que ambos temas se desarrollan sobre
dominios euclideos, con la excepcidon de que SM profundiza mas, ya que introduce
coeficientes racionales.

A la hora de utilizar elementos introductorios, la unidad Anaya lo aborda de
forma mas amplia, ya que hacer una breve introduccion histérica permite motivar al
alumnado y ponerlo en contexto de lo que se va a estudiar.

En cuanto a los ejemplos, en ambos manuales aparecen después de la explicacion
para ilustrarla y, posteriormente, proponen los ejercicios para practicar lo aprendido.
Dichos ejercicios son del mismo tipo, dandole mas importante al célculo procedimental
gue a la asimilacidn de los conceptos dados o al cuestionamiento de si existe solucion.
No se proponen situaciones de problematizacién o generalizacion de problemas, ni
ejercicios donde intervienen diferentes dominios. Para la factorizacidon de polinomios
siempre suelen aparecer mdnicos y con las mismas raices.

En ambos manuales existe gran variedad en el lenguaje, siendo el mas utilizado
el natural-vernaculo, junto con el numérico (propio de la temdtica que se desarrolla) y
el grafico, aunque cabe destacar que en el manual de SM se utiliza un lenguaje mas
formal. También aparecen los lenguajes tabular y algoritmico a la hora de explicar la
regla de Ruffini.

Se ha observado que en ambos manuales se presta mas atencién al estudio de
los procedimientos que en la profundizacién de conceptos, donde los alumnos realizan
ejercicios mecdnicos de forma individual sin necesidad de pensar mas alla. Como futura
mejora se podrian proponer ejercicios finales bien contextualizados, lo mas cercanos
posible a la vida real, de tipo Pisa o problemas de investigacidn, que potencie el trabajo
individual o colaborativo, motive al alumnado y lo haga pensar. Asi mismo, como luego
se hard en la propuesta didactica, se deberian proponer ejercicios para trabajar el
concepto de polinomio y raiz, mas alla del cdlculo mecanico.

En cuanto a las proposiciones se ha visto que son escasas por el rigor requerido.

Aun asi, los alumnos deben trabajar el razonamiento matematico y familiarizarse poco
a poco con el lenguaje matemadtico y el rigor que precisan las matematicas.
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Como hemos visto en la comparativa, en el libro de SM se dedica un punto
completo a la factorizacidn de polinomios mientras que en el de Anaya se expresa como
una aplicacién de la regla de Ruffini, lo que puede provocar que los alumnos no consigan
entender verdaderamente el concepto de factorizacion, todo eso unido a que no se
define qué es un polinomio irreducible.

Para terminar, cabe mencionar que los recursos TIC y los trabajos cooperativos
son practicamente inexistentes, por tanto, corre de la mano del docente incorporar
estas herramientas en las clases para potenciar el aprendizaje del alumno. A nuestro
entender faltan ejercicios de aplicaciones, como puede ser el calculo del maximo comun

divisor de dos polinomios para operar fracciones algebraicas.
En nuestra propuesta de unidad didactica se pretende incluir las mejoras que se

han propuesto y subsanar las carencias observadas en el analisis de los manuales,
desarrollando una unidad diddactica lo mas completa posible.
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Con el objetivo de ahondar en el trasfondo matematico de los polinomios, a
continuacién, se desarrolla el tema 13 del temario que rige el procedimiento de ingreso,
adquisicion de nuevas especialidad y movilidad para determinadas especialidades de los
Cuerpos de Maestros, Profesores de Ensefianza Secundaria y Profesores de Escuelas
Oficiales de Idiomas, regulados por el Real Decreto 850/1993, de 4 de junio. El titulo de
dicho tema es: Polinomios. Operaciones. Formula de Newton. Divisibilidad de
polinomios. Fracciones algebraicas.

Este tema presenta la siguiente estructura:

4.1. Introduccion
4.2. Polinomios y operaciones
4.2.1. Suma de polinomios
4.2.2. Producto de polinomios
4.3. Formulas de Newton
4.3.1. Tridngulo de Tartaglia
4.3.2. Férmula de Newton
4.3.3. Formula de Leibniz
4.4. Factorizacién de polinomios
4.4.1. Criterios para estudiar si un polinomio es reducible
4.5 Fracciones algebraicas. Aplicaciones
4.5.1. Suma de fracciones algebraicas
4.5.2. Producto de fracciones algebraicas
4.5.3. Descomposicién en fracciones simples

4.5.4. Aplicaciones
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4.1. INTRODUCCION

A la hora de ensefiar matematicas, es fundamental que el docente tenga un buen
conocimiento histdrico y una consolidada base matematica para obtener una buena
fundamentacién epistemoldgica del tema a estudiar. Ademas, esto permitird poder
motivar al alumno en el estudio de lo que se esta viendo y hacerles ver como surgieron
y se plantearon en un primer momento los problemas que ahora estudian ellos.

La civilizacién Mesopotamica es la autora de los textos mds antiguos de
matematicas que conocemos en la actualidad. Se trata de tablillas de arcilla talladas con
signos cuneiformes que se empleaban como textos de ensefianza (Sessa,2005). En esas
tablillas se encuentra una gran variedad de problemas aritméticos con un procedimiento
de resolucidn coloquial sin explicacién.

Otras civilizaciones también se preocuparon de resolver problemas de la vida
cotidiana. Por ejemplo, los egipcios fueron capaces de resolver ecuaciones lineales por
el método de la falsa pasion. Este método también fue utilizado por los babildnicos y

posteriormente por los drabes (Ochoviet, 2014)

El estudio de la divisibilidad y, en concreto del maximo comun divisor de
numeros enteros, viene de la mano de la civilizacidn griega.

La civilizacion griega utilizd procedimientos geométricos para resolver muchos
problemas, ente ellos la resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado (Ochoviet
2014). Entre los matematicos griegos destaca Euclides (alrededor del afio 300 a.C), quien
en su obra Elementos, demostrd varios teoremas de la divisibilidad de los nimeros
enteros y al cual le debemos el Algoritmo de Euclides, que es el algoritmo mas eficiente
para el calculo del maximo comun divisor, también en el anillo de polinomios, siendo un
método mas eficaz que el cdlculo del mismo a través de la factorizacion. También
establecié los principales conceptos matematicos de la divisibilidad, divisor, multiplo,

primo, entre otros.

En el dlgebra greco-alejandrina destaca el matematico Diofanto (alrededor del
afio 300 d.C), el cual introdujo un simbolismo algebraico muy elemental para describir
expresiones polindmicas e incognitas. A Diofanto le debemos las ecuaciones diofanticas,
que son una aplicaciéon fundamental del Algoritmo de Euclides y de la Identidad de
Bezout.
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Los aportes mas importantes de los hindles fueron la utilizacién de cierto
simbolismo, el sistema posicional decimal y la resolucién de algunas ecuaciones.
Ademads, trabajaron con numeros negativos y entre los métodos de resolucién
empleados destacaba la regla de tres y el método de inversion.

Mds tarde los arabes establecieron lazos con diferentes culturas, por eso
utilizaron tanto métodos de los griegos como de los hindues. Entre las aportaciones de
la cultura arabe destaca la del gran matematico Al-Khwarizmi. En su obra Al-jabr wa’l
Mugabala, aborda la resolucidn de varios tipos diferentes de ecuaciones.

En el siglo XIl comienza una fuerte decadencia y no es hasta el siglo XVI cuando
se produce en Europa un avance notable, gracias a los algebristas italianos que
contribuyeron en la busqueda de férmulas con las que resolver ecuaciones algebraicas.
Del Ferroy Tartaglia resuelven la ecuacién de tercer grado, Ferrarila de cuartoy Cardano
publica ambas, credndose asi una gran polémica.

Importantes fueron las aportaciones de Fermat (1601) en teoria de nimeros. No
obstante, en el siglo XVIII, fue cuando René Descartes empezé a utilizar a, b, ¢ para
representar las constantes y la parte final del alfabeto, x,y,z para las incégnitas o
variables. Ademads, introdujo la notacidn exponencial que usamos hoy en dia para
trabajar con polinomios. Ruffini (1765) se interesd por el estudio de los polinomios e
intentd demostrar que no era posible encontrar una féormula que permitiera resolver
ecuaciones de grado cinco y superior.

El nacimiento del Algebra Abstracta en el S.XIX permitié obtener una nueva
perspectiva al surgir nuevas estructuras algebraicas. La primera estructura que se
introdujo fue la de grupo, de la mano de Hilbert (1862), después vino la de anillo, ideal
y cuerpo, entre otras, y toda la teoria de anillos que ello conlleva. Aparecieron anillos
mas amplios como los dominios de integridad, DI, (donde se establecieron las
definiciones mas generales de divisor, multiplo, maximo comun divisor), dominios de
factorizacién unica, DFU, (donde se profundizé en el calculo del maximo comun divisor
con la factorizacién de irreducibles), dominios de ideales principales, DIP, y dominios
euclideos, DE, (donde se generalizaron el algoritmo de la division y el de Euclides). La
encargada de sistematizar todos los resultados que se tenian hasta el momento de
anillos e ideales y de enlazar la factorizacion con la cadena de ideales, fue la matematica
alemana Noether (1882), una de las mujeres mas importantes en la historia de las
matematicas.
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En el siglo XIX, también destaca el matematico Abel, que se dedicé a estudiar
sobre la teoria de Galois y proporciond una elegante respuesta a lo que intentaba
demostrar Ruffini, al comprobar que no existe férmula que permita resolver ecuaciones

de grado cinco o superior, respecto a la resolucidn de ecuaciones de grado 5 o superior.

La divisibilidad estda muy presente en los curriculos de las diferentes etapas
educativas, desde Primaria hasta Bachillerato. El estudio se inicia en los numeros
naturales (en 52y 62 de Primaria) y posteriormente se amplia al anillo de polinomios. La
factorizacién de polinomios, que es el tema que aborda este trabajo, se estudia en 32y
42 de la ESO de matematicas académicas, asi como en Bachillerato. En algebra superior,
se estudia la divisibilidad en dominios abstractos como DI, DIP, DFU, DE. En particular,
la divisibilidad en el anillo de polinomios y el calculo de raices es de gran utilidad, por
sus aplicaciones en diferentes campos como puede ser la teoria de grafos o en
integracion. El estudio de la divisibilidad ha tenido un gran auge por sus aplicaciones en
la teoria de cédigos y en general en la informatica.

Antes de centrarnos en la divisibilidad del anillo de polinomios se ofrece un
estudio sobre conceptos mas generales de anillos y la divisibilidad en dichos dominios.
Esas notas se pueden consultar en el Anexo | titulado: Generalidades de factorizacion
en anillos. La divisibilidad en polinomios se extiende de las definiciones de ese Anexo.

4.2. POLINOMIOS Y OPERACIONES

En este capitulo vamos a dar algunas definiciones sobre el conjunto de los
polinomios y repasaremos la estructura de anillo con la que se puede dotar.

Definicién 4.2.1. Sea A un anillo, una indeterminada x es un nuevo elemento que no

pertenece al anillo A. Llamamos polinomio en x con coeficientes en A a toda expresion

formal del tipo
ag+a;x+ -+ apx”

cona; €EA,i=1,..,nyconx"un nuevo elemento que estd determinado por x e i =

1,...,n.

Dos polinomios p(x) = ag + -+ a,x" y q(x) = by + +-- + b, x™ son iguales si
n =myparatodoi=1,...,nsetiene que a; = b;.
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Llamamos A[x] al conjunto de todos los polinomios en x con coeficientes en A.

El polinomio p(x) se llama constante sin = 0, se llama ménico si a,, = 1, a, se
llama coeficiente lider o principal. Si es no nulo decimos que el grado de p(x) es n; a,
se llama término independiente; el polinomio p(x) = 0 diremos que tiene grado - co. El

grado del polinomio p(x) lo denotaremos gr(p(x))

En A[x] podemos definir dos operaciones: suma y producto.

4.2.1. Suma de polinomios

Definicién 4.2.1.1. Sean p(x) =ag+ -+ a,x" y q(x)=by+ -+ bypx™ dos
polinomios de A[x]. Se define la suma de p(x) + q(x) como:

p(x) + q(x) = (ag + by) + (a; + by)x + -+ (a, + by)x",
conr < {n,m}.

Proposicion 4.2.1.1. El conjunto de los polinomios A[x] con la operacidn suma, tienen

estructura de grupo abeliano; esto es, se verifica:
1. Propiedad asociativa
2. Existencia de elemento neutro
3. Existencia de elemento opuesto
4. Propiedad conmutativa

Proposicion 4.2.1.2. Sean p(x), q(x) € A[x] no nulos. Entonces

gr(p(x) + q(x))<méx {gr(p(x)), gr(q(x))}

4.2.2. Producto de polinomios

Definicidn 4.2.2.1. Sean p(x) y q(x) dos polinomios de A[x], tal que
p(x) =ag+ -+ ayx"yq(x) =by+ -+ bypx™

Se define el producto de p(x) - q(x) como:

33



FACTORIZACION DE POLINOMIOS
Maria del Carmen Galiano Galiano

p(x) - q(x) = (ag + by) + (agh, + a;by)x + -+ + csx° + -+ + a, by x™™,
con ¢y = agbs + a,bs_1 + -+ a,_1by + asby.
Siempre suponemos ap, = 0sih >nyb, =0sik >m.

Proposicion 4.2.2.1. Sean p(x), q(x) € A[x] no nulos. Entonces

gr(p(x) - q(x))=gr(p(x)) + gr(q(x))

Lema 4.2.2.1. Dados dos polinomios no nulos p(x) y q(x) de A[x], se tiene que:
gr(p(x)q(x)) < gr(p(x)) + gr(q(x))
La igualdad se verifica siy sélo si A es un dominio de integridad.

Teorema 4.2.2.1. A[x] con la suma y el producto definidos es un anillo.

4.3. FORMULAS DE NEWTON

Los niumeros combinatorios juegan un papel importante en el desarrollo de las
potencias de un binomio y en general de un polinomio. Por ello, vamos a exponer

algunos conceptos bdsicos para su uso.

Definicidén 4.3.1. Se define el nUmero combinatorio de base m y orden n como:

m m!
(n) ~ (m —n)!

Cumple las siguientes propiedades:

) (@)=1
i) ()= Gl

i) (M= +™"
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4.3.1. Tridngulo de Tartaglia

El tridngulo de Tartaglia es una representacién de los nUmeros combinatorios
ordenados en forma de triangulo de la siguiente manera:

En virtud de la propiedad iii, cada nUmero resulta igual a la suma de los dos que
estdn inmediatamente sobre él, se obtiene asi la siguiente tabla conocida como el
triangulo de Tartaglia.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Figura 4.3.1.1. Triangulo de Tartaglia

Una aplicacién de interés practico de este triangulo consiste en facilitar el calculo
rapido de los numeros combinatorios de indice superior m cuando se conocen los de
indice (m — 1), pues aplicando la propiedad iii), sabemos que:

O =0 2)+("

Por ejemplo, para calcular los elementos de la 32 fila seria:
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3y (2 2
(2) B (1) * (2)
3 —_
(3) =1
Un tridngulo mas general que el de Tartaglia es el de Pascal. Estd formado por la
misma ley, pero partiendo de una primera oblicua a la izquierda formada por numeros

iguales cualquiera: a, a, ..., y como ultima oblicua, a la derecha por b, b, ...
El tridngulo de Pascal es:

a b
a a+b b
a 2a+b a+2b b
a 3a+b 3a+3b a+3b b

Figura 4.3.1.2. Triangulo de Pascal

Paraa = b = 1, se obtiene el tridngulo de Tartaglia.

4.3.2. Formula de Newton

Proposicién 4.3.2.1. La potencia n-ésima de un binomio viene dada por:

n

@rpr =Y (e

r=0
El desarrollo (a + b)™ posee las siguientes propiedades:

i) Es un polinomio homogéneo completo de grado n, por lo cual tiene (n 4+ 1) términos.
ii) Los exponentes de a van disminuyendo una unidad desde n hasta 0, y los de b
aumentan una unidad desde cero hasta n.

Los coeficientes son nimeros combinatorios. La manera mas practica de obtener

los coeficientes de este desarrollo es utilizar el tridngulo de Tartaglia, donde los
coeficientes del desarrollo de (a + b)™ son los de la filan + 1.
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4.3.3. Formula de Leibniz

La férmula de Newton se puede generalizar para un polinomio de n términos,
(a; +a, + -+ a,,)" y obtenemos:

* Términos de la forma a¥ - af cwcalcona+ B+ ..+ 5=n.

n!

al Bl...8!

.. ~ , . apB,..,0
* El coeficiente que acompania a cada término es PR, Brb =

. a,B,..,6 . ..y .
Siendo PR, B8 |5 permutaciones con repeticion de n elementos donde el primer

elemento se repite a veces, el segundo 3 veces, ...

Por tanto, tenemos que la férmula de Leibniz se puede expresar como:

n!
a ﬁ, )
al g5 %2 e Gm

(ap+az+-+ay)" = Z

a+ B+ ..+ 6=n

4.4. FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Todas las definiciones generales que vimos para anillos recogidas en el Anexo |
se pueden trasladar para el caso particular del anillo de polinomios.

Proposicion 4.4.1.

i) Si A esconmutativo entonces A[x] conmutativo.
ii) A esun dominio de integridad entonces A[x] es un dominio de integridad.
iii) Si A es DFU entonces A[x] es DFU.

Proposicién 4.4.2. Si A es DI, las unidades del anillo de polinomio A[x], seran las

unidades del anillo A.

En general los polinomios no tienen estructura de cuerpo puesto que el inverso
de x que es x~ no es un polinomio.

La divisibilidad en polinomios se extiende de las definiciones 11y 12. En este
caso diremos que q(x) divide a p(x) si existe c(x) € A[x] tal que p(x) = q(x) - c¢(x).
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Lo denotaremos q(x)|p(x). Diremos que los dos polinomios anteriores son
asociados cuando c(x) es una unidad.

Proposicién 4.4.3. Sea p(x),q(x) € A[x], p(x),q(x) # 0. Si q(X)|p(X) entonces
gr(@() = gr(p(x)).

Definicidn 4.4.1. Sea p(X), g(X) € A[X], un elemento d(X) € A[X] se dice que es un
maximo comun divisor y de denota M.C.D (p(X), (X)) = d(X), si verifica que:

i) d(x)|p(x) y d(x)|q(x)
ii) Sid'(x) € Ayd'(x)|p(x) yd'(x)|q(x) entonces d'(x)|d(x)

Las unidades del anillo juegan un papel muy importante en la unicidad del
maximo comun divisor. En el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo, el

maximo comun divisor es Unico salvo asociados.

En el anillo de polinomios, si queremos calcular el maximo comun divisor, esto
se puede hacer a través de la factorizacion en irreducible como veremos mds adelantes.
Sin embargo, es mas eficiente obtenerlo utilizando el algoritmo de Euclides.

El algoritmo de Euclides para polinomios se extiende del teorema 4 del Anexo |
y recordemos que después de hacer las divisiones oportunas, el maximo comun divisor

|Il

de ay b era el “Ultimo resto no nulo”. Ver Anexo I.

= Fjemplo4.4.1

A continuacién, vamos a calcular el maximo comun divisor de x3 —x y x3 +
x? — 2x utilizando el algoritmo de Euclides.

Como ambos polinomios tienen el mismo grado nos da igual que polinomio
tomamos como dividendo y cual como divisor. En este caso el dividendo serd x3 + x2 —

2x y el divisor x3 — x .

Vamos a construir una tabla como la de la Figura 2 del Anexo |.

38



CAPITULO 4.
Fundamentacidn epistemoldgica

Cocientes 1 x—1

Restos xX“—Xx

Por tanto, aplicando el Algoritmo de Euclides, hemos obtenido que
M.C.D (x® —x,x3+x?—2x) =x*—x

Continuamos definiendo uno de los conceptos mas importantes en los
polinomios, por sus aplicaciones, el de raiz.

Definicidn 4.4.2. Una raiz del polinomio p(x) € A[x] es un elemento a € A que verifica
p(a) = 0.

Definiciéon 4.4.3. Si a € A es una raiz del polinomio p(x) € A[x], definimos la

multiplicidad de a como el mayor nimero entero positivo k tal que p(x) =
(x — a)*q(x) paraalgin q(x) € A[x].

También podemos definir la multiplicidad de a como el nimero de veces que se

repite como raiz.

Teorema 4.4.1. Algoritmo de la divisidn para polinomios

Sea K un cuerpoy p(x), q(x) € K[x] con q(x) # 0 con coeficiente principal una
unidad. Entonces existen polinomios unicos c(x) y r(x) de A[x] verificando p(x) =

q(x)c(x) +r(x)y gr(r(x)) < gr(q(x)).
El polinomio c(x) se llama cociente de p(x) por q(x) y r(x) es el resto.
La funcidn euclidea que se utiliza en el anillo de polinomios es el grado.

En particular, si K es cuerpo, p, q pertenece a k[x] con q distinto de cero.
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Demostracidn.
e Veamos en primer lugar, veamos la unicidad

Supongamos que existan dos cocientes cy ¢’ x y dos restos r y r’ de x.
Entonces p(x) =q(x)c(x)+r(x) vy p(x) =q(x)c'(x) +r'(x), dos
descomposiciones del polinomio p(x). Si restamos las dos expresiones obtenemos
que
0= (c(x) — c’(x)) -q(x) + (r(x) — r’(x))
(r'(x) —=r(®) = (c(x) = c'(x)) - q(x)

Si r(x) = r'(x) tendriamos que (c(x) — c’(x)) +q(x) =0. Como q(x) # 0,
por ser dominio de integridad tendriamos que c(x) = ¢'(x).

Ahora veamos que ocurre cuando r(x) # r'(x). Si ocurre esto también ocurre
que c(x) # c'(x).

Estudiando los grados tenemos que

grl(c)—c' () - ()] = gr(c(x)—c' () + gr(a®) = gr(q(x))

Pero a la vez también tenemos que

gr(r’(x) - r(x)) < max (gr(r(x)),gr(r’(x))) < gr(q(x))

Luego, obtenemos una contradiccion, y llegamos a que c(x) = c¢'(x) yr'(x) =
r(x). Por lo que el cociente y el resto son Unicos.

e Ahora demostramos la existencia

Veamos la induccién sobre el grado de p(x). Definimos:
n

p(x) = Z a;xt con a, # 0 (gr(p(x) =n)

i=0

q(x) = z bix’ con by, # 0 (gr(q(x) =m)
=0

Sin<m,c(x)=0yr(x) =p(x)
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Suponemos n = m. Como K es un cuerpo, si dividimos los monomios de los
coeficientes lideres obtenemos el primer cociente.

an
b,

n-m

C0: X

Y el primer resto seria 1, = p — ¢4q. Siry = 0 0 gr(ry) < gr(q(x)), habriamos
terminado, tomando c(x) = ¢y y r(x) = 1y.

Si no ocurre eso tendremos que ir repitiendo el mismo proceso hasta que el resto
sea cero o tenga grado menor que g(x). Por hipdtesis de induccion, existirian ahora
¢, y 11, correspondientes a la division de 1, y g(x) donde

ro=cq(x) +n
Si recopilamos tenemos que

p(x) = coq(x) + 15 = coq(x) + c19(x) + 11 = (co + ¢)q(x) + 14

Y podemos considerar r(x) =1, y c(x) =cy+c,;. Por tanto, quedaria
demostrada la existencia.

= Ejemplo 4.4.2

Consideramos p(x) =3x3+x?—x+2 y q(x) = 2x?+ 3. Si hacemos el
algoritmo en Q[x], en la primera etapa obtenemos que:

3 11
(3x3+x2—x+2)zzx-(2x2+3)+(x2—7x+2)

En la segunda etapa tendriamos que seguir dividiendo x? — %x + 2 entre q(x)

y tendriamos

3 1 11 1
(3x3+x2—x+2)=§x-(sz+3)+E-(2x2+3)+<—7x+§>

Sacando factor comun q(x) obtenemos que:

(3x3+x2—x+2)—(§x+1>-(2x2+3)+<—2x+1)
27 2 272
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Siendo el cociente q(x) = Gx + %) yelrestor(x) = (—%x + %)

Corolario 4.4.1. SI K es un cuerpo, entonces K[x] es dominio euclideo

Teorema 4.4.2. Teorema del resto

Sea A un anillo conmutativo y p(x) € A[x]. Para cada a € A existe un Unico
polinomio q(X) € A[X] tal que
p(x) = (x —a)q(x) + p(a).

Demostracion.

Sea p(x) € A[x]. Al dividir p(x) entre (x — a) tenemos que, p(x) = (x —a) -
q(x) + r(x), siendo g(x) el cociente y r(x) el resto, con gr(r(x)) <= 0. Por tanto,

r(x) = r constante.

Si evaluamos el polinomio en x = a, obtenemos que:
p(a) =(a—a)q(a) +r =p) =r

Del teorema anterior obtenemos la famosa Regla de Ruffini, que nos facilita el
calculo rapido de la divisién de cualquier polinomio entre un binomio de la forma

(x —a).

Regla de Ruffini

Coeficientes de p(x)
\
[ |
a, a,_1 a,_2 s ag
a i /a-an /,a-cn_z P a-cy
‘ A ~Qu_1+a-a,=cChy ~ Ao +a-cp_y .. a,+a-cy=p(a)
\ v J L )
~
Coeficientes de q(x) Resto

Figura 4.4.1. Regla de Ruffini
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Sip(a) = 0 tenemos que a es raiz de p(x). Este resultado queda reflejado en el
siguiente teorema.

Corolario 4.4.2. Teorema del Factor.

SiAesunanilloyp(x) € A[x].p(x) es divisible por (x — a) siy sélosia es raiz de p(x).

Demostracidn.

=) Si(x —a)| p(x) = p(x) = (x—a) -q(x)
Entonces, p(a) = (a —a) - q(a) = p(a) = 0 = a es raiz de p(x).

<) Siaesraizdep(x) = p(a) = 0.

Comop(x)=(x—a) - qx)+r(x)ypla)=0=1r(x)=0
Luego, p(x) = (x —a) -q(x) = (x —a)|p(x) como queriamos demostrar.

Como consecuencia podremos descomponer algunos polinomios como un
producto de polinomios de grado uno.

Teorema 4.4.3. Si A es un dominio de integridad y p(x) € A[x] para a4, ..., a; raices de

p(x) distintas dos a dos, se verifica (x — a;).. (x — ai)| p(x).
Si no estamos en un dominio de integridad esto no es cierto. Por ejemplo, si
consideramos el polinomio p(x) = x? — 1 € Zg[x], tenemos que 1y 3 son raices y sin

embargo (x — 1)(x — 3) t p(x).

Corolario 4.4.3. Si A es un DI y p(x) € A[x], p(x) # 0 entonces, el nimero de ceros

distintos de p(x) es menor o igual que gr(p(x)).

Si no estamos en un DI es falso. Si consideramos p(x) = x? — 3x + 2 € Z¢[x]
vemos que 1, 2, 4 y 5 son raices del polinomio. Por tanto, un polinomio de grado dos
tiene mas de dos raices.

Definicién 4.4.4. Sea p(X) € A[x], p(X) # 0y p & U(A[x]). Diremos que el polinomio
p(X) es irreducible si verifica que p(x) =s(x)r(x) vy s(X) e U(A[x]) o r(x) €
U(A[X]).
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Existen anillos donde la factorizacién no es Unica, como es el caso de Zg[x],
donde por ejemplo vemos que x?+ x = x(x +1) = (x — 2)(x — 3). Tenemos un
polinomio de grado 2, que tiene 4 raices y admite dos factorizaciones en irreducibles.

Sabemos que, si K es un cuerpo, el anillo K[x] es un DE y también DFU. En este
dominio los conceptos de primos e irreducibles coinciden y nos permite obtener el
M.C.D como “comunes elevados al menor exponente” de la factorizacion en
irreducibles.

Lema 4.4.1. Sea K un cuerpo y consideremos K[x].
1.Los polinomios de grado 1 en K|[x] son irreducibles
2.Los polinomios de grado 1 en K[x] son los Unicos irreducibles de K[x] siy solo

si todo polinomio de K[x] no constante tiene una raiz en K.

Definiciéon 4.4.5. Un cuerpo K se dice que es algebraicamente cerrado, si todo polinomio

no constante de K[x] tiene alguna raiz en K.
En lo que sigue D es un DFU.

Definicidn 4.4.6. Sea p(x) € D[x] un polinomio no constante. Se define el contenido de

p(x) como C(p(x)) = med{ay, ... a,}.

Un polinomio p(x) se llama primitivo si su contenido es 1.

Si p(x) € D[x] y consideramos ¢ = C(p(x)), podemos expresar p(x) =c-
p(x)*, donde p(x)* € D[x]y, ademas, primitivo.

Teorema 4.4.4. Lema de Gauss
Sea D un DFU, el producto de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo.

Proposicion 4.4.4. Sea D un DFU y sea K su cuerpo de fracciones. Sea p(x) € D[x]

primitivo. Entonces, p(x) es irreducible como elemento de D[x] si y solo si p(x) es
irreducible como elemento de K|[x].

Esta proposicién es de gran ayuda porque es mucho mas facil ver si p(x) es
irreducible como elemento de K[x] que comprobarlo en D[x].
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Corolario 4.4.4. Sea D un DFU y sea K su cuerpo de fracciones. Los irreducibles de D[x]

son los irreducibles de D y los polinomios de D[x] primitivos que son irreducibles como
elementos de K|[x]

Teorema 4.4.5. Si D es DFU, entonces D|[x] es DFU.

= Fjemplos

L UZI[x]) =U@) = {+1,-1}, U@ [x]) = U(Q = Q—{0}
2. En R[x] los polinomios p(x) =3x3+x+2 y q(x) :§x3 +%x+ 1 son

asociados porque p(x) = q(x) é, pero no serian asociados en Z[x].

3. C es algebraicamente cerrado (Teorema Fundamental del Algebra)
Si consideramos el polinomio p(x) = 2x> +4x*+ 12x*+6 en Q[x] y
calculamos su contenido que es 2, tenemos que
p(x) = 2(x® + 2x* + 6x? + 3), siendo primitivo x5 + 2x* + 6x2 + 3.

5. Z[x] DFU, pero no DE

4.4.1. Criterios para estudiar si un polinomio es reducible.

En esta seccion vamos a considerar un dominio de factorizacién Unicay K su
cuerpo de fracciones. La factorizacion en el anillo de polinomios presenta dos problemas
practicos relacionados entre si:

1. Dado un polinomio determinar si es reducible o irreducible
2. Siesreducible, factorizarlo en irreducibles.

Para el primer caso a veces basta con tener criterios que suponen condiciones
suficientes (es decir que, si cumple cierto criterio, es irreducible, pero si no lo cumple,

no podemos decir nada.

Criterio de Ruffini

Sea D es DFU y K un cuerpo de fracciones de D. Sea p(x) =ap +a;x+ -+
a,x" € D[x]. Entonces el polinomio ax — b € D[x] conm.c.d(a,b) = 1 divide a p(x)

siysolosiala, yblagyp (g) =0.
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= Fjemplo 4.4.1.1.

Sea p(x) = x* + 4 en Z [x]. Cualquier raiz racional suya debe ser de la forma
b/acona/1yb/4. Luego las posibles raices racionales de p(x) son 1, -1, 2,-2, 4,-4. Un
célculo rapido muestra que ninguno de estos numeros es raiz de p(x), luego el
polinomio p(x) no tiene raices en Q.

Criterio de Eisenstein

Sea D un DFU y sea K el cuerpo de fracciones de D. Seap(x) = ap, +a;x+ -+ +
a,x" € D[x] primitivo.

Si 3p € D primo tal que pla; Vi= 0,..,n—1,pta, y p®ta,, entonces p(x) es
irreducible en D[x] y en K[x].

=  FEjemplo 4.4.1.2.

Sea p(x) = 2x°> — 6x3 + 9x% — 15 € Z[x]. El polinomio es primitivo porque
m.c.d(2,—6,9,—15) = 1. El primo 3 divide a todos los coeficientes menos al lider vy,
tenemos que 32 = 9 no divide al término independiente, luego p(x) es irreducible en
Z|x].

4.5. FRACCIONES ALGEBRAICAS. APLICACIONES

Definicidn 4.5.1. Llamamos fraccion algebraica a un par de polinomios p(x), q(x) €

K|[x], con q(x) # 0. El primero de ellos recibe el nombre de numerador y el segundo
denominador. Se representa por:

p(x)

q(x)

En el conjunto K[x] X K[x]*, donde K[x]* = K[x] — 0, definimos la relacién de

equivalencia R dada por

p(x)  p'(x)
q(x)  q'(x)

e p)-q'(x) =qx) p'(x)
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Es inmediato comprobar que es relacion de equivalencia ya que cumple la
propiedad reflexiva, simétrica y transitiva.

Cada clase de K[x] X K[x]*/R recibe el nombre de razén algebraica, siendo

K[x] X K[x]*/R el conjunto de las razones algebraicas.

4.5.1. Suma de razones algebraicas

Definicidn 4.5.2. Definimos en K[x] X K[x]*/R |la operacién suma como:

€ K[x] X K[x]*/R;

v | P& l [r(X) '
MFOINES) _

[p(X)lJr lr(x) _ [ p(x)s(x) + r(x)q(x)
q(x) s(x) i q(x)s(x)

Con esta operacidn el conjunto de las razones algebraicas tiene estructura de
grupo abeliano.

i) La operacion estd bien definida (no depende de los representantes elegidos).
ii) Propiedad asociativa.

iii) Existencia de elemento neutro.

iv) Existencia de elemento simétrico.

v) Propiedad conmutativa.

4.5.2. Producto de razones algebraicas

Definicidn 4.5.2.1. En K[x] X K[x]*/R definimos la operacién producto como:

(o) | [r() P [r0] _[per@
lq(x)l [s(x) € Klxl > KIxl'/R; lq(x) [s(x)l‘[qms(x)

De nuevo podemos ver que la operacidn esta bien definida

Proposicion 4.5.2.1. El conjunto (K[x] X K[x]*/R, +,) tiene estructura de cuerpo, por
lo que es llamado el cuerpo de fracciones y se notara K(x).
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4.5.3. Descomposicion en fracciones simples y aplicaciones.

(%)
q(x)
nombre de fraccion simple.

Definicién 4.5.3.1. Sea == € K(x) con M.C.D(p(x),q(x)) = 1, dicha razdn recibe el

Proposicién 4.5.3.1. Dada p(x) E K(X)yr(x) € K[x] no nulo. Se verifica que

p() _ p@Ir(x)
()~ q@Ir()

Corolario 4.5.3.1. Para cada Zé ; € K(x), existen dos Unicos polinomios p’(x),q'(x) €
K|[x] tal que:

p(x) p'(x)

— =— con M.C.D(p'(x),q'(x)) =1

4@~ 7 (G a'@)

Proposicién 4.5.3.2. Toda fraccién simple —— )

pross € K(x) se puede escribir de forma Unica

como

% = c(x) + r(x)

donde c(x) € K[x] yr(x), si es distinto de cero, serd una fraccién simple donde el grado
del numerador es menos que el grado del denominador o la otra posibilidad es que sea
cero.

Teorema 4.5.3.1. Teorema de descompaosicion

sea 20 € K (x) con gr(p(x)) < gr(q(0) y p(x) # 0. Si q(x) =, (x) - g,(x) con

q(x)
q1(x), q,(x), primos entre si, entonces ZE ; se descompone de forma Unica como:

p(x) _bw N tax)
qx) G DR

con gr(t;(x)) < gr(q;(x)) sit;(x) # 0 vi = 1,2.

El siguiente lema extiende al teorema anterior cuando el denominador se puede
descomponer en el producto de n factores primos entre si.
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Lema 4.5.3.1. Sea % € K(x) con gr(p(x)) < gr(q(x)) yp(x) #0.Sig(x) = q,(x) -
q2(x) ... qn(x) con q;(x),q;(x) coprimos Vi # j entonces % se descompone de

forma Unica como:

X t t t
p( ): 1(x) n 2(x) . n(x)
qX) Qi R An(x)

con gr(ti(x)) < gr(qi(x))sit;(x) #0Vi=1,..,n

Esta descomposicion resulta de gran ayuda y tiene distintas aplicaciones, por

ejemplo, en el célculo de integrales.

4.5.4. Aplicaciones

En el cdlculo de algunas integrales no se puede aplicar cambio de variable o no se
resuelven de manera inmediata. Existen basicamente tres tipos de integrales de
funciones racionales segun el tipo de integrando. Cada tipo tiene su propio método de

resolucidn el cual explicaremos a continuacién.
Supongamos que tenemos la integral

@dx

q(x)
Donde p(x) y q(x) son los polinomios del numerados y el denominador
respectivamente. Para hacer las operaciones mas sencillas suponemos que q(x) es

monico. Entonces distinguimos los siguientes casos:

1. Si gr(p) = gr(q), efectuamos la division de polinomios para poder
descomponer la integral. Al efectuar la division tenemos que:

p(x) = q(x) - c(x) +r(x)

Si dividimos la expresién por q(x) obtenemos
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P ()
O R 6]

De este modo, aplicando las propiedades de las integrales, la integral original se
transforma en

[ [ewacs [75 o

2. Sigr(p) < gr(q), factorizamos el polinomio q(x) y al hacerlo tenemos que:
q(x) = (x—a)1(x —ay)*2.. (x — a)*n

con a; raices reales de q(x) y k; es la multiplicidad de la raiz a;, es decir, el
numero de veces que se repite la raiz. Para calcular las raices de los polinomios
podemos aplicar la regla de Ruffini estudiada en el capitulo 4.4.

Segun el Teorema Fundamental del Algebra el cociente % podemos expresarlo

como suma de fracciones simples:

p(x) p(x) B
q()  (x—apk(x —apkz...(x —ay)kn

= b% + b% + -+ b—%l
(x—a))t (x—ay)? (x —ay)a

bi b bic,

G—a)  —m)? T a—ayk

bt 2 bi,

+.”+(x_an)1 (x_an)2+.”+(x_an)kn

+

donde loa términos bi] son reales y buscaremos sus valores dando valores a x.
= Fjemplo 4.5.4.1

a) Queremos calcular la integral

dx

]2x5 —10x3 —2x%2+ 10
x2 -5
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Como el grado del numerados es mayor que el del denominador, dividimos los
polinomios aplicando el algoritmo de la divisidn. Por tanto, podemos escribir el
dividendo como el producto del divisor y el cociente mas el resto:

x5 —10x3 —2x2+10=(x%2-5)2x3-2)+0

Dividiendo por q(x) = x2 — 5, obtenemos que calcular la integral original es
equivalente a calcular.

f2x5—10x3—2x2+10d “ (e —2)a _x“‘ ot C
- X = X x == X

b) Ahora calculamos la integral
f 5x — 2 4
——dx
x(x—2)
Al ser el grado del denominador mayor que el del numerador expresamos la integral
como la suma de fracciones simples:

5x —2 A B A(x-2)+Bx
x(x — 2) (x -2)  x(x-2)

Por tanto, tenemos que 5x — 2 = A(x — 2) + Bx

Para obtener las constantes A y B damos valores a x en la igualdad anterior. Six = 0
tenemos que A = 1 ysix = 1 tenemos que B = 4. Por tanto:

5x —
fx(x—Z)dx jdx+j( dx—ln|x|+4ln|x—2|+C

o1
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En este apartado se pretende indagar acerca de investigaciones en Didactica de
las Matematicas que estén relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de la
factorizacién de polinomios, centrandonos en las dificultades, errores y conflictos
semidticos que surgen en los alumnos, para luego hacer hincapié en ellos a la hora de
desarrollar nuestra unidad didactica, con el fin de reducirlos.

Para ello se han seleccionado dos articulos:

1. Orddiiez, C., Ordoiiez, L., & Contreras, A. (2019). Ensefianza del maximo comun
divisor mediada por un entorno computacional en un Grado de Ingenieria
Informatica. Avances de Investigacion en Educacion Matemadtica, 16, 22-39.

2. Fonseca, C., Bosch, M., & Gascén, J. (2010). El momento del trabajo de la técnica en
la completacidn de Organizaciones Matematicas: el caso de la division sintética y la
factorizacién de polinomios. Educacion matemdtica, 22(2), 5-34.

En el criterio de seleccién, ha prevalecido que la investigaciéon estuviera
relacionada con el anillo de polinomios y su factorizacién. El primero, (Ordéiiez, C.,
Ordoiiez, L. y Contreras, A., 2019), trata sobre la didactica del dlgebra superior centrada
en la tematica de la ensefianza del maximo comun divisor y enmarca la factorizacion de
polinomios dentro de la divisibilidad en los distinto dominios, con caso particular el
anillo de polinomios. El segundo, (Fonseca, C., Bosh, M. y Gascdn, J., 2010), se centra en
la practica matematica escolar en torno a la divisién sintética, también denominada
regla de Ruffini, y la factorizacién de polinomios, mostrando que es posible ampliarla 'y
completarla progresivamente mediante el trabajo de la técnica.

Otros de los criterios que se han tenido en cuenta para su eleccién es que son
publicaciones de revistas de gran impacto y que se encuadran en diferentes marcos
tedricos tales como el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccidn
Matematicos, en el caso del primer articulo y la Teoria Antropoldgica de lo Didactico en
el segundo.
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El estudio de estos articulos se va a realizar bajo el prisma de ir destacando las
partes fundamentales que constituyen un trabajo de investigacion, con el afan de
aprender y no solo ver la investigacidn concreta realizada en ellos.

En el andlisis de estos trabajos, se han ido marcando en negrita las principales
partes que componen un articulo de investigacidén: objetivo principal, interés de la
temdtica y problema de investigacion, antecedentes, marco tedrico, metodologia y, por

ultimo, resultados y conclusiones.

El primer articulo de investigacion que se ha seleccionado se titula “Ensefianza
del maximo comun divisor mediada por un entorno computacional en un Grado de
Ingenieria Informatica”, publicado en la revista AIEM en 2019. Sus autores son
profesores del departamento de Matematicas y Didactica de las Matematicas de la
Universidad de Jaén.

En él se realiza un estudio epistemoldgico del maximo comun divisor cuya
ensefianza va dirigida a estudiantes del Grado en Ingenieria Informatica. Este estudio
permite crear una herramienta de analisis didactico para establecer una comparativa
entre manuales. Asi fue posible extraer carencias de significado y mostrar una tendencia
en la ensefianza hacia una preeminencia de lo particular frente a lo general, fuente de
conflictos semidticos potenciales.

La Didactica del Algebra Superior despierta gran interés en el investigador ya
gue se ha contrastado la dificultad del alumno en el aprendizaje de la materia dado el
alto nivel de abstraccidn necesario. Los autores hacen una reflexién justificando que es
un campo novedoso en Diddctica de las Matematicas.

En cuanto a los antecedentes los autores los clasifican en cuatro bloques:

1. Relacionado con la divisibilidad en distintos niveles educativos anteriores
(Bodi, Valls & LLinares,2005), para maestros en formacion (Mufioz-Catalan &
Carrillo,2007) y en dlgebra superior para estudiantes de matematicas
(Hausberger,2007).

2. Dificultades de los estudiantes en torno a la demostracion y el lenguaje
simbdlico (Recio y Godino, 2001; Camacho, Sanchez y Zubieta, 2014).

3. Ensefianza en un entorno computacional (Balacheff, 1993; Harel y Sowder,
2007).

4. Andlisis de manuales universitarios (Ordoiez et al.,2015) o del programa
computacional (Ordénez et al.,, 2013,2014; Ordodiez et al.,2017). Otras
investigaciones respecto del andlisis de manuales, que utilizan también el
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EOS, son Contreras, Ordéfiez y Wilhelmi (2010) y Del Pino-Ruiz y Estepa,
(2017).

El objetivo de esta investigaciéon es determinar caracteristicas del significado
institucional del maximo comun divisor mostrado en diferentes manuales de Ingenieria
informatica, viendo qué configuraciones epistémicas estan presentes y cémo afectan a
la ensefianza el uso de recursos informaticos. Para abordar dicha actividad se requiere
de un marco tedrico. En el articulo se utilizan los constructos del Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS).

La metodologia de analisis de la actividad matematica esta basada en cinco
niveles (Font, Planas y Godino), aunque esta investigacion solo se centra en los dos
primeros que son el analisis de tipos de problema y de sistemas de practicas, y en el
quinto, idoneidad didactica.

Al principio se hace un estudio histérico-epistemoldgico sobre el maximo comun
divisor estableciendo las distintas configuraciones epistémicas segun diferentes
dominios de definicion. Comienza desde el dominio mas general, dominio de integridad
(DI), dando definiciones y propiedades generales, para observar los cambios y las
diferentes configuraciones epistemolégicas que se producen al ir restringiendo a los
diferentes dominios. Dichas componentes de la actividad matematica se resumen en
tablas (situaciones-problema, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos). El estudio se realiza en dominios de integridad (Dl), dominios de
factorizacién unica (DFU), dominios de ideales principales (DIP) y dominios euclideos
(DE). El trabajo de investigacién destaca que, aunque el estudio comience desde el
dominio mas general, en la ensefianza del maximo comun divisor se hace al revés, de lo
particular a lo general, provocando que el estudiante se encuentre con la ruptura de la
configuracion epistémicas inicial y, se enfrente a un conflicto semidtico. Por ejemplo, en
el caso que a nosotros nos compete, existen dominios donde la factorizacion de un
polinomio no es Unica y, en general, existen tantos maximos comun divisores como
unidades, lo que provoca un conflicto semiético.

En la segunda fase se analiza los significados institucionales presentes en ocho
manuales universitarios recomendados para estudiantes del Grado de Ingenieria
Informatica de tres universidades espafiolas, la Universidad de Granada, la de Jaény la
Politécnica de Madrid, situadas en los primeros puestos del Ranking Académico
(Shanghai) de Universidades del Mundo, en la disciplina de Ciencias de la Computacion,
en 2014 y 2015. El criterio de seleccion de los mismos se muestra muy cuidado. En el
trabajo de investigacion se muestra el analisis de dos manuales, M1 (Rosen,2004), y M2
(Cohn,2000).
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Para comparar los dos manuales se elabora una plantilla de anlisis,
considerando las diferentes entidades primarias que recoge el EOS (situaciones-
problema, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) y se
aplica a cada manual. A continuacion, se exponen los resultados del andlisis realizado a
cada manual.

El primer manual se titula “Matematica Discreta y sus aplicaciones” y se
selecciond por estar recomendado por las tres universidades elegidas. Como hechos
significativos resaltan la ausencia de demostraciones para la mayoria de proposiciones,
apareciendo sdlo a veces alguna justificacion inmediata con argumentos constructivos.
El andlisis didactico muestra variedad de situaciones y lenguajes, con tareas motivadoras
y se les da importancia a las aplicaciones informaticas.

El segundo manual se titula “Classic Algebra” y se recomienda en la bibliografia
de la Universidad de Jaén y Granada. En él se presentan tres de las cuatro
configuraciones epistémicas, que permite hacer el proceso de abstraccion desde lo
particular (los enteros) a lo general, DI, DFU y DE. El anillo de polinomios se obtiene
como caso particular de los anteriores. En este manual existe formalismo matematico
en el uso del lenguaje algebraico, sin embargo, no aparece aplicaciones a la informatica.
Hay un uso casi exclusivo del lenguaje deductivo y simbdlico y, una ausencia de ejemplos
y situaciones de aplicacidén que, junto al alto nivel de abstraccién requerido, provoca en
el alumno dificultades en el acoplamiento de significados.

El trabajo de investigacién se ha podido realizar de manera unificada debido a la
herramienta de analisis creada vy, tras los resultados expuestos se extraen una serie de
conclusiones. El manual 1 se centra en procedimientos y las aplicaciones informaticas
tiene un papel fundamental. El manual 2 es un libro con fuertes procesos de
generalizacion que no se utiliza en el uso de la tecnologia y sus aplicaciones. La ausencia
de demostraciones en M1 supone un conflicto semidtico y una ensefanza incompleta,

aun asi, se hace mas accesible para el alumno que el M2.

Para terminar, como aplicacién de esta investigacion, el profesor debe de tener
en cuenta que existe una fuerte tendencia hacia lo procedimental y la particularizacién
y que el uso de la tecnologia es beneficioso para trabajar el proceso de generalizacion.

El segundo articulo de investigaciéon seleccionado se titula “El momento del
trabajo de la técnica en la completacién de Organizaciones Matematicas: el caso de la
divisién sintética y la factorizacién de polinomios”, publicado en la revista Educacidn
matematica en el afio 2010 por investigadores de gran prestigio. El trabajo de la técnica
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tiene un gran interés en la completacion de la progresiva de la practica matematica
escolar.

El objetivo principal del trabajo es estudiar la OM escolar en torno a la division
sintética de polinomios y proponer un posible desarrollo y completacion progresiva de
dicha OM, utilizando el marco tedrico de la TAD.

Al principio el articulo establece los elementos de la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico (TAD), que es el marco tedrico sobre el que se va a sustentar la investigacion.
Define qué es una organizacion matematica (OM), distinguiendo entre puntuales y
locales y luego explica en qué consiste la completacion progresiva de una OM,
mostrando siete caracteristicas del proceso de construccién de una OM local y siete
indicadores de su grado de completitud en términos de las caracteristicas de los
componentes de la OM y de las relaciones entre ellos.

Los antecedentes que se proponen en el trabajo corresponden al marco teérico
y son (Bosch, Fonseca y Gascén, 2004, y Fonseca 2004). No nombra otros antecedentes
respecto a la division sintética y la factorizacion de polinomios.

En los siguientes apartados se habla de las discontinuidades matematicas que se
dan entre la Secundaria y la universidad. Por un lado, se hace un analisis de la regla de
Ruffini en la Secundaria espafiola, poniendo de manifiesto la incompletitud de la OM
gue se ensefia, debido a la falta de cuestionamiento sobre las limitaciones de la regla de
Ruffini y su uso sistematico. De existir un adecuado cuestionamiento, seria posible
desarrollar una actividad matematica flexible y libre de rigidez que nos llevaria a tener
OM mucho mas completas. Luego se analiza la regla de Ruffini en el paso de la
Secundaria a la Universidad, poniendo de manifiesto, que en la institucion universitaria
en vez de retomar la OM mostrando sus limitaciones, desarrollandola y completandola,
se ignora por completo y se proponen nuevos métodos totalmente independientes para
la resolucidn de ecuaciones.

En cuanto a la metodologia, para el estudio en secundaria se utiliza el analisis de
manuales de Bachillerato, quedando de manifiesto que en esta etapa la regla de Ruffini
acaba teniendo un cardcter autotecnoldgico, es decir, se propone como una técnica que
no necesita justificacion mas alla de ver que efectivamente “funciona” y no se proponen
tareas que provoquen algun tipo de conflicto y la necesidad de flexibilizar dicha técnica
o de cuestionar su costo.

Respecto al estudio de la regla de Ruffini en su paso a la universidad se utiliza
una metodologia exploratoria en la que se propone una muestra de 128 alumnos de la
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Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial y de la Escuela Superior de
Ingenieria Industrial de la Universidad de Vigo, a los se les planted una tarea que les
pedia calcular las soluciones enteras de una ecuaciéon de grado tres cuyo término
independiente era 135. Los resultados obtenidos fueron que el 61.71% de los alumnos
intentaron calcular las raices utilizando la regla de Ruffini, el 20.31% empezaron
calculando el valor numérico del polinomio para cada uno de los 16 divisores del término
independiente y el 17.96% restante dejaron el blanco el ejercicio. Cabe destacar que
ningun estudiante se planted la posibilidad de que no existieran soluciones enteras,
como era el caso. Esto lleva a pensar que los estudiantes aprenden a aplicar una técnica
a una tarea concreta sin que existan tareas de estudio de las técnicas.

Tras esto, el propdsito de los autores es mostrar que, con un adecuado
cuestionamiento tecnoldgico, es posible desarrollar el trabajo de la técnica “regla de
Ruffini” y proponen algunos desarrollos posibles. Para ello plantean una serie de tareas
gue surgen del cuestionamiento tecnolégico de la técnica y las limitaciones que van
surgiendo. Estas tareas son:

T1. Calcular las soluciones de ecuaciones polindmicas con coeficientes enteros
que tengan todas las soluciones enteras.

T2. Resolver ecuaciones polindmicas de grado = 3 con coeficientes enteros.

T3. Resolver ecuaciones polindmicas de grado 3 con cieficientes enteros qye
tengan, como minimo, una solucion racional. O bien ecuaciones polindmicas de
grado n que tengan, como minimo n — 2 soluciones racionales.

A modo de conclusion, el ultimo epigrafe muestra los resultados que se han
obtenido y habla de las funciones didacticas del trabajo de la técnica y sus relaciones
con el resto de dimensiones del proceso didactico. Destaca como “el cuestionamiento
tecnoldgico de las técnicas ha dirigido el desarrollo de éstas y reciprocamente, como el
trabajo prdctico-técnico ha originado nuevas necesidades tecnoldgico-tedricas” (p.31).
Asi, existe una clara relacién funcional entre el trabajo de la técnica y el momento
tecnoldgico tedrico.

También ponen de manifiesto que las instituciones escolares tienen una fuerte
tendencia a la desarticularizacidon y a la automatizacién, cuando el trabajo de la técnica
es un trabajo creativo, es decir, productor de nuevas tareas que necesitan de nuevas
tecnologias y técnicas.

Para finalizar, dicen que las funciones didacticas del momento del trabajo de la
técnicay las discontinuidades matematicas entre la Educacién Secundaria y universitaria
gue se han visto en el andlisis de la regla de Ruffini no son un hecho aislado, ya que para
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otras OM vistas en Secundaria, lo mas habitual es que la ensefianza universitaria no las
retome ni las desarrolle adecuadamente y que ese es, a su entender, uno de los factores
esenciales de la ruptura entre el tipo de actividad matematica que se puede llevar a cabo
entre ambas instituciones.
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En las secciones anteriores nos hemos encargado de ir recopilando informacién
con el propdsito de disefiar una proyeccion didactica. Por tanto, en esta seccidén, lo que
se pretende es aplicar toda la informacidn recogida en la fundamentacién curricular,
epistemoldgica y didactica. Se contextualizara el centro y el aula donde se realizard la
unidad didactica, teniendo en cuenta las actividades, los recursos, la temporalizacidn, la
atencioén a la diversidad y la evaluacion.

6.1. TITULO

Se va a desarrollar una unidad didactica para la materia de Matematicas
orientadas a las ensefianzas académicas, de tercero de Educacion Secundaria
Obligatoria (ESO). El titulo propuesto para dicha unidad didactica es “Factorizacion de
polinomios”.

Se ha elegido este titulo para enfatizar ya desde el nombre de la unidad la
importancia que tiene la factorizacidn de polinomios y sus diversas aplicaciones.

6.2. JUSTIFICACION

La elaboracién de la siguiente unidad didactica es necesaria por diferentes
motivos. Dentro de la rama del algebra encontramos el estudio de la divisibilidad. Este
tema se estudia practicamente es todas las etapas educativas por sus numerosas
aplicaciones.

En primer lugar, segun el Real decreto 126/2014, en Educacién Primaria se tienen
que estudiar los multiplos de un ndmero con las tablas de multiplicar, los primeros
multiplos de un nimero determinado, los divisores de numeros inferiores a cien y el
calculo de maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de dos nimeros.

En segundo lugar, en el primer ciclo de Educacién Secundaria se estudia la

divisibilidad de nimeros naturales, los criterios de divisibilidad, los nimeros primos y
compuestos, la descomposicién de un nimero en factores primos y el maximo comun
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divisor y el minimo comun multiplo de dos o0 mds nimeros. Al llegar al segundo ciclo de
Educacion Secundaria empieza el estudio de la divisibilidad y la factorizaciéon de
polinomios.

En la secciéon de la fundamentacidon curricular, se ha hecho un analisis del
curriculo sobre los contenidos que se estudian en el bloque de algebray el primero, que
es complementario al resto de bloques, del tercer curso de Educacién Secundaria.

La presente unidad didactica se ajustara a los contenidos dispuestos tanto en el
Real Decreto 1105/14 como en la Orden de 14 de julio de 2016, pertenecientes al bloque
2: “Numeros y dalgebra” de la asignatura de Matematicas orientadas a las ensenanzas
académicas de 32 de ESO sobre polinomios.

Para la elaboracién de dicha unidad se partird de la base de que el alumnado
presenta ciertos conocimientos previos de lenguaje algebraico y las propiedades de las
operaciones para transformar expresiones algebraicas. Tras el estudio de la unidad, el
alumnado serd capaz de aplicar el razonamiento matematico y de abordar situaciones
cotidianas, lo que contribuird a que se desenvuelva mejor en el dmbito social y
profesional.

Desde el punto de vista interno, el estudio de los polinomios y su factorizacién
es una rama de las matematicas muy necesaria para los alumnos que continuaran sus
estudios en Ciencias y Tecnologia debido a sus diferentes aplicaciones, como puede ser
el calculo de integrales y, mas tarde en titulaciones universitarias cientificas e
ingenierias.

6.3. CONTEXTUALIZACION DEL CENTRO Y DEL AULA

Los contenidos de la unidad didactica elaborada en este trabajo se pueden llevar
a cabo en el centro donde realicé las Practicas Docentes, el IES Az-Zait, sito en la ciudad
de Jaén. Toda la informacidn acerca de la contextualizacidn del centro ha sido extraida
de la pagina web oficial de dicho centro.

El IES Az-Zait se situa en la zona oeste de la ciudad de Jaén, en la Avenida de
Arjona n? 3. Es un centro pequefio donde solo se imparte los cuatro cursos de la
Educacion Secundaria Obligatorio (ESO). Hay matriculados 195 alumnos y el claustro
estd formado por 24 profesores.
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El centro se sitla entre los barrios de Pefiamefécit, Santa Isabel, Av. De Barcelona
y de Andalucia, Gran Eje, y el barrio de las Fuentezuelas. Estos barrios presentan un
contraste entre poblacidn joven y activa, de clase media y de nivel cultural medio; y otro
envejecido y de nivel cultural bajo, en paro o de cualificacion baja.

Al centro se accede desde dos puertas situadas en la avenida de Arjona. Fue
construido en el afio 2000 y al ser un edificio “preindustrializado” con paredes de
“bocadillo de pladur” existian problemas de acondicionamiento y de consistencia. Para
solventar esto, de manera progresiva se han ido reforzado las paredes, se han instalado
aparatos de aire acondicionado en las aulas, en la biblioteca, los talleres, el laboratorio
y en los despachos. Asimismo, se instalaron también algunos radiadores, limitados por
la capacidad de la caldera. El centro aun tiene pendiente reemplazar la caldera actual

por una de mayor capacidad.

El exterior del edificio cuenta con dos pistas polideportivas, un patio y una zona
ajardinada. El interior del edificio estd formado por once aulas polivalentes de 30
puestos, dos aulas polivalentes de 34 puestos, un aula de Educacién Especial Especifica,
un aula TIC-Musica, un laboratorio de ciencias, un aula taller de tecnologia y robética,
una pequefia aula TIC y una biblioteca. Asimismo, cuenta con un gimnasio cubierto con
vestuario, una sala de profesorado, varios despachos, una conserjeria y aseos para el
alumnado y para el profesorado. La mayoria de las aulas cuentan con material TIC,
principalmente proyectores para los ordenadores de los profesores y algunas pizarras
digitales. También cuenta con portatiles y tablets para su uso en las aulas.

Por otra parte, el departamento de matematicas del centro se preocupa por
motivar al alumnado, despertar su interés por las matematicas y, fomentar la curiosidad
y creatividad para la resolucion de problemas. Por ello, este centro es veterano en la
organizacién y realizacidén de actividades, tales como su participaciéon en la Gymkhana
matematica de Alcald la Real, la Olimpiada Matemadtica organizada por el IES
Guadalentin de Pozo Alcdn, la Olimpiada Matematica organizada por la S.A.E.M Thales
e IES Virgen del Carmen o su tradicional visita a la Alhambra.

En cuanto a las caracteristicas socioecondmicas de las familias, una encuesta
realizada en el afno 2015-2016 a las familias del alumnado del centro muestran que un
47% de las familias conviven en un hogar de cuatro miembros, mientras un 30% se
compone de familias de padres separados/divorciados o familias monoparentales. En
cuanto a ocupacién, predomina el sector servicios con un 52%, al que se suma un 10%
en ocupaciones elementales o de baja cualificacién, resultando que 2/3 de las familias
del centro se encuentran en una situacién precaria o de clase media-baja. Un tercio de
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las familias se encuentran en una situacién de inactividad laboral. Por tanto, al proceder
de familias de nivel econdmico variado el alumnado presenta un perfil heterogéneo.

En cuanto a la contextualizacion del aula, el grupo al que iria dirigida esta unidad
didactica seria el de 32 de ESO de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas,
el cual se ubica en el aula 8. Esta estancia es una de las mas grandes del centro, ya que
ha sido reformada este verano a raiz del COVID y cuenta, ademas de con la tipica pizarra
de rotulador, con pizarra digital, la cual resultara de gran ayuda a la hora de realizar las
explicaciones. El grupo estd compuesto por un total de 27 alumnos y alumnas que
proceden de 32A y 32B, ya que en esta etapa se realiza un desdoblamiento de los cursos
en la asignatura, separando las matematicas académicas de las aplicadas. El alumnado
procede de un ambiente familiar en el que se valora los estudios y es uno de los grupos
gue presenta mejor rendimiento académico del centro, asi que se partira de la base de

gue la mayor parte del alumnado tiene una buena base matematica.

Pese a su heterogeneidad, sus diferentes ritmos de asimilacién y su
predisposicion, todos los alumnos responden a un modelo fisico y psicoldgico acorde a
su edad y ningun alumno presenta necesidades especificas. Aun asi, en nuestra unidad
didactica tendremos en cuenta la atencion a la diversidad. También hay que tener en
cuenta que se encuentran en una etapa de grandes cambios, muy delicada, en la que
ademas de interesarnos en la adquisicidon de competencias curriculares también es de
vital importancia prestar atencién a los problemas y dificultades que suelen presentar
los alumnos en esta etapa. Es también el deber del docente resolverlos, evitando que

vaya a mayores y que el alumno se disperse.

6.4. OBJETIVOS

En este apartado se definiran los objetivos, que seguin el RD 1105/2014 son los

“referentes relativos a los logros que el estudiante debe alcanzar al finalizar cada
etapa, como resultado de las experiencias de ensefianza-aprendizaje
intencionalmente planificada a tal fin”. (Ministerio de Educacién, Culturay Deporte,
2015, p.172)

Para ello se partird del punto de vista general dispuesto por la normativa y se
iran particularizando hasta definir lo objetivos concretos de nuestra unidad didactica.
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6.4.1. Objetivos generales de etapa

Los objetivos generales de etapa son aquellos que el alumnado debe de haber

trabajado durante la Educacion Secundaria Obligatoria y alcanzado tras la misma. Segun lo
dispuesto en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre (pp.176-177), los objetivos de
la Educacidn Secundaria Obligatoria son los siguientes:

a)

b)

d)

f)

g)

h)

Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demas, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre
las personas y grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos
y laigualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y hombres, como valores
comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de la ciudadania
democratica.

Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en
equipo como condiciéon necesaria para una realizacion eficaz de las tareas del
aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos vy
oportunidades entre ellos. Rechazar la discriminacién de las personas por razén
de sexo o por cualquier otra condicidn o circunstancia personal o social. Rechazar
los estereotipos que supongan discriminacién entre hombres y mujeres, asi como
cualquier manifestacién de violencia contra la mujer.

Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y en
sus relaciones con los demds, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de
cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los
conflictos.

Desarrollar destrezas bdsicas en la utilizacién de las fuentes de informacion para,
con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacion
basica en el campo de las tecnologias, especialmente las de la informacién y la
comunicacion.

Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura
en distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los
problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.
Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacién,
el sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua
castellanay, sila hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma, textos
y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estudio de la
literatura.

Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera apropiada.
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j)

k)

Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia propias
y de los demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.

Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar
las diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar la
educacion fisica y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y
social. Conocer y valorar la dimension humana de la sexualidad en toda su
diversidad. Valorar criticamente los habitos sociales relacionados con la salud, el
consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyendo a su
conservaciéon y mejora.

Apreciar la creacidon artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresién vy

representacion.

Ademads de estos objetivos de etapa a nivel nacional, el Decreto 111/2016 (p.30),

establece también los siguientes objetivos en la Educacién Secundaria Obligatoria en

Andal

a)

b)

ucia:
Conocer y apreciar las peculiaridades de la modalidad lingtiistica andaluza en
todas sus variedades.
Conocer y apreciar los elementos especificos de la historia y la cultura andaluza,

asi como su medio fisico y natural y otros hechos diferenciadores de nuestra
Comunidad, para que sea valorada y respetada como patrimonio propio y en el
marco de la cultura espanola y universal.

6.4.2. Objetivos del area de matematicas

Segun la Orden de 14 de julio de 2016 (p. 190) los objetivos correspondientes a las

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas son:

1.

Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al lenguaje
y modos de argumentacién la racionalidad y las formas de expresién vy
razonamiento matemadtico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y
tecnoldgicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos

matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar
los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacién y procedimientos de medida,
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realizar el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases de nimerosy la
seleccion de los cdlculos apropiados a cada situacion.

. Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos, graficos,
calculos, etc.) presentes en los medios de comunicacidn, Internet, publicidad u
otras fuentes de informacidn, analizar criticamente las funciones que desempefian
estos elementos matemdticos y valorar su aportacién para una mejor
comprension de los mensajes.

. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad vy la
imaginacion.

. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnolégicas (calculadora,
ordenador, dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar
calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de indole diversay
también como ayuda en el aprendizaje.

. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matematica, tales como Ia
exploracién sistematica de alternativas, la precisién en el lenguaje, la flexibilidad
para modificar el punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.
. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién
del analisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo
un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos
creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van

adquiriendo desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto

desde un punto de vista histérico como desde la perspectiva de su papel en la
sociedad actual, apreciar el conocimiento matematico acumulado por la
humanidad y su aportacién al desarrollo social, econémico y cultural.
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6.4.3. Objetivos concretos de la unidad

Segun lo dispuesto en la normativa que hemos ido recopilado en los apartados

anteriores, proponemos los objetivos concretos que el alumno debe alcanzar en nuestra

unidad didactica:

© N oW

10.

11.

12.

Plantear expresiones algebraicas a partir de situaciones en un contexto cercano.
Reconocer el grado y el coeficiente de un monomio.

Identificar qué expresiones algebraicas son o no polinomios. En caso afirmativo
reconocer los coeficientes y el grado.

Calcular e interpretar el valor numérico de un polinomio para un valor
determinado.

Reconocer si un nimero es raiz de un polinomio.

Realizar sumas, restas y multiplicaciones de polinomios.

Desarrollar y reconocer identidades notables. Realizar el proceso inverso.
Realizar la divisién euclidea de polinomios y reconoce la relacion entre
dividendo, divisor, cociente y resto.

Emplear la regla de Ruffini en las divisiones por un polinomio de la forma
(x —a).

Factorizar polinomios sacando factor comun, empleando identidades notables o
aplicando la regla de Ruffini y reconocer las raices.

Aplicar el teorema del resto para la factorizacién de polinomios y la deteccién de
raices.

Mostrar una actitud critica hacia las resoluciones de los problemas, examinando

los distintos caminos que pueden existir para llegar a la solucion.

6.5. COMPETENCIAS CLAVE

Segun el Real Decreto 1105/2014 se definen las competencias como:

“capacidades para aplicar de forma integrada los contenidos propios de cada
ensefianza y etapa educativa, con el fin de logar la realizacién adecuada de
actividades y la resolucion eficaz de problemas complejos”. (Ministerio de
Educacidn, Cultura y Deporte, 2015, p.172)

Los alumnos deben trabajar siete competencias clave que les permita adaptarse

y enfrentarse a diferentes situaciones. Por tanto, a través de las competencias se tienen

gue promover los tres saberes: saber, saber hacer y saber ser.

68



CAPITULO 6.
Proyeccidn didactica

De acuerdo a lo establecido en el Real Decreto 1105/2014 (p. 172), las

competencias del curriculo son las siguientes:

a) Comunicacion lingliistica (CCL).

b) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT).

c) Competencia digital (CD).
d) Aprender a aprender (CAA).
e) Competencias sociales y civicas (CSC).

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP).

g) Conciencia y expresiones culturales (CEC).

El desarrollo de cualquier unidad didactica debe contribuir a la adquisicidon de

estas competencias. A lo largo de esta unidad didactica se realizaran actividades que

permitan al alumnado el desarrollo de las competencias claves mencionadas en la

materia de matematicas, como son:

a)

b)

d)

Comunicacion lingiiistica: Esta competencia estara presente a lo largo de toda la
unidad. Se desarrollard durante las explicaciones de la profesora, a la hora de
entender los enunciados de alguna situacién-problema o cuando el alumnado
tenga que expresarse oralmente, ya sea para preguntar dudas, desarrollar
alguna actividad o trabajar en grupo.

Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia: Los
ejercicios propuestos contribuyen a que el alumno asimile los significados de los
nuevos objetos matematicos y adquiera practica en el manejo de
procedimientos. También ayudan a familiarizarse con el lenguaje algebraicoy a
su presencia en la vida real, a la vez que aclara sus ideas, teniendo que plasmar
de manera légica y ordenada sus conocimientos.

Competencia digital: Se pretende que el alumnado adquiera destreza en el uso
de herramientas informaticas y motores de busqueda que contribuyan en su
aprendizaje. Esta competencia se intentard integrar en la unidad mediante el
uso de internet para buscar informacién en alguna actividad o cuando sea
necesario, utilizando la pizarra digital para representar funciones en Geogebra y
mediante algln cuestionario online, en nuestro caso Quizziz, que permite una
competicion ludica entre el alumnado usando tablets o dispositivos moviles.

Aprender a aprender: Es bueno que el alumnado tenga consciencia de lo que

conoce y desconoce. Las explicaciones de la profesora y las actividades
propuestas contribuirdn a la superacion de los objetivos definidos y a que el
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alumno adquiera las herramientas y los conocimientos necesarios con el fin de
aplicarlos en una variedad de contextos.

e) Competencias sociales y civicas: Se trabajara a diario, cuando el alumno tenga
gue relacionarse con sus compaiieros y la profesora, propiciando un buen
ambiente en el aula. También en las tareas grupales cuando tenga que expresar
su punto de vista y argumentarlo, sin menospreciar la de otro companero v, al
surgir discrepancias, donde tendrdn que dialogar, siempre desde el respeto.

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor: Se pretende que el alumno
desarrolle la capacidad de decisidn, la creatividad y la asuncién de riesgos. Para
ello se propondran en nuestra unidad tareas donde el alumno tenga que
establecer relaciones por si solo que le permita avanzar hasta encontrar la

solucidn.

g) Conciencia y expresiones culturales: Conocer la herencia cultural del dlgebray de
los matematicos que han contribuido en su desarrollo llevara al alumnado a ser
consciente de la importancia que tiene en nuestra vida.

6.6. CONTENIDOS

Segun el Real Decreto 1105/2014 se definen los contenidos como:

“conjunto de conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que contribuyen al
logro de los objetivos de cada ensefianza y etapa educativa y a la adquisicion de
competencias. Los contenidos se ordenan en asignaturas, que se clasifican en
materias y ambitos, en funcion de las etapas educativas o los programas en que
participe el alumnado”. (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, p.172)

De este modo los conocimientos representan el saber, las habilidades y actitudes
el saber hacer y, por ultimo, las actitudes, el saber ser.

En este apartado se ofrecen los contenidos de nuestra unidad didactica que

deben estar estrechamente relacionados con los objetivos y las competencias
planteadas.
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6.6.1. Contenidos de la materia

En el apartado 3.1. Andlisis del curriculo se vieron los contenidos, los criterios de
evaluacion y los estandares de aprendizaje evaluables del bloque 1y 2 de la asignatura
Matematicas orientadas a las ensefanzas académicas de 32 de ESO, recogidos en el Real
Decreto 1105/2014.

Los contenidos del bloque 1 a trabajar en esta unidad son:

1.1. Planificar el proceso de resolucion de problemas.

1.2.Estrategias y procedimientos puestos en prdctica: uso del lenguaje apropiado
(grdfico, numérico, algebraico, etc.), reformulacion del problema, resolver
subproblemas, recuento exhaustivo, empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

1.4.Planteamiento de investigaciones matemdticas escolares en contextos
numéricos, geomeétricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos.

1.5. Prdctica de los procesos de matematizacion y modelizacion, en contextos de la
realidad y en contextos matemadticos.

1.6.Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico

1.7. Utilizacion de medios tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje para:
a) la recogida ordenada y la organizacion de datos.

b) la elaboracion y creacion de representaciones grdficas de datos numéricos,
funcionales o estadisticos.

¢) facilitar la comprension de propiedades geométricas o funcionales y la
realizacion de cdlculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.

d) el disefio de simulaciones y la elaboracion de predicciones sobre situaciones
matemadticas diversas.

En cuanto al bloque 2 “Numeros y algebra”, relacionados con la factorizacién de
polinomios sélo encontramos el siguiente contenido:

2.10. Transformacion de expresiones algebraicas. Igualdades notables. Operaciones
elementales con polinomios.

Teniendo esto en cuenta, se presenta una propuesta de los contenidos que se

van a trabajar en nuestra unidad didactica, clasificandolos en contenidos conceptuales
(conocimientos), procedimentales (habilidades y destrezas) y actitudinales (actitudes).
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En primer lugar, consideramos los contenidos conceptuales, relacionados con el
bloque 2:

= Expresiones algebraicas. Monomios.

= Polinomios. Grado, coeficiente principal y termino independiente.
= Valor numérico y raices de un polinomio.

=  Suma, resta y producto de polinomios.

= |dentidades notables.

= Division de polinomios.

= Regla de Ruffini.

= Factorizacion de polinomios. Polinomios irreducibles.

= Teorema del resto.

El estudio de las fracciones algebraicas es muy importante pero, por motivos de
extensién de la unidad, se ha considerado mds importante centrarse en los contenidos
anteriores con el objetivo de afianzarlos, ya que el paso de la divisibilidad de naturales
a polinomios quizds se da demasiado rapido y se dan muchas cosas por claras que no lo
estdn, como no saber reconocer qué es o no un polinomio, confundir polinomio con la
ecuacion p(x) = 0 o el célculo de raices con el calculo de soluciones de la ecuacion. Por
tanto, hemos preferido ajustarnos a la fundamentacién curricular, a los contenidos que
establece el Real Decreto y al andlisis de los libros, que como vimos no siempre aparece
el estudio de las fracciones algebraicas en todos los manuales.

Para abordar los contenidos conceptuales tendremos en cuenta los siguientes
contenidos procedimentales:

= Planteamiento de expresiones algebraicas.

= Calculo del valor numérico y las raices de un polinomio.

= QOperaciones con polinomios.

= Utilizacion de la regla de Ruffini.

= Busqueda de la factorizacion en irreducibles de un polinomio.
= Utilizacion del teorema del resto.

Por ultimo, consideramos los siguientes contenidos actitudinales, relacionados con
el bloque 1:

= Planificacidn en el proceso de resolucién de problemas

= Independencia y autonomia del pensamiento

= Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas

= Curiosidad en los conceptos y procedimientos con los que se actua
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= Valoracion del aporte de las matematicas a distintas areas y situaciones de la

vida cotidiana.

6.7. METODOLOGIA

Segun el Real Decreto 1105/2014 se definen la metodologia didactica como:

“conjunto de estrategias, procedimientos y acciones organizadas y planificadas por
el profesorado, de manera consciente y reflexiva, con la finalidad de posibilitar el
aprendizaje del alumnado y el logro de los objetivos planteados.” (Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte, 2015, p.172)

Por tanto, lo primero que tiene que hacer un docente es reflexionar y planificar
cuales son las estrategias que llevaran al alumnado a alcanzar los objetivos planteados.
También es importante hablar de metodologias en plural, que enriquezcan la unidad
didacticay permitan el desarrollo de diferentes aspectos de la competencia matematica.
De no ser asi, muchos alumnos caeran en el aburrimiento y acabardn por no interesarse

por la asignatura.

Es importante notar que no por abarcar el mayor nimero de metodologias
posibles la unidad va a ser “mejor” o mas “innovadora”. Lo fundamental es establecer
un equilibrio entre los objetivos que se quieren lograr, la metodologia que se va a utilizar

y, las actividades y recursos que se llevaran a cabo.

En el Decreto 111/2016 (pp. 15-16) aparecen las siguientes recomendaciones de

metodologia didactica:

1. El proceso de ensefianza-aprendizaje competencial debe caracterizarse por su
transversalidad, su dinamismo y su caracter integral y, por ello, debe abordarse
desde todas las materias de conocimiento. En el proyecto educativo del centroy
en las programaciones didacticas se incluirdn las estrategias que desarrollara el
profesorado para alcanzar los objetivos previstos, asi como la adquisicion por el
alumnado de las competencias clave.

2. Los métodos deben partir de la perspectiva del profesorado como orientador,
promotor y facilitador del desarrollo en el alumnado, ajustdndose al nivel
competencial inicial de éste y teniendo en cuenta la atencién a la diversidad y el
respeto por los distintos ritmos y estilos de aprendizaje mediante practicas de

trabajo individual y cooperativo.
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10.

11.

Los centros docentes fomentaran la creaciéon de condiciones y entornos de
aprendizaje caracterizados por la confianza, el respeto y la convivencia como
condicidn necesaria para el buen desarrollo del trabajo del alumnado y del
profesorado.

Las lineas metodoldgicas de los centros docentes tendran la finalidad de
favorecer la implicaciéon del alumnado en su propio aprendizaje, estimular la
superacion individual, el desarrollo de todas sus potencialidades, fomentar su
autoconcepto y su autoconfianza, y promover procesos de aprendizaje
autonomo y habitos de colaboracién y de trabajo en equipo.

Las programaciones didacticas de las distintas materias del Bachillerato incluiran
actividades que estimulen el interés y el habito de la lectura, la practica de la
expresion escrita y la capacidad de expresarse correctamente en publico.

Se estimulard la reflexién y el pensamiento critico en el alumnado, asi como los
procesos de construccién individual y colectiva del conocimiento, y se favorecera
el descubrimiento, la investigacién, el espiritu emprendedor y la iniciativa
personal.

Se desarrollaran actividades para profundizar en las habilidades y métodos de
recopilacion, sistematizacidn y presentacion de la informacidn y para aplicar
procesos de analisis, observacion y experimentacion, adecuados a los contenidos
de las distintas materias.

Se adoptardn estrategias interactivas que permitan compartir y construir el
conocimiento y dinamizarlo mediante el intercambio verbal y colectivo de ideas
y diferentes formas de expresién.

Se empleardn metodologias activas que contextualicen el proceso educativo,
que presenten de manera relacionada los contenidos y que fomenten el
aprendizaje por proyectos, centros de interés, o estudios de casos, favoreciendo
la participacidn, la experimentacién y la motivacién de los alumnos y alumnas al
dotar de funcionalidad y transferibilidad a los aprendizajes.

Se fomentara el enfoque interdisciplinar del aprendizaje por competencias con
la realizacion por parte del alumnado de trabajos de investigacion y de
actividades integradas que le permitan avanzar hacia los resultados de
aprendizaje de mas de una competencia al mismo tiempo.

Las tecnologias de la informacion y de la comunicacion para el aprendizaje y el
conocimiento se utilizardn de manera habitual como herramientas integradas

para el desarrollo del curriculo.

Por tanto, lo que se pretende es enriquecer el proceso de ensenanza-

aprendizaje, utilizar una metodologia activa que favorezca la asimilacion de los
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conceptos, motivar al alumnado en su propio aprendizaje desde distintos enfoques y
fomentar la interaccion entre el alumnado.

En primer lugar, una de las metodologias que se usaran es la metodologia
tradicional o transmisiva, que se empleard para introducir cada unos de los objetos
matematicos a estudiar. El rol del alumno frente a esta metodologia suele ser pasivo y
puede llegar a resultarle tedioso, por ello es de vital importancia que el profesor en cada
sesion intente llamar la atencion de sus alumnos, motive los conceptos que va a explicar,
ponga énfasis y pasidn en lo que explica y, los haga participes de los ejemplos y las
actividades que propone, preguntandoles y teniendo en cuenta las ideas que
propongan.

La gamificacion y el uso de las TIC también tendra un papel muy importante. Se
plantearan ejercicios de manera mas divertida, que llamen la atencién de los alumnos o
con herramientas como Kahoot! o Quizziz, con las que se propician competiciones
Iddicas online. Ademas, se propone el uso de Classcraft, un juego rol donde los alumnos
estan divididos en equipos y conforme ganan puntos sus personajes obtienen mejoras.
El comportamiento, el trabajo y la actitud del alumno tendra repercusion en su
personaje de juego, ya que se definen categorias positivas, que hacen que el alumno
gane puntos, como puede ser hacer los deberes, responder a una pregunta del profesor
correctamente, ser de los tres primeros clasificados en Quizziz, etc o bien, categorias
negativas, que hacen perder puntos: no hacer los deberes, mal comportamiento, etc.
Asi las clases se transforman en una batalla dentro de un juego de rol. Las ventajas que
se obtienen es que los alumnos se ilusionan mas al trabajar de esta manera, sintiendo
que la metodologia se adapta a su mundo, lo que provoca una mayor motivacion.

También se dara importancia al trabajo en grupo o en parejas, ya que es esencial
que los alumnos aprendan a trabajar de manera colaborativa, aportando ideas y
respetando las opiniones de los demas integrantes del grupo. Se fomentara el
aprendizaje a través del didlogo y la discusion proponiendo actividades que lleven al
cuestionamiento de los alumnos, teniendo que desarrollar su capacidad para debatir y
justificar sus ideas, llegando posteriormente a un acuerdo comun. Este hecho es muy
beneficioso, pues a lo largo de su vida tendran que lidiar con situaciones en las que
trabajaran con otras personas.

En la unidad se proponen actividades de aprendizaje basado en la investigacion.
El IBL es una metodologia que expone a los alumnos situaciones de investigacion
abiertas y ricas, donde se fomenta el descubrimiento de relaciones y conexiones entre
objetos matematicos, en los que el alumnado es el centro del proceso de aprendizaje,
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concediéndoles la maxima autonomia y libertad de pensamiento. Ademas, se busca la
cooperacion y la colaboracidn entre los alumnos.

Por ultimo, se utilizard una metodologia basada en la modelizacion matematica
para la resolucién de problemas encuadrados en contextos reales, lo que ayudara al
alumno a comprender la importancia y utilidad de las matematicas en nuestro dia a dia.

6.8. ACTIVIDADES Y RECURSOS

A continuacidn, se plantean las actividades y los recursos que se van a utilizar a
lo largo de la presente unidad didactica con el fin de que el alumnado alcance los
objetivos y los contenidos propuestos en los apartados anteriores y ademas adquieran
sus competencias asociadas.

6.8.1. Actividades

Una ensefanza estrictamente tedrica de los contenidos no es adecuada para el
aprendizaje del alumnado. La teoria debe ir acompafiada de una serie de actividades
practicas que hagan que se conecten entre siy que el alumno avance en el proceso de

aprendizaje.

Luque (2021) sefiala que las actividades de ensefianza aprendizaje deben tener

los siguientes requisitos:

= (Claridad: los alumnos deben saber lo que se les pide.

= Papel activo del alumno: deben posibilitar la regulacion del ritmo de ejecucion y
aprendizaje de cada alumno.

= Adaptaciones individualizadas: las actividades deben ser suficientes,
equilibradas e idoneas.

= Disfrutar aprendiendo: caracter ludico y motivante.

= Consonancia con los intereses del alumno: deben proporcionar situaciones de
aprendizaje que tengan sentido para los alumnos.

= Graduadas: deben permitir un desarrollo gradual.

= Distintas agrupaciones: tienen que promover diferentes formas de
agrupamientos de los alumnos.

= Autonomia personal: deben tener una coherencia interna para que el alumno
guie su aprendizaje y siga su razonamiento. Asi se conseguira aprendizajes
significativos por si solos.
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Atendiendo a los tipos de actividades anteriores y las que anadimos nosotros, en

nuestra unidad didactica vamos a desarrollar las siguientes:

= Actividades para fomentar las TIC (TIC)
= Actividades de Introduccion (INT)

= Actividades de motivacion (MOT)

= Actividades de desarrollo (DES)

= Actividades de aprendizaje (AP)

= Actividades de consolidacién (CON)

= Actividades de refuerzo (REF)

= Actividades de ampliacion (AM)

= Actividades del tipo IBL (IBL)

Las tareas y las actividades propuestas para esta unidad didactica se recogen en

el Anexo Il: Actividades. Se pueden encontrar actividades de consolidacion de

contenidos estudiados, de refuerzo, de ampliacidon, de aprendizaje basado en la

investigacion y actividades de aprendizaje a través del didlogo y la discusién (Standard

Units).

6.8.2. Recursos

Para la consecucion de los objetivos planteados en la siguiente unidad didactica,

se dispondrdn de los siguientes recursos clasificados en cuatro tipos:

> Materiales

Pizarra

Libro de texto para completar las explicaciones
Fichas de actividades propuestas

Tijeras

Calculadora

> Nuevas tecnologias

Pizarra digital
Ordenadores
Tablets con conexidn a internet

> Personales

Profesores
Alumnos
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6.9. ATENCION A LA DIVERSIDAD

Atendiendo al Real Decreto 1105/2014,

“La Educacion Secundaria Obligatoria se organiza de acuerdo con los principios de
educacién comun y de atencién a la diversidad del alumnado. Las medidas de
atencién a la diversidad en esta etapa estardn orientadas a responder a las
necesidades educativas concretas del alumnado y al logro de los objetivos de la
Educacién Secundaria Obligatoria y la adquisicion de las competencias
correspondientes y no podran, en ningln caso, suponer una discriminacion que les
impida alcanzar dichos objetivos y competencias y la titulacién correspondiente.”
(Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015, p.176)

Los alumnos que con necesidades especificas de apoyo educativo (NEAE) y que
por tanto requieren una atencion educativa diferente (p.175), seria por:

= Necesidades educativas especiales (NEE)

» Trastorno por Déficit de Atencidn e Hiperactividad (TDAH)
= Altas capacidades

= |ncorporacion tardia al sistema educativo

= Condiciones personales o de historia escolar

Corresponde a las Administraciones educativas regular las medidas de atencién
a la diversidad (p.181), entre las que se encuentran:

= Adaptacion del curriculo

= Integracion de materias en ambitos

= Agrupamientos flexibles

= Apoyo en grupos ordinarios

= Desdobles de grupos

= Oferta de materias especificas

= Programas de Mejora del Aprendizaje y el Rendimiento

= QOtros programas personalizados para el alumno con necesidades
especificas de apoyo educativo.

En primer lugar, la profesora necesitara conocer el nivel de cada alumno. Para
ello al inicid de la unidad debera realizar actividades para saber el conocimiento previo
del alumnado. Tras conocerlo debera adaptar las actividades hasta adecuarse al nivel
educativo de los alumnos que lo necesiten. En las actividades en parejas o en grupo
debera formar grupos heterogéneos en base a la diversidad del aula.
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Por tanto, la labor de la profesora en esta unidad didactica es que,
independientemente de las necesidades educativas del alumno, todos alcancen los
objetivos minimos.

En la clase que habiamos tomado como referencia no habia nifios con
necesidades especificas de apoyo educativo, por tanto, las actividades propuestas en el
Anexo Il son accesibles para todos. Aln asi, en dicho anexo se proponen algunas
actividades de refuerzo y otras de ampliacion.

6.10. TEMPORALIZACION

Segun el articulo 13 del Decreto 111/2016 de 14 de junio, para el curso de 32 de
ESO, la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas dispone de
4 sesiones semanales, cada una de 1 hora. En principio, para el desarrollo de la unidad
didactica elegida vamos a necesitar un total de doce horas lectivas, aunque debera
adaptarse a las necesidades del alumno. Once sesiones se utilizaran para el desarrollo
de la unidad y en la ultima sesidn se realizara una prueba escrita individual.

A continuacién, se presenta una posible temporalizacién de nuestra unidad, ya
que esta debe ir adaptdndose a las necesidades del alumnado. En cada tabla aparecen
los objetivos, los contenidos, los criterios y las competencias que se trabajaran en dicha

sesion.

Los objetivos que se recogen son los especificos de esta unidad que se
encuentran en la p.68 de este trabajo, los contenidos a trabajar del bloque 1y 2 son los
gue se plantean en la p.71, los criterios se ubican en el aparatado 6.11.1 Criterios de
Evaluacion y las competencias son las que recoge el Real Decreto.

Ademas, en cada tabla aparece de forma esquematizada el desarrollo de cada
sesion y las actividades recogidas en el Anexo Il que se proponen para alcanzar las
competencias convenientes.

Objetivos: 1, 12 Criterios: CE.1.8, CE.1.11, CE.2.3.
Contenidos: 1.4, 1.7, 2.10 Competencias: CCL, CMCT, CD, CAA, CSC, SIEP, CEC
Desarrollo:

o Presentacion y motivacion de la unidad:
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- Actividad 1. Investigacion histdrica. (30 min)
- Actividad 2. Matemagia. Reto inicial. (15 min)

o Repaso de traduccidn de enunciados a lenguaje algebraico.

- Actividad 3. {Quién tiene...? Yo tengo... (15 min)

Objetivos: 1, 2, 3,4,5, 13 Criterios: CE.1.2, CE.1.6, CE.2.3.
Contenidos: 1.2, 1.5, 2.10 Competencias: CMCT, CAA
Desarrollo:

o Monomios

- Clase magistral en pizarra del concepto de variable o incégnita, monomio,
coeficiente, parte literal, grado y monomios semejantes. Actividad 4. (15 min)

o Polinomios

- El concepto de polinomio se hara a partir de la Actividad 5 (15min)

- Actividad 6 para reconocer qué es y qué no un polinomio. (10 min)

- Apartir de los polinomios de la Actividad 6 se definiran los conceptos de grado,
coeficiente lider, término independiente, valor numérico y raiz. (20 min)

- Para afianzar los contenidos vistos se mandara para casa la Actividad 7.

Objetivos: 6 Criterios: CE.1.2, CE.2.3
Contenidos: 1.2, 2.10 Competencias: CMCT, CAA, CSC
Desarrollo:

o Dudas y correcciones

- La clase comenzara preguntando quién ha hecho los ejercicios. Después se
preguntarad si existen dudas del dia anterior y se corregira la actividad que se

dejo planteada. (10 min)
o Operaciones con polinomios

- Actividad 8. Introducir la suma y resta de polinomios. (10 min)

- Explicacién de cdmo se suman, se restan y se multiplican polinomios en pizarra.
Ejemplos. (25 min)

- Actividad 9. Practicar suma y producto de polinomios. (15 min)

- Actividad 10. para casa.
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Objetivos: 6, 12, 13 Criterios: CE.1.2, CE.1.11, CE.2. 3
Contenidos: 1.2 ,1.7, 2.10 Competencias: CMCT, CAA, CD
Desarrollo:

o Dudasy correccion

- La sesidon empieza tomando nota de quien no ha hecho los ejercicios. Se
preguntan las dudas que hayan surgido. Se selecciona con Classcraft alumnos
para corregir en la pizarra. (15 min)

- Se muestra a los alumnos en la pizarra digital una calculadora online que
permite operar polinomios. Asi ellos pueden comprobar los resultados cuando

estudien en casa. (10 min)
https://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0453-02/ed99-0453-02.html

o Refuerzo de operaciones con polinomios o ampliacién
- Actividad 11. (20 min)

o Quizziz. Repaso de todos los contenidos. (15 min)

Objetivos: 7, 12, 13 Criterios: CE.1.2, CE.1.3, CE.1.6, CE.1.11, CE2. 3

Contenidos: 1.2,1.4,1.6,1.7,2.10 | Competencias: CMCT, CAA, CD, SIEP, CSC

Desarrollo:

o Identidades notables
- Actividad 12. Rompecabezas. (30 min)

- Para construir la definicion de las otras identidades notables se proyectara en
la pizarra digital simulaciones hechas en Geogebra. (15 min)
https://www.geogebra.org/m/gKVuThNN

- La profesora recopilara lo visto hasta ahora de identidades notables y hara
algunos ejemplos en la pizarra. (15 min)

- Actividad 13 y Actividad 14 para casa.

Objetivos: 8 Criterios: CE.1.2, CE.1.4, CE2.3

Contenidos: 1.2, 1.6, 2.10 Competencias: CMCT, CAA, CCL, SIEP, CSC
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Desarrollo:

o Correccidn ejercicios dia anterior
- Se tomard nota de quien ha hecho los ejercicios y con Classcraft se
seleccionaran alumnos para que corrijan la actividad. (10 min)

o Divisidn de polinomios: La profesora explica como se dividen polinomios y
hace varios ejemplos en la pizarra pidiendo la ayuda de los alumnos en algunos
momentos particulares. Resaltar cuando un polinomio es divisible por otro (25
min)

- Actividad 15. Posteriormente un alumno saldra a la pizarra para resolverla e
ird explicando a sus compafieros los pasos que ha ido siguiendo. (25 min).

Objetivos: 9, 11, 13 Criterios: EA. 1.1.1, EA.1.2.3, EA.1.6.3, CE2.3
Contenidos: 1.1, 1.2, 1.6, 2.10 Competencias: CMCT, CAA
Desarrollo:

o Regla de Ruffini

- La profesora explicara en qué consiste la regla de Ruffini y remarcara los casos
en los que se puede utilizar. Aprovechara el ultimo apartado de la Actividad
15 donde se puede aplicar Ruffini con la Regla de Ruffini para identificar los
coeficientes que se obtienen y verificar que se obtiene el mismo resultado. (20
min)

- Actividad 16. (15 min)

o Teorema del resto y del factor

- Se calcular el valor numérico del apartado c de la Actividad 15. ¢ Coincide con
el resto que encontramos con la divisién y la regla de Ruffini? Se enunciardn
los teoremas. (15 min)

- Actividad 17 para casa. Se empieza a hacer en clase.

Objetivos: 5, 10, 13 Criterios: CE.1.2, CE.1.3, CE.2.3
Contenidos: 1.2, 1.6, 2.10 Competencias: CMCT, CAA
Desarrollo:

o Polinomios irreducibles y raices
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Se explicard en qué consiste la factorizacién de polinomios haciendo la
analogia con la factorizacion en primos de los nimeros naturales. También se
dard el concepto de polinomio irreducible en un anillo. (20 min)

Actividad 18. Célculo de raices. (15 min)

Factorizar sacando factor comun e identidades notables

Se hardn ejemplos en la pizarra de como se factoriza sacando factor comun e
identidades notables. (20 min)

Actividad 19. Se empieza en clase y se termina en casa

Objetivos: 9, 11, 13 Criterios: CE. 1.1, CE.1.2, CE.1.6, CE2.3
Contenidos: 1.1, 1.2, 1.6, 2.10 Competencias: CMCT, CAA
Desarrollo:

o Correccion ejercicios

La sesidn empieza tomando nota de quién no ha hecho los ejercicios. Se
preguntan las dudas que hayan surgido. Se selecciona con Classcraft alumnos
para corregir en la pizarra. (15 min)

Factorizar aplicando Ruffini

La profesora explicard y hard ejemplos en la pizarra de cémo se factoriza
aplicando la Regla de Ruffini. (20 min)

Ejercicio 19. Cluedo de polinomios. (25 min)

Ficha de repaso para el examen

Se fijard la fecha del examen y la profesora subira a Classroom una bateria de
ejercicios resueltos de los diferentes contenidos vistos para que los alumnos
puedan reforzar lo que necesiten.

Objetivos: 3, 5, 9, 10, 12, 13 Criterios: CE.1.1, CE.1.2, CE.1.3.CE.1.6, CE2.3

Contenidos: 1.1,1.2,1,6, 1.7, 2.10 | Competencias: CMCT, CAA, CSC, SIEP, CD, CCL

o

Desarrollo:

Tarea del tipo Standars Units
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- Actividad 20. “Al11 Factorising cubics” para desarrollar estrategias para la
factorizacién de funciones cubicas (1 hora)

Objetivos: 1, 5, 6, 7, 10, 13 Criterios: CE.1.2, CE.1.3, CE.1.7, CE2.3

Contenidos: 1.2, 1.6, 2.10 Competencias: CMCT, CAA, CCL, CSC

Desarrollo: Esta sesion se llevard a cabo el dia anterior al examen
o Resolver dudas y reto inicial

- La profesora preguntara quién sabria explicar el reto inicial que se propuso en
la primera sesién. Seleccionard a un alumno que tendra que explicarselo al
resto de compafieros (15 min)

- Dudas sobre el tema o sobre la relacién de ejercicios que se propuso en la

Sesion 9.

o Ejercicios de repaso y ampliacion

- Actividad 21. Ejercicios de repaso de lenguaje algebraico, operaciones con
polinomios, reconocer si un polinomio es irreducible y en caso contrario
factorizarlo.

- Actividad 22. Ampliacion. Se propondran ejercicios para aplicar la
factorizacién de polinomios en el calculo del maximo comun divisor de dos
polinomios y

Objetivos: 1,4, 5,6, 7,8, 9, 10, 13 | Criterios: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.4., CE.1.6., CE2.3

Contenidos: 1.2, 1.3, 2.10 Competencias: CLL, CMCT, SIEP

Desarrollo:

o Evaluacién de la unidad

- Se realizara una prueba escrita para valorar su el alumno ha alcanzado los
objetivos propuestos en la unidad. La prueba se realizarad de forma individual.
(1 hora)

84



CAPITULO 6.
Proyeccidn didactica

6.11. EVALUACION

La importancia de la evaluacién no reside sdlo en el hecho de otorgar una
calificacion al alumno, sino que sirve de base para identificar la evolucién del alumnado,
orienta sobre su avance y al mismo tiempo permite la toma de decisiones que ayuden a
la mejora del proceso de ensefianza-aprendizaje.

Segun lo dispuesto en la Orden de 14 de julio de 2016,

“la evaluacién del proceso de aprendizaje del alumnado serd continua, formativa,
integradora y diferenciada segln las distintas materias del curriculo” (Consejeria de
Educacion (2016), p.114)

A la hora de evaluar se tiene que tener en cuenta dos cosas, qué queremos
evaluar y cdmo lo vamos a hacer, es decir, los criterios y las herramientas de evaluacion.

En cuanto a los procedimientos, técnicas e instrumentos de evaluacion, la Orden
de 14 de julio de 2016 establece que:

“El profesorado llevard a cabo la evaluacidn, preferentemente, a través de la
observacién continuada de la evolucién del proceso de aprendizaje de cada alumno o
alumna y de su maduracion personal en relacion con los objetivos de la Educacién
Secundaria Obligatoria y las competencias clave. A tal efecto, utilizara diferentes
procedimientos, técnicas o instrumentos como pruebas, escalas de observacion,
rabricas o portfolios, entre otros, ajustados a los criterios de evaluacién y a las
caracteristicas especificas del alumnado.” (Consejeria de Educacién (2016), p.114)

6.11.1. Criterios de evaluacion
Segun el Real Decreto 1105/2014 los criterios de evaluacion:

“son el referente especifico para evaluar el aprendizaje del alumnado. Describen aquello
que se quiere valorar y que el alumnado debe lograr, tanto en conocimientos como en
competencias; responden a lo que se pretende conseguir en cada asignatura.”
(Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015, p.172)

En el apartado 3.1 Andlisis del curriculo, se vieron los criterios de evaluacién y los
estandares de aprendizaje asociados que se establecen para la asignatura de
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas de 32 de ESO.

Teniendo en cuenta el bloque de “Numeros y algebra” y el bloque primero a
partir del cual se pretende desarrollar procesos, métodos y actitudes matematicas, a
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continuacién, se muestran los criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje que
nos interesan para evaluar esta unidad didactica

UNIDAD 5- FACTORIZACION DE POLINOMIOS

CE.1.1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido para resolver
un problema.
e EA. 1.1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la
resolucién de un problema, con el rigor y la precisiéon adecuados.

CE.1.2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de problemas,
realizando los célculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.
e FEA.1.2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos,
relaciones entre los datos, contexto del problema).
e FEA.1.2.2. Valora la informacién de un enunciado y la relaciona con el nimero
de soluciones del problema.
e EA.1.2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados de los
problemas a resolver, valorando su utilidad y eficacia.
CE.1.3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones,
regularidades y leyes matemadticas, en contextos numéricos, geomeétricos,
funcionales, estadisticos y probabilisticos, valorando su utilidad para hacer
predicciones.

e EA.1.3.1. Identifica patrones, regularidades y leyes matematicas en
situaciones de cambio, en contextos numéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

e EA.1.3.2. Utiliza las leyes matematicas encontradas para realizar simulaciones
y predicciones sobre los resultados esperables, valorando su eficacia e
idoneidad.

CE.1.4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequefas variaciones en los
datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

e EA.1.4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos: revisando el proceso
de resolucién y los pasos e ideas importantes, analizando la coherencia de la
solucion o buscando otras formas de resolucidn.

e EA.1.4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los
datos, proponiendo nuevas preguntas, resolviendo otros problemas
parecidos, planteando casos particulares o mas generales de interés,

estableciendo conexiones entre el problema y la realidad.
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CE.1.6. Desarrollar procesos de matematizacién en contextos de la realidad cotidiana
(numéricos o geométricos) a partir de la identificacion de problemas en situaciones
problematicas de la realidad.

e EA1.6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de
contener problemas de interés.

e EA.1.6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo
matematico, identificando el problema o problemas matematicos que
subyacen en él y los conocimientos matematicos necesarios.

e EA.1.6.4. Interpreta la solucién matematica del problema en el contexto de la
realidad.

CE.1.7. Valorar la modelizacién matematica como un recurso para resolver problemas
de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los modelos utilizados
o construidos.
e EA.1.7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él y sus
resultados.

CE.1.8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer
matematico.
e FEA.1.8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas:
esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
e EA.1.8.2. Se plantea la resolucién de retos y problemas con la precision,
esmero e interés adecuados al nivel educativo y a la dificultad de la situacion.

CE.1.9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion de situaciones
desconocidas.

e EA.1.9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucién de problemas, de

investigacion y de matematizacion o de modelizacién, valorando las

consecuencias de las mismas y su conveniencia por su sencillez y utilidad.

CE.1.11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma auténoma,
realizando calculos numéricos o algebraicos, haciendo representaciones graficas,
recreando situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando con sentido
critico situaciones diversas que ayuden a la comprension de conceptos matematicos
o a la resolucién de problemas.
e EA.1.11.1. Selecciona herramientas tecnoldgicas adecuadas y las utiliza para la
realizacion de calculos numéricos o algebraicos cuando la dificultad de los

mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.
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CE.2.3. Utilizar el lenguaje algebraico para expresar una propiedad o relacién dada
mediante un enunciado, extrayendo la informacidn relevante y transformandola

e EA.2.3.1. Realiza operaciones con polinomios y los utiliza en ejemplos de la
vida cotidiana.

e EA.2.3.2. Conoce y utiliza las identidades notables correspondientes al
cuadrado de un binomio y una suma por diferencia, y las aplica en un
contexto adecuado.

e EA.2.3.3. Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras mediante el uso
combinado de la regla de Ruffini, identidades notables y extraccién del factor

comun.

6.11.2. Calificacién

Tras definir los criterios y los estandares de evaluacidén ahora falta establecer
como se van a evaluar, es decir, cuales son las herramientas que se van a utilizar. A
continuacién, se muestra las ponderaciones propuestas para las distintas tareas
desarrolladas por el alumnado a lo largo de la unidad:

= Prueba escrita (60%): En la ultima sesién de la unidad, la Sesién 12, se
realizara una prueba escrita individual donde se valoraran los conocimientos
adquiridos a lo largo de la unidad por el alumnado. Esta prueba se incluye en
el Anexo Il junto a su rubrica.

= Actitud y trabajo diario (20%): En esta parte se valorard que el alumno
adopte una actitud positiva en la materia y que no influya negativamente en
el aprendizaje de sus compafieros. También se valorara el trabajo y el
esfuerzo del alumno, tanto en clase como en casa. Para su evaluacion se
utilizard la rubrica reflejada en la Tabla 1 que se encuentra en el Anexo lll.

= Participacion en clase (10%): Se evaluara que el alumno se involucre y
participe en las actividades que se planteen en clase, asi como que exponga
sus dudas y se presente voluntario en la resolucion de cualquier actividad. Se
seguird la rubrica reflejada en la Tabla 2 ubicada en el Anexo lll.

= Trabajo en parejas o grupos (10%): se evaluara el papel del alumno en las
actividades con companeros. Se valorard positivamente que aporte ideas,
gue respete la de los demds y que tenga una buena actitud. Se seguira la
rubrica reflejada en la Tabla 3 ubicada en el Anexo .
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Capitulo 7. Conclusiones

En el Capitulo 2 se especificaron los objetivos que se pretendian alcanzar con la
elaboracion de este trabajo. El objetivo principal era aplicar los conocimientos
adquiridos en el master para disefiar una unidad didactica sobre factorizacién de
polinomios en 32 de ESO, para lo cual se debia describir y analizar la ensefianza y
aprendizaje de esta tematica. Dicho objetivo se desgloso en seis subobjetivos, de modo
gue la consecucién de estos implica a su vez la del objetivo principal. A continuacién, se
ird comentando qué pasos se han realizado para lograr dichos subobjetivos y se
proporcionaran las conclusiones finales extraidas en este trabajo.

Para el primer subobjetivo

O1. Poner en practica los conocimientos adquiridos en el master y aplicarlos al
estudio de la factorizacidon de polinomios en Educacidon Secundaria Obligatoria,
concretamente en el tercer curso,

las diferentes asignaturas del master cursado nos han permitido adquirir un amplio
conocimiento al respecto. Por un lado, en el médulo general, se aprendid a interpretar
la legislacidon educativa vigente y la estructura del Sistema Educativo Espaiiol, adquirir
formacidn basica sobre los fundamentos psicolégicos de los procesos de aprendizaje y
desarrollo de los adolescentes y, comprender el enfoque pedagdgico y sociolégico en la
educacion. En el médulo especifico, se amplié los conocimientos matematicos, se vio la
dimensién curricular en matematicas y las diferentes teorias de aprendizaje,
metodologias y recursos, elementos imprescindibles en la elaboracion de nuestra
unidad didactica.

El segundo subobjetivo

02. Realizar un andlisis del curriculo escolar y en qué cursos se ubican los
contenidos sobre factorizacién de polinomios

se ha alcanzado en el Capitulo 3 donde se han localizado los contenidos en 32 de ESO y
se han desarrollado a nivel estatal y autondmico.

Por otro lado,
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03. Analizar, utilizando como marco tedrico el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento e Instruccion Matematicos, la forma en que dos libros de texto, de
diferentes editoriales, abordan dichos contenidos y establecer una comparativa
entre ellos,

el EOS ha proporcionado un instrumento muy util, como son las seis entidades
primarias. También en el Capitulo 3 se obtuvieron una serie de conclusiones tras el
analisis y la comparativa. En ambos manuales se prestaba mas atencion al estudio de los
procedimientos que en la profundizacién de conceptos, asi no se llegaba a entender el
concepto de factorizacion ni de polinomio irreducible. Asi mismo no era posible
establecer relaciones con la descomposicidon en primos estudiada en cursos anteriores.
Ademas, en la mayoria de los ejercicios se trabajaba de manera mecdnica sin proponerse
situaciones de problematizacion y de aplicacion.

En cuanto a

04. Desarrollar los contenidos curriculares relacionados con la factorizacion de
polinomios en Educacién Secundaria a partir de uno de los temas que se incluyen
en el temario de oposiciones al Cuerpo de Profesores de Secundaria,

el Capitulo 4 nos ha permitido profundizar y establecer los significados institucionales
de referencia en esta temdtica, poniendo de manifiesto las relaciones entre primo e
irreducible y la unidad en la factorizacién, asi como ha surgido el concepto de asociado
relacionado con la unicidad de irreducibles, maximo comun divisor, etc.

Para alcanzar

05. Analizar varias investigaciones en Didactica de las Matemadticas sobre el
anillo de polinomios e identificar los problemas relativos a la ensefanza vy
aprendizaje de esta tematica,

en el Capitulo 5 se seleccionaron investigaciones relacionadas con el anillo de
polinomios, se realzaron las partes mas importantes de dichos articulos y se extrajeron
una serie de conclusiones. En cuanto al analisis de manuales, del primer articulo se vio
gue la ausencia de demostraciones supone conflictos semidticos y una ensefianza que
puede dar lugar a conflictos y errores en el aprendizaje, mas accesible o comoda.
También se puso de manifiesto que el profesor debe tomar conciencia de la tendencia
a lo procedimental y la particularizacidn, frente a los procesos de generalizacion que son
inherentes al estudio del dlgebra y la matematica, en general.
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En el segundo articulo se observd que cuando en un proceso didactico se
recupera una técnica aprendida anteriormente para utilizarla en una nueva se hace de
manera rigida, aunque en la ensefanza universitaria se disponga de los elementos
tecnoldgicos para flexibilizarla. Ademas, el tipo de tareas matematicas que aparecen en
la ensefianza secundaria en torno al calculo de raices de un polinomio aparece como
tareas puntuales, aisladas y rigidas. Asi, se llegd a la conclusidon de que las actividades
deben suscitar un buen cuestionamiento y que el trabajo de la técnica debe ser un
trabajo “creativo”, productor de nuevas tareas que necesiten de nuevas tecnologias y
técnicas.

Por ultimo, en relacion con

06. Planificar, desarrollar y evaluar el proceso de ensefanza y aprendizaje
durante el disefio de la unidad didactica la factorizacién de polinomios en el
tercer curso de Educacion Secundaria,

en el Capitulo 6 se ha recogido todas las conclusiones de los capitulos anteriores y se ha
propuesto una unidad didactica con actividades que resulten mas llamativas y amenas,
a la vez que generen cuestionamientos y permitan flexibilizar la técnica, haciendo
hincapié en la profundizacién de los conceptos para que el alumno entienda que hace
mas alld de la realizacidn de un simple proceso mecanico y atendiendo siempre a
diferentes metodologias que enriquezcan el aprendizaje.

Tras la realizacion de esta memoria, la cual es la culminacidn del master, podria
realizar un balance positivo de todas las herramientas adquiridas. Me he dado cuenta
de que hay muchas cosas que se dan por sabidas cuando se comienza el estudio de Ia
factorizacién de polinomios y de que no nos debemos quedar en lo procedimental, sino
qgue el docente debe ahondar en los conceptos para que los alumnos entiendan lo que
se estd haciendo. También he comprendido que la ensefianza de las Matematicas
requiere de una solida formacion en Didactica, ya que el proceso de ensefianza y
aprendizaje es algo complejo. Asi el docente debe estar en constante formacién para
poder transmitirle a sus alumnos, de la manera mas adecuada posible, que las
matematicas forman parte de nuestro dia a dia y de la belleza que llevan consigo.
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ANEXO I. Generalidades de
factorizacion en anillos

Para abordar el estudio del anillo de los polinomios y de su factorizacidn, que es
el tema principal en el que se centra este trabajo, antes tenemos que ver algunas
nociones de anillos en general.

Definicion 1. Sea A un conjunto no vacio y sean (+) y (:), suma y producto
respectivamente, dos operaciones internas definidas sobre A. Se dice que A tiene
estructura de anillo respecto a las operaciones (+) y (+), o bien que (A, +, -) es un anillo si
y solo si:

i) (A,+) esun grupo abeliano
i.1. La suma es asociativa, Va,b,c € A,(a+b)+c=a+ (b +c)
i.2. Existe elemento neutro,30 € A/a+0=a=04+a,Va € A
i.3. Existe elemento simétrico, Va € A,3b € A/a+b=0=b+a
i.4. La suma es conmutativa,Va,b € A,a+b=b+a

i) (A, ) verifica que
ii.1. El producto es asociativo, Va,b,c € A,(a-b) -c=a-(b-¢)

iii) Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto de la suma,
Va,b,c€A,a-(b+c)=a-b+a-c

Definicion 2. Sea (4, +,-) un anillo. Un anillo es unitario si existe elemento neutro para
el producto, es decir,Va € 4,31, € A/a-1, =14 =a.
Lo notaremos (4, +,, 1,).

Definicién 3. Sea (4,+,) un anillo. Un anillo es conmutativo si el producto es
conmutativo, es decir,Va,b € A,a-b = b -a.

Si un anillo es conmutativo y ademas tiene elemento neutro para el producto lo
llamaremos anillo conmutativo unitario.

Definicidn 4. Sea A un anillo. Un elemento a € A se llama una unidad de A si existe
u € Atalquea-u=14Ayu-a = 1A.
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El conjunto de las unidades de A se denotara U(A) que tiene estructura de grupo
con la operacién producto. Cuando el grupo de unidades es lo mayor posible, y el anillo
es conmutativo y no trivial, tenemos un cuerpo.

Definicién 5. Un anillo conmutativo no trivial A es un cuerpo si U(A) = A\{0}.

Definicidn 6. Sea a € A,a+0. Se dice que a es divisor de cero, si 3b € A, b#0 /
a-b=0.

Para el estudio de la divisibilidad comenzamos desde el dominio mas general,
dominio de integridad, y estableciendo definiciones y proposiciones de la forma mas
genérica, para después ir restringiendo a otros dominios y ver que cambios se producen.

Definicién 7. Por un dominio de integridad, DI, entendemos un anillo conmutativo no
trivial sin divisores de cero, es decir, siab = 0 paraa,b € A, entoncesa=00b = 0.

A partir de ahora denotaremos por D a un dominio de integridad.

Definicion 8. Sea A un anillo. Un subconjunto I < A se llama subanillo si | con las
operaciones del anillo es de nuevo un anillo.

Proposicién 1. Cada subanillo de un dominio de integridad es dominio de integridad.

Definicién 9. Sea A un anillo. Un subconjunto | de A es un ideal de A si:

i) (I,+) es un subgrupo de (4, +).
i) paratodoa € Ay x € [severificaquea-x€ [yx-a€ I.

Los ideales generados por un unico elemento del anillo, < r > se llaman ideales
principales. Es decir, todo elemento x € I se puede escribir como x = sr.

Definicion 10. Un dominio de integridad es dominio de ideales principales o DIP de
manera abreviada, si todo ideal | del anillo es principal.

- Ejemplos.
1. (Z,+,") es un anillo conmutativo, dominio de integridad, pero no cuerpo.
2. Zy es un anillo conmutativo, pero, en general, no es DI. Si n es primo sera un DI.
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Zp es cuerpo, con p primo

(Q,+,), (R, +,)y(C, +,-) son cuerpos.

Los ideales generados por 2, < 2 >, son los multiplos de 2.
Z es un DIP.

U(Z)=+1,-1,U(Q =Q—-0,U(Z,) ={a;(a,n) =1}

N o vk Ww

Definicion 11. Sea a,b € D. Decimos que a divide a b, a es divisor de b o que b es
multiplo de a y lo denotamos a|b, sidc € Dtalquea-c =b.

Sia|b pero b { a entonces decimos que a es un factor propio de b.

Proposicién 2. Dados a, b € D, las siguientes condiciones son equivalentes.

i) albybla
ii) Existeu € U(D)talquea =ub
i) <a>=<b>

Definicion 12. Dos elementos a, b € D, se dicen asociados si satisfacen cualesquiera de
las condiciones equivalentes de la proposicion anterior. Usaremos la notacién a ~ b.

Definicién 13. Un elemento a de D se dird irreducible si a=0 y azU (D) es un elemento
irreducible sia = bc, con b,c € D, se tiene que o bienb € U(D), o bienc € U(D).

Definicidn 14. Se dice que p € D, p=0y p U(D) es primo si p|ab entonces p|a o bien
p|b.

Proposicidén 3. Si un elemento es irreducible entonces sus asociados son irreducibles.

Proposicién 4. Si p€ D, p=0 y p es primo entonces p es irreducible.

El reciproco de la proposicién anterior no siempre es cierto. Por ejemplo, en Z [V—5], 3
es irreducible pero no primo, yaque 9 = (2+VvV—5)(2—-+v—-5)y 3|9 peronoa (2 +
v=5)nia (2 —v-5).

Definicion 15. Dados a,b € D un elemento d € D se dice que es un maximo comun
divisor de a y b si verifica:
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i) dlayd|b
i) sic €D talquec|ayc|bentonces c|d.

Sidyd sonmcddeaybentoncesd ~ d’. Por tanto, el maximo comun divisor es Unico
salvo asociados.

Al maximo comun divisor de a y b lo notamos (a, b).

En un DI cualquiera puede que dos elementos no tengan m.c.d. En D = Z [V—5] no

existe ( 6,2(1 ++v=5))

Definicién 16. Si a,b € D tal que (a,b) = 1 (unidad), se dice que a y b son primos
relativos.

Definicion 17. Sea a,b € D. Un elemento m € D se dice que es un minimo comun
multiplode ay b, [a, b], si:

i) almyb|lm
ii) sic € D tal que a|cy b|c entonces m|c.

El m. c.m es Unico salvo asociados y no tiene por que existir siempre.

Proposicién 5. Sea D un DI y sean a,b € D tal que a,b#0. Entonces
(a,b)[a,b] = ab

Que proporciona un método para calcular el maximo comun divisor a través del minimo
comun multiplo.

Definicién 18. Un DI es un dominio de factorizacidn tnica, DFU, si todo elemento que

no es una unidad ni nulo tiene una Unica factorizacion en elementos irreducibles.

Proposicién 6. En un DFU existe maximo comun divisor y minimo comun multiplo y
ademas se tiene que un elemento es primo si y solo si es irreducible

Teorema 1. Todo DIP es un DFU

Definicién 19. Un dominio de integridad es dominio euclideo, DE, si existe una aplicacién
llamada funcioén euclidea, §: D — {0} — N, que verifica:
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8(ab) = 6(a)6(b) va,b € D — {0}
Va,b € Asib# 0,3 q,r € Atalquea = bq +r, donde 8(r) < 8(b) or=20

Teorema 2. Si D es DE, entonces todo ideal de D es principal.

Corolario 1. Si D es DE. Entonces existe m.c.d de cada par de elementos y ademas si
d =m.c.d(a,b) existen u,v € D tales que d = ua + vb. La expresién anterior se
llama Identidad de Bezout.

Teorema 3.Si D es un DE es un DFU.

Las implicaciones existentes entre los diferentes dominios podemos verla en la
siguiente figura (Orddfiez, 2018, p.66), no verificdndose el reciproco en cada
implicacion.

Figura 1. Implicaciones entre dominios

Proposicién 7. Sean a, b, q,r € A- {0} talesque a = bq + r. Entonces:

(a,b) = (b,1).
Teorema 4. Algoritmo de Euclides.
Seana,b € A- {0}
a=bq +ry; 0<r; < |b]
b = T'1q2 + 7'2; rz < Tl
T'l = T2q3 + T'3; 7"3 < rz

Tn2 = Tno1qn + Tas Th < Tho1

Th-1 = Thn+15
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Entonces:
e Sir; = 0, entonces b es divisor de a y, obviamente, m.c.d(a,b) = b.
e En otro caso, el maximo comun divisor de a y b es el ultimo resto no nulo 7;, , pues

m-C-d(a;b) = m.c.d(b,rl) == (Tn—lrrn) =T

El algoritmo que acabamos de describir queda reflejado en la figura 2.

Cocientes 9| %@ |9 Gn-1| Gn Gn+1
a b/‘ rl/v T | v | Thoz r“_}v n, =m.c.d(a,b)
Restos n +T, 13 m- 0

Figura 2. Regla practica para calcular el m.c.d

- Ejemplos
. EnZ, 2y -2 son asociados.

2. Z esun DFU.

3. Z[V-5]noesDFU ya que por ejemplo 6 tiene dos factorizaciones enirreducibles
diferentes, 6 =2 -3y 6 = (1 ++v/=5)(1—+v-5).

4. En Z los irreducibles son los numeros primos. En Z los primos son p y —p. Por
ejemplo, 2 y —2 son primos por ser 1y —1 las unidades de Z.
En el anillo de polinomios todos los asociados a ese elemento son irreducibles.
Z es un DE con la funcién euclidea valor absoluto. En el anillo de los polinomios
sera el grado.
Z [vn] esun DE paran = —1,—-2,—2, 3.
Para calcular el m.c.d(1887,984) en Z aplicamos el Algoritmo de Euclides.

1 1 11 6 1 3
1887 984 903 81 12 9 3
903 81 12 9 3 0

Como sabemos, el maximo comun divisor es el ultimo resto distinto de cero, por
tanto, m.c.d(1887,984) = 3. Para calcular el minimo comun multiplo de 1887 y 984
aplicamos el Teorema 5.

(a,b)[a,b] = ab = 3[a,b] = 1887 - 984

Por tanto, [a, b] = 618936.
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Actividad 1. Investigacion historica

= QObjetivo: investigar sobre la historia de las matematicas
= Tipo: MOT, TIC

=  Modalidad: grupos de 4 personas

= Materiales: ordenadores o tablets

Buscar en internet, en grupos de cuatro personas, informacion sobre el matematico
que se os asigne.

En grupos de 4 personas los alumnos deben buscar en internet informacion
sobre el matematico que les ha asignado la profesora (Euclides, Diofanto, Al- khwarizmi,
Tartaglia, Cardano, Ruffini y Noether), indagando en sus aportaciones al dlgebra. Se les
pedird que elaboren un pequefio resumen y que después cada grupo ponga en comun
con el resto lo que han averiguado. La idea es elaborar un pdster con esa informacion
sobre la evolucion del dlgebra a lo largo de Ila historia.

Actividad 2. Matemagia. Reto inicial

= Objetivo: captar la atencién de los alumnos y motivar la unidad
=  Tipo: INT, MOT

= Modalidad: toda la clase

= Materiales: ninguno

“Pensad un nimero cualquiera y multiplicadlo por 3. Al resultado sumadle 8, y a
continuacion sumadle el nimero que habéis pensado al inicio. Dividid el valor que
habéis obtenido entre dos, restadle 4 al resultado y volved a dividir entre 2.”

¢Cual es el resultado que habéis obtenido?”

La profesora leerd poco a poco el enunciado anterior y le propondra a toda la
clase que sigan sus instrucciones. Al final cada alumno obtendra el nimero que habia

pensado inicialmente. La profesora incitard a la reflexion sobre lo que ha ocurrido.

Posibles preguntas de la profesora

- ¢Qué ocurre al repetir los mismos pasos para diferentes nimeros?
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- ¢Por qué sucede siempre lo mismo?

La profesora dejard planteado el reto y les dird que a lo largo del tema se verdn las
herramientas necesarias para responder la ultima pregunta.

Actividad 3. ¢Quién tiene...? Yo tengo...

= Objetivo: recordar el pasaje de lenguaje coloquial a lenguaje algebraico y tener
una leve idea sobre el nivel inicial del alumnado

=  Tipo: INT, MOT, DIG

=  Modalidad: grupos de 6 personas aproximadamente

=  Materiales: tarjetas del juego

Para esta actividad la profesora debera hacer tarjetas como las que se muestran
a continuacién. Dividird la clase en grupos pequefios y les repartirdn las tarjetas. El
primer alumno cogera una tarjeta y leerd el enunciado de ¢Quién tiene...? El resto de
alumnos deberan mirar sus tarjetas para ver si ese enunciado se corresponde con alguna
expresion de Yo tengo... A continuacion, serda su turno de pregunta ¢Quién tiene...?

Durante el desarrollo de la actividad puede que varios alumnos crean que su
expresion es la correcta. Esto llevard al grupo a consensuar cudl es la expresion correcta.

Mientras tanto la profesora estard pendiente de los diferentes grupos,
observando el nivel de los alumnos y resolviendo las posibles dudas que vayan
surgiendo, teniendo en cuenta que esta es una de las partes que mas suele costar al

alumnado.
Yo tengo Yo tengo
X x+y
éQuién tiene? éQuién tiene?
La suma de dos numeros diferentes La diferencia de dos numeros diferentes
Yo tengo Yo tengo
xX—y x3
éQuién tiene? éQuién tiene?
El cubo de un nimero El doble de la diferencia de dos numeros
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Yo tengo Yo tengo
2(x-y) (x +y)?
éQuién tiene? éQuién tiene?
El cuadrado de la suma de dos numeros La suma de los cuadrados de dos
numeros
Yo tengo Yo tengo
x% + y? x/5
¢Quién tiene? ¢Quién tiene?
La quinta parte de un nimero Un ndmero disminuido en cuatro
Yo tengo Yo tengo
x—4 2x+6
¢Quién tiene? ¢Quién tiene?
El doble de un nimero incrementado en La suma de dos numeros consecutivos
seis
Yo tengo Yo tengo
x+(x+1) x?
é¢Quién tiene? ¢Quién tiene?
El area de un cuadrado cuyo lado es x Un nimero cualquiera

Actividad 4

= QObjetivo: recordar lo aprendido sobre monomios del curso anterior
= Tipo: DES

® Modalidad: individualmente

= Materiales: libro (Anaya, p.101)

En cada uno de los siguientes monomios, indica el coeficiente, la parte literal, el grado

‘. 1, . .
y suvalor numéricoparax =2ey = 3 éCuales son semejantes?

a) —5xy c) (xy)?
b) (~72)° d) =2
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Actividad 5

= QObjetivo: introducir el concepto de polinomio para después formalizarlo
= Tipo: AP

=  Modalidad: en parejas

= Materiales: enunciado de la actividad

Los alumnos de 3 de eso se van de excursidon y para conseguir dinero van a vender
colonias. Ana ha recaudado el doble que Tomas; Sara dos veces mas que el cuadrado
de lo que recaudo Tomas y Nuria el cubo de los que recaudé Sara.

¢Como se puede expresar lo recaudado por los cuatro amigos?

Se espera que para resolver la actividad los alumnos vayan escribiendo el dinero
recaudado por cada persona en funcién del dinero recaudado por Tomads, que al no
conocerlo lo designaran por una letra (variable). Para obtener la suma total deberan
sumar todas las cantidades y agrupar los términos semejantes hasta obtener un
polinomio.

Posibles preguntas de la profesora

- ¢Cudl es la variable del problema?
- ¢Qué representa cada término?
- ¢Yla expresion completa?

A partir del problema se institucionalizara la definicién de polinomio.
Actividad 6

= Objetivo: reconocer qué es un polinomio y qué no
= Tipo: DES

=  Modalidad: con el compafiero de banco

= Materiales: copiar expresiones de la pizarra

De las siguientes expresiones decir cudles son polinomios. Justifica tu respuesta.
s*-3s3

S

dt—t2+5

1
a) t4—2t3—5t—1
x*-3
x2

b)
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De acuerdo a la definicién de polinomio dada a partir del ejercicio anterior, los
alumnos deben encontrar expresiones que no cumplan con dicha definicién al encontrar
variables elevadas a exponente negativos.

Posibles preguntas de la profesora

- ¢Por qué algunas expresiones no son polinomios?
- ¢Qué condiciones debe cumplir una expresion para ser un polinomio?

A partir de los polinomios de la Actividad 5 formalizar las definiciones de grado,
coeficiente principal y término independiente

Posibles preguntas de la profesora

- ¢Cudl es el mayor exponente de las variables?

- ¢Cual es el coeficiente de ese término?

- ¢Hay algun término con exponente 0?

- ¢Cual es el coeficiente del término de exponente cero?

Después con las expresiones que son polinomios se calculard el valor numérico
para varios valores, entre ellos alguna raiz.

Actividad 7

= QObjetivo: Afianzar la definicién de polinomio, grado, coeficiente principal,
término independiente, valor numérico y raiz.

= Tipo: CON

= Modalidad: individualmente en casa

= Materiales: ficha

1. Indica cual de las siguientes expresiones algebraicas son polinomios y justifica
tu respuesta. En las que sean polinomios indicar el grado, el coeficiente
lider/principal, el termino independiente y su valor numérico para x=2. ¢Es 2
raiz de algun polinomio?

a) 2x3 —x%2 - x
b) x2+3x—10
c) x—5x1+3
d x+3—2x3

e) %x3+x—4
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2. Calcular el valor numérico del polinomio P(x) = x? — 5x + 6 para los valores
x=1, x=2y x = 3. ¢Alguno de ellos es raiz del polinomio? Justifica tu
respuesta

Actividad 8

= Objetivo: introducir suma de polinomios
= Tipo: CON

=  Modalidad: individualmente en

= Materiales: libro (Anaya pagina 89)

Efectua las siguientes sumas de monomios:
a) 5x+3x>—11x+8x—x% +7x
b) 6x%y —13x%y + 3x%y — x%y
c) 3yz3+y3z— 223y +5zy3

Actividad 9

= Objetivo: practicar suma y producto de polinomios
= Tipo: AP, CON

=  Modalidad: en pareja

= Materiales: ficha

Consideramos el siguiente rectangulo de lados p(x) y q(x).

qx) =2x%2+1

p(x) =3x>+x*—x+3

a) Calcular el perimetro del rectangulo.
b) ¢Cuanto mediran las longitudes si x=1?
c) éCuanto vale el perimetro para x=1?
d) Calcula el area del rectangulo.
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La profesora ira preguntando para que los alumnos reflexionen sobre que ocurre
con el grado de los polinomios iniciales y el producto, con los coeficientes principales de
los polinomios iniciales y el producto y, con el término independiente.

Actividad 10

= Objetivo: practicar suma y producto de polinomios
= Tipo: CON

=  Modalidad: individuales en casa

= Materiales: libro (Anaya p.101)

Considera los polinomios y halla: A+ B;A—C;A—B+C;B - C

A=3x3-5x2+x—-1
B=2x*+x3-2x+4
C=-x3+3x*-7x

Actividad 11

= Objetivo: practicar suma y producto de polinomios. Ampliacién
= Tipo: CON, AM

=  Modalidad: en parejas

= Materiales: ficha

Refuerzo y consolidacion

1. Completa los huecos para que se verifique la operacion

x2 +5 2x%  +2x

+ —

—2x 43 2x? —-15

2. Dados los polinomios p(x) =2x*—-3x+1 y Q(x) = x+3, calcula

—P(x) + P(x)-Q(x) — 3Q(x).
3. Averigua el valorde k paraque: 3x—5)-(x — k) =3x>+x—10
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Ampliacion

1. Hallar: p(x) — q(x) y —p(x) + q(x). éQué relacion hay entre ellos?
2. ¢Cuantos numeros de dos cifras cumplen que sumando sus dos cifras mas el
producto de estas dos nos da el nimero inicial? Justifica tu respuesta.

Por parejas se comenzard a hacer los ejercicios de la ficha que la profesora les
reparta, segun sea de refuerzo o de ampliacion. La profesora ira resolviendo las dudas
gue surjan y ofrecera apoyo a aquellos alumnos que mas lo necesiten.

Actividad 12

= QObjetivo: que los alumnos construyan la definicion del cuadrado de la suma
desde un punto de vista geométrico, basandose en la investigacién y la
manipulacion de formas geométricas

= Tipo: IBL, MOT

=  Modalidad: en parejas

=  Materiales: fotocopia de la figura 1, tijeras

Figura 3. Ficha actividad 12
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Antes de empezar la actividad se les dira que lo que se pretende es que con esas
figuras formen un cuadrado y que cuando lo consigan relacionen el drea de ese cuadrado
con el de las figuras que lo forman. Es decir, al area del cuadrado que han formado es
(a+b) - (a+ b)yasuveztambién es la suma de las dreas de los cuadrilateros que lo
forman. El drea de cada rectangulo es ab, el del cuadrado amarillo b? y el del cuadrado
azul a?, es decir, a® + b% + 2ab.

Al final los alumnos deberian de haber sido capaces de obtener la férmula del
cuadrado de la suma, (a + b)? = a® + b* + 2ab

La profesora servira de apoyo en todo momento. Ird paseando por la clase dando
indicaciones a las parejas que se encuentren mas perdidas, pero siempre interviniendo
lo menos posible, para que sean los alumnos los que lleguen a la solucidn.

Una vez que se ha establecido la relacion, se comenta entre todos la actividad y
se puede explicar que en las matematicas griegas se utilizaban figuras geométricas para
justificar ciertas igualdades algebraicas del tipo de la anterior. También se puede animar
a los alumnos a establecer de la misma forma la diferencia de cuadrados.

atb

at+b

(a + b)?> = a®+ b? + 2ab
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Actividad 13

= QObjetivo: practicar identidades notables
= Tipo: CON

=  Modalidad: individuales en casa

= Materiales: libro (Anaya p.102)

Desarrolla las siguientes identidades notables

a)(x + 6)? c) (x + %)Z
b)(7 — x)? dx+7)x-7)
Actividad 14

= Objetivo: practicar identidades notables
= Tipo: CON

=  Modalidad: individuales en casa

= Materiales: libro (Anaya p.102)

Reconoce las identidades notables y transférmalas en producto

a) 49x* — 16 c) Ix*+12x+4
b) x* — 18x + 81 d) 25 — 100y?
Actividad 15

= Objetivo: practicar divisiéon de polinomios
= Tipo: CON

= Modalidad: individuales en clase

= Materiales: libro (Anaya p.103)

Realizar las siguientes divisiones identificando el cociente y el resto. Expresa el
dividendo en funcion del divisor, el cociente y el resto

a) 523 +3x*-2x+4):(x*+x—-1)

b)(—x* + 6x% — 4) : (x* — 2x)
c)(x* —5x+6): (x—2)
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Cuando se corrijan los aparatados la profesora hara hincapié en si algin resto es
ceroy en qué significa eso. Se afianzara el concepto de cuando un polinomio es divisible

por otro.
Actividad 16

= Objetivo: aplicar Ruffini

= Tipo: AP

=  Modalidad: individuales en clase
= Materiales: libro (Anaya p.96)

¢En qué casos el dividendo es divisible por el divisor?

a) Bx*—2x3+2x*—x-6):(x—2)
b) (x3—x*>+2x-8):(x+2)

Actividad 17

= Objetivo: aplicar el Teorema del resto y el factor
= Tipo: CON

=  Modalidad: individuales en clase/casa

= Materiales: ficha

1. Verifica el resultado obtenido en el ejercicio 16 aplicando el Teorema del resto
2. Sin realizar la divisién justifica si el polinomio p(x) = 3x3 + 8x% — 9x + 28
tiene como factora (x + 4)

Actividad 18

= Objetivo: calcular las raices de un polinomio
= Tipo: AP

=  Modalidad: por parejas

=  Materiales: pizarra

Calcula las raices de los siguientes polinomios:

a) x* c)x3—13x+12
b) x3—8x*+21x—-18 d)x>*+x—-6
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Tras corregir el ejercicio la profesora preguntara de que tipo son las raices que
se han obtenido, ya que todos tienen raices enteras. Tras esto mostrara algin ejemplo
de polinomios que tengan raices racionales o reales, por ejemplo, 2x — 1, para que los
alumnos entiendan que un polinomio puede no tener raices enteras y si de otro tipo.

Actividad 18

= QObjetivo: factorizar polinomios
= Tipo: AP, CON

=  Modalidad: individuales

= Materiales: pizarra

Factoriza los siguientes polinomios sacando factor comun y utilizando identidades

notables.
a) p(x) =3x3 — 6x* + 12x c)p(x) = 4x* — 24x + 36
b) p(x) = 4x* + 6x? d)p(x) =9x* +6x+1

Actividad 19. Cluedo de polinomios

= Objetivo: consolidar la factorizacidon de polinomios
= Tipo: CON

=  Modalidad: por parejas

= Materiales: ficha

Resuelve los siguientes polinomios para averiguar dénde esta secuestrada la profe
de matematicas y quién es su secuestrados.

Esta actividad esta inspirada en la idea original de “Who killed Mr.Quad”

recuperada de http://rmrd4edu.com/.

La profesora les entregara una ficha como la de la pagina siguiente a los alumnos.
Conforme vayan calculando la factorizacion y las raices de cada polinomio los alumnos
irdn descartando sospechosos y de lugares. El objetivo de esta actividad es que los
alumnos trabajen la factorizacion de polinomios de una manera mas llamativa, como un
juego y que identifiquen la relacion que existe entre las raices de un polinomio y su
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factorizacién. Mientras que los niflos trabajan la profesora ird resolviendo las posibles
dudas que vayan surgiendo y reforzando a aquellos alumnos que mas lo necesiten.

El secuestro de la profe de matemadticas

iNecesitamos ayuda! Vuestra profe de matematicas ha desaparecido misteriosamente. Nadie
sabe donde esta y el siguiente mensaje fue el ultimo que nos envio:
“Ayuda. Factorizad”

Instrucciones: Sospechosos

Para encontrar al secuestrador y su escondite *  Profedelengua {2,—2,—-3}
tenéis que factorizar los siguientes *  Profe de inglés {1, -2}
polinomios. e Profe historia {1,—1, -2}

e Director {2,—2}
Los sospechosos tienen asociadas las raices e Conserje {—2,—1,+1}
de los polinomios y el lugar, su factorizacion.

Lugar

Sélo un sospechoso y un lugar tienen unas
raices y una factorizacién que no corresponde e  Cafeteria

a ningun polinomio. jEse es el secuestrador y
su escondite!

Cuidado con los cdlculos y las raices dobles

B 4+2x*—x-2

x3 +3x* —4x—12
x*+3x3+x%2-3x-2
x*—16

AR WNR

2+ (x-2)(x+2)
e  Biblioteca
x—Dx+Dx+2)
* laboratorio
(x—Dx+1D2(x+2)
* Invernadero
x—Dx+Dx—-2)
e Aula de tecnologia
(x—2)(x+2)(x+3)

éQuién es el secuestrador?

é¢Donde estd secuestrada?

Figura 4. Ficha Actividad 19
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Actividad 20

= QObjetivo: consolidar la factorizacién de polinomios
= Tipo: IN, AP

=  Modalidad: por parejas

= Materiales: ficha

A continuacidn, se muestra una explicacion detallada de la actividad.

o Tarea que propondria a los alumnos

La tarea que vamos a desarrollar en este trabajo es una tarea de aprendizaje a
través del didlogo y la discusiéon (Standards Units). La escogida es “A11 Factorising
cubics”, con la que se pretende afianzar la factorizaciéon de polinomios de grado 3,
reforzar el concepto de raiz y explorar las representaciones graficas de funciones
cubicas.

Los alumnos no tendrian un enunciado de la tarea como tal, sino que la clase la
ird dirigiendo la profesora escribiendo los polinomios en la pizarra y pidiéndoles que
calculen sus raices, sus factorizaciones y sus representaciones. La tarea que se plantea
busca el didlogo y la discusidon entre los alumnos que sera moderado por la profesora en
el trascurso de la tarea. La actividad se puede diferenciar en tres etapas:

* Enlaprimera etapa se les pedira calcular las raices y la factorizacién del polinomio
p(x) = x> — 5x + 6. (Dependiendo de cémo se enteren los alumnos y del
tiempo se pedird lo mismo con otros polinomios)

= En la segunda etapa los alumnos dispondran de las cartas de juego A que se
muestran en la Figura 7, y se les pedira que seleccionen las tarjetas de los factores
del polinomio p(x) = x3 — 2x%? — 5x + 6. Después atendiendo a esos factores
se les pedird esbozar su grafica. (Se hard lo mismo con otros ejemplos de
polinomios de grado 3)

= En la tercera etapa los alumnos dispondran de las cartas de juego B que se
muestran en las Figuras 8y 9, y tendrdn que decidir si son verdaderas o falsas.

o Posibles soluciones a la tarea

Etapa 1. Repaso funciones grado 2

Para calcular las soluciones del polinomio p(x) = x? — 5x + 6 aplicando la

—(-5)+y/(-5)2-4-16

™ . Las soluciones de la

formula de segundo grado tenemos que x =

ecuacionson x = 3y x = 2.
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También les pedimos que lo resuelvan aplicando Ruffini

1 -5 6
2 2 -6
1 -3 0
3
1

Por tanto, las raicessonx = 2yx = 3y p(x) = (x — 2)(x — 3).
Etapa 2.

En la pizarra escribimos el polinomio p(x) = x3 — 2x% — 5x + 6 y les pedimos
a cada pareja que encuentren todos los factores posibles de las tarjetas. Las raices de
este polinomio los alumnos las pueden obtener de varias maneras. Pueden ir probando
a evaluar el polinomio entre los divisores del término independiente, es decir,
+1,+2,43, 6.

p(1) =(1)%-2(1)*-5(1)+6=0
p(—-1) = (-1)* - 2(-1)?-5(-1)+6 #0
p(2) = (2)}-2(2)*-5(2)+6#0
p(=2) = (-2’ -2(-2)*-5(-2)+6=0
p(3) =(3)°-2(3)*-53)+6=0

Como el polinomio es de grado 3 tendra como maximo 3 raices. Sus raices son
1,-2.3 y la factorizacién seria p(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3).

También pueden calcular las raices aplicando Ruffini.

1 -2 -5 6
1 1 -1 -6
1 -1 -6 0
-2 -2
1 -3
3
1 0
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Por tanto, p(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3).

Los alumnos también podrian hacer una vez Ruffini y el cociente que queda, que
es de segundo grado, factorizarlo utilizando la ecuacién de segundo grado. Es decir,

p(x) = (x = D(x* —x — 6).

Para esbozar la grafica lo Unico que se tendra en cuenta es que los puntos E=
(2,0), F=(1,0), G=(3,0) y H=(0,6) sean los que se ven en la figura 5, ya que son los puntos
de corte con el eje X e Y, respectivamente.

-2

Figura 5. Graficade p(x) = x3 — 2x2 —5x + 6

Etapa 3. Decidir si las cartas B son verdaderas o falsas

e AlesfalsoyA2verdadero. Si f(2) = 0 entonces (x — 2) es factor de f(x).

e Blesverdaderoy B2 es falso. Si f(—3) = 0 entonces (x + 3) es factor de f(x).

e (1l esfalsoy C2 verdadero. Si f(4) = 7 entonces (x — 4) no es factor de f(x),
ya que si lo fuera tendria que ocurrir que f(4) = 0.

e D1 es falso y D2 verdadero. La grafica corta al eje X en un valor negativo y dos
positivos, por tanto, tiene dos raices positivas y una negativa, y la grafica que se
corresponde con eso es la D2.

e Eles verdadero y E2 falso. El término independiente de f(x) es —3, por tanto,
la funcidén pasa por el punto (0, —3).
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e Flesfalsoy F2verdadero. Para ver si es factor evaluamos la funcién en 3.
EnFl, f(3)=33-32-3-3—2#0.EnF2, f(3)=33+32-3-3+2=0.

e G1 es falsoy G2 verdadero. En G1, si la funcién se anula en 1,3 y 4 esas son las
raices, es decir, la factorizacion es f(x)=(x—1)(x—3)(x—4). Al
multiplicarlos el termino independiente seria -12, es decir, f(0) = —12. En G2,
la funcidén se anula en 1,3 y -4 esas son las raices, es decir, la factorizacién es
f(x) =(x—1)(x—3)(x+4). Al multiplicarlos el termino independiente es
12 y por tanto f(0) = 12.

e H1 es falso y H2 verdadero. Tenemos que f(x)=x3—6x%>—x+6, si
calculamos f(3) es una mala idea porque al evaluar el polinomio x3 se anula con
—6x%yyaseveque —3+ 6 % 0.

o Gestion en el aula

Al principio de la clase la profesora informa a los alumnos de que se va a hacer
una actividad sobre factorizacidn de polinomios, que se va a trabajar en una parte en
parejas y que se va a ir comentando y discutiendo entre todos los resultados.

Etapa 1

Se empieza con ejemplos de funciones cuadraticas. Se escribe en la pizarra el
polinomio p(x) = x2 — 5x + 6. Se les pide a los alumnos que calculen las raices de ese
polinomio resolviendo la ecuacién x? — 5x + 6 = 0. También se les pide que factoricen
el polinomio con la regla de Ruffini. Se les deja unos minutos para que trabajen y cuando
tengan las soluciones la profesora las escribe en la pizarra. Los valores obtenidos por los
dos métodos tienen que ser los mismos. Si alguna pareja no ha calculado correctamente
los valores, se pide que expliquen cémo han llegado a ese resultado y después se le
pregunta al resto del grupo donde estd el fallo y cémo se haria correctamente.

Una vez que tenemos las soluciones, con Geogebra la profesora representa la
funcion cuadratica y se les pide a los alumnos que expresen la relacidon que hay entre las
soluciones que han calculado y lo que ven en la pizarra digital. Asi los alumnos observan
gue los puntos de corte con el eje OX son las raices de la funcion, es decir, si evaluamos
el polinomio en los valores obtenidos vale 0. También se les pregunta qué representa el
término independiente 6, que es el corte con el eje y, es decir, p(0) = 6.
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o

S

w

o

Figura 6. Graficade p(x) = x2 —5x+ 6

Etapa 2.

Se le entrega a cada pareja las cartas A-Factores (Standards Units A11, p.5-6).

En la pizarra se escribe el polinomio de grado 3, p(x) = x3 — 2x2 —5x + 6 y se
les pide a los alumnos que encuentren todos los factores posibles utilizando las tarjetas,
los cortes con el eje x y el eje y. Una vez que los han encontrado, la profesora puede ir
cogiendo algunas cartas y preguntar si esos factores son interesantes o no y por qué.
Una vez que los alumnos hayan elegidos los factores que creen que se corresponden
con el polinomio inicial se van apuntando todos en la pizarra. Habrd muchos que
coincidiran, pero seguro que alguna pareja coge alguno que no es. Se ird preguntando a
las parejas por qué han elegido ese factor y también se les dara la opcidn de cambiar
algunas de sus tarjetas elegidas si asi lo deciden. Al final, el objetivo es que todas las
parejas después de discutir y reflexionar en grupo el por qué de su elecciéon, acaben
teniendo los 3 factores correctos. Al acabar hacemos lo mismo con otro polinomio.
También habria que estudiar las estrategias utilizadas y cuales son las mas eficaces.

Una vez obtenida la factorizacion p(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3) se les pide
que esbocen una grafica de p(x) y se les pregunta como saben que es de esa forma
iniciando una discusion entre las posibles respuestas que den las diferentes parejas. Hay
gue prestar especial atencidn a cuales son las raices y qué relacién guardan con el +y —
de los paréntesis. También se pretende que los alumnos vean que los valores de x que
hacen que la funcién original sea cero son los mismos que los que hacen que se anulen
los paréntesis en su forma factorizada

Cuando todos la tengan su esbozo se muestra en Geogebra y se comentan las
respuestas obtenidas. Ver Figura 5.
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Etapa 3.

Una vez que hemos trabajado varios polinomios entregamos las cartas de las
Figuras 8 y 9 B-Verdadero/Falso (StandardsUnits Al1, p.7-8), en la que los alumnos
tendran que decidir si las afirmaciones son verdaderas o falsas. Esta vez se les dejara
trabajar individualmente pensando la respuesta correcta. Tras un rato, los alumnos
formardn parejas y pondrdn en comun sus conclusiones individuales. Cada miembro de
la pareja argumentara el por qué de su eleccidén y después, de mutuo acuerdo, deberan
obtener una solucién comun que sera la que expondran a toda la clase.

Mientras tanto, la profesora ird controlando que todos los alumnos trabajen
paseandose por la clase, pero interviniendo sdlo si alguna pareja esta muy perdida. En
ese caso, intentara orientarla, pero sin decirle qué tiene que hacer y mucho menos
dandole el resultado concreto.

Una vez que todas las parejas tienen sus respuestas se van comentando en voz
alta abriéndose un debate en el que las parejas tendran que defender su respuesta
aportando argumentos coherentes. El objetivo es que al final se llegue a un acuerdo

grupal.

Para terminar la clase se comentaran los resultados que se han logrado y se
comentaran en grupo. La profesora también les pedira a los alumnos que le digan qué
les ha parecido la tarea, si les ha resultado interesante y si han aprendido con ella.

(x-1) (x-2) (x-3)
(x + 1) (x +2) (x +3)
(x—4) (x-5) (x - 6)
(x +4) (x +5) (x +6)
(x-7) (x-8) (x-9)
(x+7) (x +8) (x+9)
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(x - 10) (x+1) (x+2)
(x +20) (x + 1) (x +2)
(x-12) (x+1) (x-2)
(x —20) (x+1) (x-2)
(x—24) (x-1) (x +3)
(x +24) (x-1) (x +6)
(x + 10) (x-1) (x +3)
(x + 12) (x-1) (x +4)
x-1) (x-2) (x-3)
(x + 1) (x +2) (x +3)
(x—4) (x-9) (x-6)
(x + 4) (x +5) (x + 6)
(x-1) (x—-2) (x-3)
(x+1) (x+2) (x+3)
(x-4) (x-3) (x —6)

Figura 7. Cartas del juego A (Standards Units A11, p.5-6)
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A1 A2
f@=0= f@=0=
(x + 2) is a factor of f(x) (x —2)is afactor of f(x)
B1 B2
f3)=0= f3)=0 >
(x + 3)is a factor of f(x) (x — 3) is a factor of f(x)
al Q
f@=7= f@=17=
(x — 4) is a factor of £ (x) (x — 4) is not a factor of f(x)
D1 D2
Possible equation for this Possible equation for this
graph is: graphis:
f(x)=(x-2)(x-5)x-1) f(x)=(x=2)(x+35)(x-1)
E1 E2

Possible equation for this
graph is:
fx)=x"+6x+7x-3

-3

Possible equation for this
graphis:
f(x)=x"+6x+Tx+3

Figura 8. Cartas del juego B (Standards Units A11, p.7)
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F1 F2
(x — 3)is a factor of (x — 3) is not a factor of
f(x)=x"— x¥*-3x-2 fx)=x*+ x*-3x+2
G1 G2
If £ (x) is a cubic function and If £ (x) is a cubic function and
if f(1)=0,f3)=0and f(0) =12 if f(1)=0,f3)=0andf(0) =12
thenf(4) =0 thenf(—4) =0
H1 H2
If f(x) =x'-6x’—x + 6and Iff(x)=x'-6x’—x + 6and
f(6) = 0 then it would be a good f(6) = 0 then it would be assilly
idea to test f(3) idea to test /(3)

Figura 9. Cartas del juego B (Standards Units Al11, p.8)

Actividad 21

= Objetivo: reforzar contenidos del tema
= Tipo: REF

=  Modalidad:

= Materiales: ficha de actividades

1. Expresa en lenguaje algebraico estos enunciados:
a) La mitad de un nimero aumentado en tres
b) El precio de un libro después de aplicarle un 4% de IVA

2. Efectua las siguientes operaciones
a) xB3x—-2?2-(x-3)2x—-1)x
b) (x3+3x%—2x+2):(x+2)

3. Factoriza los siguientes polinomios
a) x*-2x3+5x—4
b) x3+3x*—4
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Actividad 22

= Objetivo: ampliar los contenidos del tema
= Tipo: AM

=  Modalidad: individualmente

= Materiales: ficha de actividades

1. Halla un polinomio de grado dos del que se sabe lo siguiente:
= Parax =0,vale5
= Esdivisible entrex — 1
= Al dividirlo entre x — 2 da de resto —9

2. Calcula el maximo comun divisor de la siguiente pareja de polinomios
p(x) =2x3+x%—x

q(x) =5x* —x

3. Calcular el maximo comun divisor de los polinomios del ejercicio anterior
utilizando el Algoritmo de Euclides.

4. Calcula las raices de p(x) = 2x% + 5x — 3. Comprueba que 1/2 es raiz.
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ANEXO Ill. Evaluacion

En el presente Anexo lll se incluyen algunas propuestas de rubricas para la
evaluacion de la materia: actitud y trabajo diario, participacion en clase y trabajo en
pareja o en grupo. También se ofrece una posible prueba de evaluacion escrita que se
podria hacer para nuestra unidad didactica junto con su rubrica.

Tabla 1. Rubrica actitud y trabajo diario. (Elaboracion propia)

Evaluacién Siempre | Amenudo | Aveces | Nunca | Total

(3) (2) (1) (0)

No interrumpe la clase

Muestra interés por la
asignatura

No falta el respeto a sus
compafieros

No perjudica el aprendizaje de
sus compaieros

Realiza las actividades que el
profesor propone para casa

Corrige los errores que
comete en las actividades

Resuelve las actividades de

manera auténoma

Tabla 2. Rubrica participacién en clase (Elaboracion propia)

Evaluacidn Siempre | Amenudo | Aveces | Nunca Total

(3) (2) (1) (0)

Se presta voluntario para salir a
la pizarra

Pregunta las dudas que le
surgen

Participa en las discusiones que
surgen en clase

Ayuda a sus compaieros
cuando se le pide

Pide ayuda a sus companeros
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Tabla 3. Rubrica trabajo en pareja o grupos (Elaboracién propia)

Evaluacion

Siempre

(3)

A menudo

(2)

A veces

(1)

Nunca

(0)

Total

Se integra en el grupo de
trabajo

Plantea soluciones

Respeta las opiniones del resto
de companieros

Reflexiona sobre las estrategias
y los procedimientos seguidos

Colabora con sus companieros

Muestra iniciativa e interés

Rubrica prueba escrita final

- Pregunta 1 (1 punto): 0,5 cada apartado correcto.
- Pregunta 2 (2 puntos): 1 punto cada apartado. En cada uno hay que realizar tres

operaciones diferentes que se puntuaran igual (0,33).

- Pregunta 3 (2 puntos): en cada divisidn 0,8 realizar la operacién y 0,2 identificar

el cociente y el resto.

- Pregunta 4 (2 puntos): sustituir el valor de la raiz en el polinomio (1), calcular
correctamente el valor de k (0,5) y justificar la respuesta (0,5)

- Pregunta 5 (2 puntos): 1 punto cada apartado, 0,7 las operaciones y 0,3 la

factorizacion final en irreducibles

- Pregunta 6 (1 punto): plantear la expresién algebraica (0,5), operar y justificar la

respuesta (0,5)

La presentacion (margenes, letra legible, orden y limpieza), la redaccidn

(coherencia y concordancia) y la ortografia se tendran en cuenta, pudiendo la profesora

bajar hasta un 1 punto de la nota del examen.
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MATEMATICAS 32ESO Examen Tema 5 | Grupo: NOTA:

Nombre

“Mantén la calma y confia en ti mismo. MUCHA SUERTE”

1. Describe, mediante una expresién algebraica, los enunciados siguientes:

a) Laedad que tendra el profe de Educacidn Fisica dentro de 10 afos.
b) Lo que tenemos que pagar por un helado, un refresco y un café, si el
helado cuesta el triple que el café y el refresco la mitad que el helado.

[1 punto]

2. Efectua las siguientes operaciones desarrollando las identidades notables
que aparecen:

a) 2x —3)(2x +3) — (3x? —9)
b) (x +2)?> + 2x + 1)(x — 2)

[2 puntos]
3. Calcula el cociente y el resto en cada caso e identificalos:
a) Bx* —x3 +2x% +4): (x? + x)
b) (x3 +3x% —2x +2): (x + 2)
[2 puntos]

4. ¢Cudl debe ser el valor de k para que —2 sea una raiz del polinomio
x3 — 5x% — 7x + k? Justifica tu respuesta.

[2 puntos]
5. Factoriza en irreducibles los siguientes polinomios:
a) p(x) = 3x* — 30x3 + 75x2
b) q(x) = x* + x3 —3x2% + 2
[2 puntos]

6. Paraterminar, jel ultimo reto!
Piensa un nimero, el que tu quieras. Multiplicalo por 3, simale 6, divide
ese resultado por 3y por ultimo réstale el nimero que elegiste al principio.
éEl resultado es 2? ¢Por qué ocurre esto? Justifica tu respuesta.

[1 punto]
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