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Resumen

El propdsito principal del presente Trabajo Fin de Master sera desarrollar una unidad
didactica de Matematicas mediante la aplicacion de los conocimientos obtenidos
durante el Master Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacidon Profesional y Enseiflanza de Idiomas, enfocandose
especificamente dentro de la rama de Matematicas. La unidad didactica se centra en el
tema de funciones y graficas, abordando de especificamente dicho bloque tematico.

Por una parte, dentro de la justificacion epistemolégica se examina un tema de las
oposiciones con gran rigor matematico, dentro de la justificacion del curriculum se
realiza un estudio de la normativa actual y del contenido de diferentes libros de texto
empleados en diferentes centros educativos, y, por ultimo, en la fundamentacién
didactica pondremos énfasis en diferentes investigaciones realizadas en el campo de las
matematicas.

Asimismo, se elabora una unidad didactica dirigida a los estudiantes de 42 de Educacidn
Secundaria Obligatoria en la especialidad de Matematicas Aplicadas, la cual se centra en
el bloque de funciones y gréaficas. En este proceso, se examinan diversas técnicas
pedagdgicas, se describen los objetivos a alcanzar, los contenidos y las competencias
clave, entre otros aspectos relevantes.

PALABRAS CLAVE: Funciones y graficas, Unidad Diddactica, Matematicas, Educacién
Secundaria Obligatoria

Abstract

The main purpose of this Master's Thesis is to develop a Mathematics didactic unit by
applying the knowledge acquired during the University Master's Degree in Secondary
Education and Baccalaureate Teaching, Vocational Training and Language Teaching,
specifically focusing on the Mathematics specialty. The didactic unit focuses on the topic
of functions and graphs, specifically addressing that thematic block.

On one hand, the epistemological justification examines a topic from the competitive
examinations with great mathematical rigor; in the curricular justification, an analysis is
carried out of the current curriculum and the content of different textbooks used in
various educational centers; and finally, in the didactic foundation, emphasis is placed
on research conducted in the field of mathematics.

Likewise, a didactic unit is developed aimed for de 4th year of Compulsory Secondary
Education in the specialty of Applied Mathematics, which focuses on the topic of
functions and graphs. In this process, various pedagogical techniques are examined,
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objectives to be achieved, content, and key competencies are described, among other
relevant aspects.

KEYWORDS: Functions and graphs, Didactic Unit, Mathematics, Compulsory Secondary
Education

1. Introduccion

El principal propdsito de este Trabajo Fin de Master es adquirir las habilidades
profesionales esenciales para el profesorado de Educacidon Secundaria Obligatoria,
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, siendo el principal objetivo
de poder aplicarlas en el disefio y desarrollo de futuras programaciones y experiencias
didacticas en el aula, para cada una de las unidades que conforman la materia de una
especialidad. Esto se llevara a cabo, en consonancia con las competencias requeridas por
la legislacidn vigente, a nivel estatal y a nivel autondmico.

La primera parte de este Trabajo Fin de Master se subdivide en tres bloques:

En primer lugar, se realiza una fundamentacién epistemolégica que implica el andlisis de
un tema del temario de oposiciones con un alto grado de complejidad matematica. En
este caso, se realiza un estudio exhaustivo sobre las funciones y su representacién

grafica.

En el segundo bloque se expondra la fundamentacién curricular en la cual se realizara
un analisis pormenorizado del plan de estudios vigente en Espafia, junto con un andlisis
detallado de algunos libros de texto relevantes relacionados con el tema escogido. Se
lleva a cabo un breve estudio sobre la situacién actual del tema y se concluye con una
comparaciéon entre dos casas diferentes de libros de texto.

En el tercer bloque se desarrolla la fundamentacién didactica, en la que se profundiza
en los principales errores que cometen tanto los alumnos como los docentes en el
proceso ensefianza/aprendizaje de funciones y graficas, con el objetivo de identificar los
escollos mas comunes y plantear soluciones didacticas que permitan prosperar en la
comprension de los conceptos. Se hace una revisidon de algunas de las investigaciones
relevantes en el drea y se analizan distintas metodologias que puedan ser utiles en la
ensefianza de estas tematicas.

Por dltimo, se elabora una unidad didactica centrada en el bloque de funciones y graficas
para un grupo de estudiantes de cuarto curso de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO)
dentro de la modalidad de Matematicas Orientadas a las ensefianzas Aplicadas en el
C.D.P. La Milagrosa de Ubeda, donde realicé practicas docentes por un periodo de cinco
semanas. El disefo de esta Unidad Didactica estara guiado por todos los apartados
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desarrollados anteriormente de manera que todos los apartados del presente TFM
gueden interconectados entre si.

Durante la elaboracion de este Trabajo Fin de Master, se han utilizado diversos recursos
bibliograficos para contextualizar la coyuntura actual en la ensefianza de Matematicas,
lo que ha permitido identificar las limitaciones que enfrenta el sistema educativo espafiol
en comparacion con el de otros paises.

2. Objetivos

El objetivo principal del presente TFM es el desarrollo de una Unidad Didactica regulada
por el curriculum vigente.

Asi mismo, la elaboracién del presente TFM nos propone el reto de desarrollar los
siguientes objetivos que se enumeran a continuacion:

Objetivos a desarrollar

Indagar en la normativa curricular vigente sobre gué se debe ensefiar acerca de las
funciones en 42 curso de la ESO

Analizar la propuesta que diferentes editoriales hacen respecto a la ensefianza de las
funciones en 42 de ESO

Desarrollar, con cierto rigor matematico, un tema del temario oficial de oposiciones
de profesorado de Educacion Secundaria y Bachillerato en la especialidad de
MMatematicas relacionado con los contenidos incluidas en la Unidad Didactica. En este
caso, el tema 28 “Estudio global de funciones. Aplicaciones a la representacion grafica
de funciones”, que esta relacionado con graficas y funciones.

Analizar algunas investigaciones gue hayan abordado aspectos relacionados con el
aprendizaje y/o la ensefianza de las Matematicas y, en concreto, el Analisis
Matematico para conocer los errores mas comunes gue suele presentar el alumnado,
asi como también las posibles dificultades que presenten.

Elaborar una Unidad Didactica, que en este caso sera para el alumnado de 42 ESO de
la asignatura Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas.

Utilizar diversas metodologias existentes en la ensefianza que incrementen la
motivacidon del alumnado frente al aprendizaje.
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Universidad de Jaén

Elaboracién de una serie de actividades que permitan conseguir las competencias y
los objetivos necesarios.

Desarrollar estrategias y actividades para alumnaos con ciertas dificultades respecto al
progreso esperado del grupo.

Realizar una temporalizacion con el numero de sesiones que se llevaran a cabo y la
distribucidn de contenidos y actividades entre ellas.

Evaluar adecuadamente los contenidos desarrollados en la Unidad Didactica haciendo
uso de los criterios de evaluacidn y estandares de aprendizaje evaluables.

llustracion 1 Objetivos del presente TFM. Fuente: Elaboracion propia.

3. Fundamentacion Epistemologica

Este bloque tiene como objetivo explicar el desarrollo de un tema relacionado con las
funciones que esta incluido en la Orden de 9 de septiembre de 1993. Esta orden
establece los planes de estudio para los procedimientos de acceso, adquisicién de
nuevas especialidades y movilidad para ciertas especialidades de los Cuerpos de
Maestros, Profesores de Ensefianza Secundaria y Profesores de Escuelas Oficiales de
Idiomas, que son regulados por el Real Decreto 850/1993, de 4 de junio. En particular,
se aborda el tema 28, que se titula “Estudio global de funciones. Aplicaciones a la
representacion grafica de funciones”.

3.1. Introduccion

En este apartado, nos cefliremos al estudio general de funciones y en descubrir los
distintos elementos y propiedades que puede tener una funcidon para conseguir
finalmente su representacidn grafica. Todo ello centrado en las funciones reales con
variable real, que constituyen el armazén de la Matematica actual y, por tanto, de la

ciencia en general.

El andlisis de funciones resulta fundamental no solamente en el campo de matemdticas,
sino por supuesto en disciplinas como las ciencias. Esto se debe a que las funciones
pueden describir diversos fendmenos que se rigen por leyes expresables en forma de
funciones y graficas. Al interpretar la evolucidén de estas funciones, se pueden obtener
conclusiones practicas y extrapolables a situaciones reales. Por lo tanto, la capacidad de
trabajar con funciones es esencial para comprender y aplicar conocimientos en una
variedad de campos.

Es por esta razén que, desde una perspectiva educativa, las funciones son uno de las

partes mas criticas en el campo de las matematicas. Es fundamental que los estudiantes
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aprendan a expresar y utilizar de manera efectiva todos los aspectos relacionados con
las funciones, lo cual les permitirda adquirir habilidades matemadticas sdlidas y un
entendimiento mds profundo de los conceptos matematicos y sus aplicaciones en otros
campos. Ademas, el conocimiento de las funciones también es esencial para el éxito en
examenes y pruebas estandarizadas. Por lo tanto, es importante que los estudiantes
dominen el concepto de las funciones para tener éxito en su educaciéon y en sus futuras

carreras.

3.2. Estudio Global de funciones

Para dar inicio al contenido, abordaremos en una primera instancia el concepto de
funcién que, después de una evolucién prolongada a lo largo de los afios, empleamos en
la actualidad.

Definicion 1: Concepto de funcion

Considerando € como un subconjunto no vacio perteneciente a R, se establece que f se
tomara una funcidn real de variable real y definida en C si a cada elemento presente en
C se le asigna exclusivamente un numero real. En esta circunstancia, la notacién
empleada sera:

fi€ € R-> R

x -y =f(x)
Se afirma que x sera la variable independiente y que y serd la variable cuyos valores son

determinados por x, es decir, la variable dependiente.

En los préximos apartados, nos adentraremos en las propiedades generales de las
funciones y sus definiciones y demostraciones.
3.2.1. Dominio y recorrido
Definicidn 2: Dominio de una funcién
Consideremos f: € © R — R como una funcién real con variable real. El conjunto de

valores para los cuales hay al menos un valor y que satisface la ecuacién f(x) = y se
denominard dominio de la funcién f, y se representa como Dom(f).

Definicion 3: Recorrido de una funcion

Consideremos f:C S R — R como una funcidn real con variable real. El grupo de
valores de y que se obtienen como resultado de aplicar f a algun elemento en el dominio
Dom(f) es conocido como el recorrido o conjunto imagen de la funcidn f, representado

por Im(f).
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De manera intuitiva, podemos concebir una funcién como una representacion tabular
gue contiene dos series de datos, en la que cada entrada se compone de un par de
valores ordenados (x, y). La serie correspondiente a los valores de x constituye el
Dom(f), mientras que la serie vinculada a los valores de y representa el recorrido de f,

Im(f) = {f(x) / x € Dom(f)} = f(Dom(f)).
3.2.2. Simetria

Una caracteristica que puede manifestarse en ciertas funciones reales con una variable
real es lo que se conoce como simetria. Dentro del dmbito matematico, es posible
categorizar las funciones en funcidn de su simetria, las cuales pueden ser identificadas
como funciones pares, impares, o carecer de cualquier forma de simetria. A
continuacién, exploraremos las definiciones y propiedades especificas asociadas a cada
una de estas clasificaciones.

Definicion 4: Simetria par
Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Identificaremos

a la funcién f con simetria par cuando ésta presente una simetria con respecto al eje
vertical (eje de las ordenadas).

VY x € Dom(f)
i) —x € Dom(f)
i) f(=x) = f(x)
Desde una perspectiva geométrica, podemos afirmar que una funcién exhibe simetria

par cuando, al realizar una reflexidn sobre el eje vertical (eje de ordenadas) y plegar el

plano, la interpretacion grafica de la funcidn se superpone en si misma.

-1

llustracion 2 Funcion con simetria par. Fuente: Elaboracion propia con software Geogebra.
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Definicion 5: Simetria impar

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Identificaremos
a la funcién f con simetria impar cuando la gréfica de la funcién atesora simetria
rotacional respecto al origen. En definitiva, su grafica no sufrira variacién al realizarse

una rotacion de 1809 respecto al origen.
VY x € Dom(f)
i) —x € Dom(f)
i) f(=x) = —f(x)
En términos geométricos, una funcién posee simetria impar cuando, al realizar una
reflexiéon sobre el eje vertical (eje de ordenadas) seguida de una reflexién en el eje

horizontal (eje de las abscisas), la interpretacion grafica de la funcidn se superpone en si

misma.

Si una funcién es simétrica, su estudio se reduce a R* N Dom(f) o R~ n Dom(f), y
teniendo en cuenta la simetria, se completa el estudio a todo Dom(f).

6

llustracion 3 Funcion con simetria impar. Fuente: Elaboracion propia con software Geogebra.

3.2.3. Periodicidad

Una propiedad adicional presente en las funciones reales con una variable real es la
periodicidad, la cual es una cualidad que se observa en las funciones trigonométricas.

Por intuicion, podemos afirmar que una funciéon presenta periodicidad cuando su
representacién grafica se reproduce en un patrén idéntico cada vez que la variable x

atraviesa un intervalo especifico.
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Definicion 6: Periodicidad
Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Se dice que una
funcidn f es periddica si,
x € Dom(f), entonces:
i) x+T € Dom(f)
if) f(x) = fx+T) = f(x +2T) = -~
Al menor T, se le llama periodo.

De esta manera, basta estudiar f en un periodo, después aplicando f(x) = f(x + T),
se extiende a todo el dominio.

2 21

i) =sen(x) s jin) ) 2 4 & w

2

llustracion 4 Grdfica de la funcion f(x) = sen(x). Fuente: Elaboracion propia.

2T I 2

/é in v 0 \_/ 5 \
f(x)= sen(x)

-2

llustracion 5 Grdfica de la funcion f(x) = cos(x). Fuente: Elaboracion propia.
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3.2.4. Puntos de corte con los ejes coordenados

Los puntos en los que una funcion corta los ejes coordenados juegan un papel
protagonista en la comprension visual y en la adquisicion de informacion sobre las
caracteristicas de la funcién. Estos puntos no solo contribuyen a la visualizacién y al
entendimiento de la funcidén, sino que también son fundamentales para su
representacién grafica de manera eficaz.

En los puntos en los que la funcidon se corta con el eje vertical (eje de las ordenadas), el
valor de la variable independiente se vuelve cero, dado que este eje se describe
mediante la ecuacién x = 0. Consecuentemente, la representacioén grafica de una funcién
f se corta con el eje de las ordenadas en ubicaciones donde x toma el valor de cero.
Estos puntos de interseccidn se expresaran en el formato (0, y), donde y corresponde a

f(0).

En los puntos en los que la funcidn se corta con el eje horizontal (eje de las abscisas), es
la variable dependiente la que se vuelve cero, ya que este eje es definido por la ecuacién
y = 0. Por lo tanto, la interpretacion grafica de una funcidn f intersecta el eje de las
abscisas en ubicaciones donde los valores de y son igual a cero, es decir, donde f(x) = 0.
Estos puntos de interseccion se expresaran en el formato (x, 0), donde x toma el valor
correspondiente.

3.2.5. Continuidad

Una caracteristica exhaustivamente analizada en relacion a una funcidn es su propiedad
de continuidad. Desde una perspectiva visual e intuitiva, una funcién se considera
continua si su representacién grafica carece de discontinuidades bruscas, rupturas o
fluctuaciones indeterminadas. No obstante, existe el riesgo de ser inducido a error por
la apariencia grafica de una funcién. Para evitar esta eventualidad, resulta fundamental
establecer una definicidn precisa de lo que implica la continuidad en un punto.

Definicion 7: Continuidad

Consideremos f: C S R — R como una funcidn real con variable real. Consideraremos
que la funcién f presenta continuidad en el punto c, que es un elemento del conjunto

C, si se dan las condiciones que se enumeran a continuacion:

a) La funcién f estd definida en el punto c, lo que implica la existencia de un valor
flc).
b) Los limites laterales de la funcién en el punto c son idénticos, lo que se expresa

como:

Jim /) = Jim, /)
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c) Ademas, coinciden los valores de la primera y segunda condicion:
lim f(x) = f(c)
X—C

Para conseguir que la funcién presente continuidad en el punto c, se deben cumplir
todas las condiciones anteriores simultaneamente. En caso de que no se cumpla alguna
de ellas, diremos que la funcidn es discontinua en ¢ € C.

lim f(x)}

fla) z=o! y= ()

Tim £(z) / i

i

llustracion 6 Estudio de la continuidad de una funcion. Fuente: Elaboracion propia.

Seguidamente, estudiaremos los tipos de discontinuidades que se pueden dar en caso
de que la funcion no presente continuidad en punto ¢ € C.

Definicion 8: Discontinuidad evitable

Consideremos f:C € R = R como una funcién real con variable real. Podremos
afirmar que la funcién posee una discontinuidad evitable en el punto ¢ € C, en el caso
en el que podamos calcular el limite en ese punto y, ademas, no es infinito, pero no es
coincidente con el valor que arroja la funcién en dicho punto:

lim £(x) # f(c)

llustracion 7 Estudio de discontinuidad evitable de una funcion. Fuente: Elaboracion propia.

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero
13



G

MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y qnn@
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Universidad de Jaén
Definicion 9: Discontinuidad inevitable
Consideremos f:C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos
afirmar que la funcién tiene una discontinuidad inevitable en el punto ¢ € C, si se
pueden calcular los limites laterales, pero estos no coinciden:
lim f(x) # lim f(x)
x—c~ x—-ct
En este caso, se denomina salto a la diferencia en los limites laterales.
Dentro de este tipo de discontinuidad, podemos distinguir entre dos tipos:
discontinuidad inevitable de salto finito, si el valor del salto es un ndmero no infinito y

discontinuidad inevitable de salto infinito, en caso de que el salto que se produzca sea

infinito.

llustracion 8 Estudio de discontinuidad inevitable de salto finito de una funcion. Fuente: Elaboracion propia
1
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llustracion 9 Estudio de discontinuidad inevitable de salto infinito de una funcion. Fuente: Elaboracion propia

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero
14



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Hasta este momento, hemos establecido la descripcidn de la continuidad de una funcién
genérica en un punto concreto y hemos presentado una visién concisa de las diversas
formas de discontinuidad que pueden aparecer en una funciéon en un punto concreto.
No obstante, en los desarrollos posteriores, serd una premisa comun la suposicién de
que la funcién presente continuidad en un intervalo. Especificamente, cuando el
dominio presenta la forma de un intervalo cerrado [a, b], el analisis de los limites
laterales no es viable.

Definicion 10: Continuidad en un intervalo

a) Consideremos f:C € R— R como una funcién real con variable real.
Podremos decir que la funcidn presenta continuidad en el intervalo (a, b) € Csi
presenta continuidad en cada punto de dicho intervalo

b) Consideremos f:[a, b] = R como una funcidn real con variable real. Podremos
afirmar que la funciéon es continua en dicho intervalo si la misma presenta
continuidad en todos los puntos del intervalo (a, b) y,

f@ = lim f(x) ; f(b) = lim f(x)
Teorema de Bolzano

Consideremos f:C S R — R como una funcién real con variable real. Ademas, f
presenta continuidad en el intervalo [a,b] €S C vy f(a)- f(b) <0, por tanto, Ac €

(a,b) / f(c) = 0.

Demostracion

Para demostrar el teorema del Bolzano, partimos de la siguiente observacién:
Sif(a) - f(b) <0 - f(a) <0< f(b) o f(b) <0< f(a)

Vamos a partir de la suposicion de que f(a) < 0 < f(b).

Como partimos de que f(a) < 0, y sabiendo que f es continua en a, existird un § > 0
tal que si x € [a, a + &], tendremos que f(x) < 0.

Por otro lado, si se define el conjunto,
A={s€lab]; f(x) <0 VxE]las]}
Como este conjunto se considera no vacio y esta acotado superiormente,
dsupA=c
A continuacion,
1) ¢ < b porque si suponemos que ¢ = b, como xlirz?— f(x) > 0, entonces ¢ no
podria ser sup A.
Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
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2) Si f(c)>0,36§>0/ Vx€[c—6,¢c+ 5] obtenemos que f(x) > 0. Del
mismo modo que en el punto 1), As €A / s € [c — §,c + §]. Por tanto, ¢ no
podria ser sup A.

3) Argumentando del mismo modo, si f(c) < 0 = ¢ < sup A.

Finalmente, sélo queda la posibilidad de que f(c) = 0.

3.2.6. Derivabilidad

Es importante observar que, en contraposicion a lo establecido en la Definiciéon 10, no
se procede a definir la derivabilidad de una funcién dentro de un intervalo cerrado [a,
b], sino Unicamente en un intervalo que no incluye sus extremos (a, b). Esta eleccion se
fundamenta en el hecho de que, como se expondra, la condicidn esencial en todos los
resultados subsiguientes sera la derivabilidad de la funcién dentro de un intervalo
abierto (a, b).

Definicion 11: Derivabilidad

Consideremos f: € © R — R como una funcidn real con variable real. Se puede decir
gue dicha funcidn es derivable en el punto ¢ € C si existe el limite y es finito:

f)—=f@) . flc+h)—f(c)
3 lim——— = lim
x—a X —C h—0 h

El limite anterior se expresara por f’(c) y serd la derivada de la funcién en el punto c.

Consideraremos que la funcion f sera derivable en dicho intervalo abierto (a, b), que
estd contenido en el conjunto C, siy solo si la derivada de f existe en cada punto dentro
de dicho intervalo (a, b).

Desde una perspectiva geométrica, la derivada de cualquier funcién en un punto
especifico es equivalente a la pendiente de la recta tangente a la funcidn en ese punto.
De esta manera, considerando una funcién f, la ecuacién que describe la recta tangente
a su representacion grafica en el punto (a, f (a)) se formula como:

y—fla)=f"(a) (x—a)

y— fla) = f'(a)(z —a)

llustracion 10 Derivada en un punto representada geométricamente. Fuente: Elaboracion propia.
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Finalmente, podemos afirmar que cuando una funcién es derivable en un punto
particular a, esto automaticamente implica que también es continua en ese mismo
punto. Sin embargo, la relacion inversa no puede asumirse como verdadera.

3.3. Monotonia de una funcion. Extremos relativos y absolutos

En este apartado, procederemos a exponer y ubicar tanto los maximos como los minimos
relativos de una funcion real con variable real. Ademas, abordaremos la tarea de analizar
su comportamiento de crecimiento y decrecimiento, lo que se conoce como monotonia.

3.3.1. Maximos y minimos absolutos de una funcion

Definicion 12: Maximo y minimo absoluto

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos decir
que existe un méximo absoluto en d € C si se cumple que f(x) < f(d); Vx € C.

Consideremos f: C S R — R como una funcion real con variable real. Podremos decir
que existe un minimo absoluto en ¢ € C si se cumple que f(x) = f(c); Vx € C.

En apartados posteriores, se realizard la demostracidon de un teorema relevante; si la
funcion f muestra continuidad en un intervalo cerrado [a, b], entonces definitivamente
toma valores maximos y minimos absolutos dentro de dicho intervalo. Esta proposicion
es conocida como el Teorema de Weierstrass y deducird como resultado del Lema que
se presenta a continuacién.

Lema

Consideremos f: [a, b] = R como una funcion real con variable real y continua. Como
consecuencia, la funcidn esta acotada en el intervalo [a, b]:

IK>0/|f(x)|[ <K VxE€ [a,b]
Demostracion del lema

Se va a realizar la demostracion razonando por reduccion al absurdo. Para proceder con
este razonamiento, suponemos que la funcién no estara acotada en el intervalo [a, b].

. a+b
Suponemos el valor k; el punto central del intervalo. Por tanto, el valor de k; = —

Siguiendo con el razonamiento que hemos supuesto, como la funcidén no estd acotada
en el intervalo, tampoco lo estara, al menos, en alguno de los dos intervalos resultantes
[a, ki]; [kq,b]. A continuacion, denominaremos [a4, b;] al intervalo resultante donde
no esta acotada la funcién. En caso de que la funcién no esté acotada en ninguno de los
intervalos, podremos tomar como el intervalo [a4, b ] el que sea de los dos intervalos.

Supondremos ahora el valor k, como el punto central del intervalo [a4, b, ]. Por tanto, el

a1+b1

valor de k, = . Siguiendo el razonamiento anterior, como la funcién no se
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encuentra acotada en el intervalo [a4, b, ], tampoco lo estard, al menos, en alguno de los
dos intervalos resultantes [ay,k,];[k2, by]. Continuando con el razonamiento,
denominaremos [a,, b,] al intervalo resultante donde no estd acotada la funcion. En
caso de que la funcién no esté acotada en ninguno de los intervalos, podremos tomar
como el intervalo [a,, b,] el que sea de los dos intervalos.

Andlogamente, se realiza el proceso tantas veces como sea necesarias, hallando una
serie de intervalos cerrados donde la funcidn no se encuentra acotada.

[a,b] > [ay, b1] > [az, by] 2 -+ > [an, by]

De la sucesién anterior, podemos deducir que la amplitud de todos estos intervalos es
igual a la mitad de sus respectivas amplitudes previas. Por lo tanto, la amplitud del rango

b-a . ny
[an, b,] puede expresarse como P Por tanto, podemos deducir que esta sucesidn

tiende a 0, es decir, las longitudes de los intervalos tienden a hacerse nulas.
Basandonos en el Axioma de Cantor de los intervalos encajados, podemos deducir que
dk €la,b,] YVneEN
De este modo, k forma parte de todos los intervalos.
Continuando, al ser la funcidn continua en k, obtenemos que 9lci_r;rllcf(x) = f (k). Por
tanto,
Ve>0-36>0/ |f(x)—f(k)|<e Vx € (k—6,k+06)
Si se considera € = 1, podemos reducir la expresion anterior
6>0/ |f(x)—-flk)] <1 Vx € (k—6,k+9)
Esto supone que
lf(x)] <14+ |f(k)] Vx € (k—6,k+06)
Por tanto, la funcidn estaria acotada en el intervalo por el valor 1 + |f (k)|. No obstante,

. . , b—a .
como se ha calculado anteriormente, el intervalo [a,, b,] seria Y ademas, k €

[a,, b,] YVn€N vy suponiendo n, lo suficientemente grande, obtenemos que
[ano,bno] c (k— 34,k + 6). Por tanto,

IfCII <1+IfUR)]  Vx € [an,, by,]

Y finalmente, se llega al desenlace de que se contradice que la funcidn esté acotada en
el intervalo [ano, bno]. Se llega a una contradiccion, ya que partimos de suponer que la

funcidén no estd acotada dentro del intervalo [a, b]. Por tanto, el lema queda probado.
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Partiendo del lema anterior, probaremos que si una funcién presenta continuidad en un
intervalo [a, b], esta funcidn tendrd un maximo absoluto y un minimo absoluto en este
intervalo.

Teorema 1: Teorema de Weierstrass

Consideremos f: [a, b] = R como una funcién real con variable real y continua. Habra
dos puntos ¢,d € [a, b] tal que
fl@=sfx)<f(d) VxE€lab]
Demostracion
Basandonos en la hipétesis inicial, podemos afirmar que la funcion presenta continuidad

en el intervalo [a, b]. Por este motivo, basandonos en el lema anterior, podemos decir la
funcién estara acotada.

A continuacién, demostraremos que existe el punto d € [a, b] de modo que:

f(x) < f(d) VxE€]lab]
Para continuar con la demostracién, denotaremos N a la cota superior menor de la
funcién y reduciremos al absurdo.
Vamos a suponer que 4 d € [a, b] y, por tanto,
fd)=N->f(x)<N VxE€]a,b]
Por este motivo, la funcion g(x) = N — f(x) > 0 V x € [a, b]. Ademas, se verifica que

o1 . - .
la funcidn 7 presentara continuidad en el intervalo [a, b].

Basandonos de nuevo en el lema anterior, obtendremos que
K>L>0 V x € [a,b]
/€3]
1

1 1
K>N_—f(x)—>E<N—f(X)—>f(X)<N—E<N VxE[a,b]

Asi, se obtiene que N — % es una cota superior en la funcidn dentro del intervalo [a, b].
Esto supone una contradiccién porque tal y como hemos indicado la cota superior menor
de fesN.
Por tanto, obtenemos que

dd€ab] / f(d)= N

Al comienzo hemos indicado que la funcién tiene una cota superior en N, podemos

afirmar que
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f(x)<f(d)=N VxE€]|ab]

Para realizar la demostraciéon de que habrd un punto c € [a,b] / f(c) < f(x) Vx €
[a, b] procederiamos andlogamente, pero considerando M como una cota inferior mayor

y reduciriamos al absurdo.

Maximo

Minirmo
Dy T ; T T T2

llustracion 11 Teorema de Weierstrass de forma grdfica. Fuente:
https://www.superprof.es/diccionario/matematicas/calculo/teorema-weierstrass.html/

3.3.2. Maximos y minimos relativos de una funcién
Definicién 13: Maximo y minimo relativo

Consideremos f: C € R — R como una funcidn real con variable real. Podremos decir
que existe un maximo relatvoen d € Csidd€ERy 6§ >0 / f(x) <f(d);VxE€
(d—46,d+98) nC.

Andlogamente, consideremos f: C S R — R como una funcioén real con variable real.
Podremos decir que existe un minimo relatvoenc € Csidd e Ryd >0 / f(x) =
fl@);Vxe(c—-6,c+5) nC.

(5]
i

-3

llustracién 12 Extremos relativos y absolutos. Fuente: https://matematicasies.com/Extremos-maximos-y-minimos-
de-una-funcion
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Para obtener los extremos de una funcion, se suele derivar la funcién y ver donde se
anula esta derivada. A continuacién, vamos a enunciar y demostrar un teorema que
demuestra esta relacién. Anteriormente se definird lo que supone el punto critico de
dicha funcion.

Definicidon 14: Punto critico de una funcion

Consideremos f:(a,b) - R como una funcién real con variable real y derivable.
Podremos afirmar que existe un punto ¢ € (a,b) y que ademas si se cumple que
f'(c) = 0, este punto serd un punto critico de dicha funcién.

Teorema 2

Consideremos f: (a,b) = R como una funcién real con variable real y derivable. Si la
funcion posee un extremo relativo en un punto critico que denominaremos d € (a, b),
se cumplira que f'(d) = 0.

Demostracion

Vamos a partir de la suposicién de que la funcidn tendrd un maximo relativo en un punto
que denominaremos d.

Basandonos en la propia definicion de maximo relativo, obtenemos que

38 / f(x)<f(d) Vxe(d—38d+68) c(ab)

Enelcasoenelquex € (d,d + &), obtenemos:
fGx) = f(d) <0
x—d
En el casoenelque x € (d — §,d), obtenemos:
[@-1@ _
x—d
Por tanto, los limites laterales en el punto d seran:
x)—f(d
lim f(&x) = f(d) <0
x-dt  x—d

lim f() = f(d) >0
x>d-  x—d

Como hemos impuesto que la funcién es derivable en el punto d, los limites seran

iguales:
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lim f)—f(d) - f(x) = f(d)
d —d

li
x—dt X — x—d~ X

- f'(d)=0
Andlogamente, seguiriamos el mismo razonamiento en caso de calcular un minimo
relativo.

Es importante indicar que, si la derivada de la funcién toma valores nulos en un punto,
esto no quiere decir que en ese punto vaya a haber un extremo relativo.

Teorema 3: Teorema de Rolle

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b) de modo que f(a) = f(b). Existira un punto
¢ € (a,b)y se verificaque f'(c) = 0.

Demostracion

Como hemos impuesto que la funcién presenta continuidad en el intervalo [a, b],
basandonos en el Teorema de Weierstrass, podemos decir que habra dos puntos c,d €
[a, b] tal que

fl@<sfx)<f(d) VxEelab]
Supondremos que el punto ¢ € (a,b) y3 6 > 0 de modo que
flo)sfx) Vxe(c—6,c+6)c(ab)

De este modo, la funcién posee un minimo relativo en el punto c. Por el teorema
demostrado anteriormente tendremos que f'(c) = 0

De forma analoga, si el punto d pertenece al intervalo, obtendremos que f'(d) = 0.

Por ultimo, nos quedaria centrarnos en el caso en el que el minimo y maximo se
obtengan en los extremos de dicho intervalo.

a=c; b=d
fl@ < f(x) < f(b) Vxe€la,b]
Como hemos supuesto al inicio del teorema que f(a) = f(b), obtenemos que
fl@)=f(x)=f(b) VxE€lab]
La funcidn seria constante en el intervalo, es decir

f'(x) =0 VxE€(ab)
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f(a)=f(b)

f(e)

llustracién 13 Teorema de Rolle representado grdficamente. Fuente: https.//es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de Rolle

Posteriormente, enunciaremos y demostraremos el Teorema del Valor Medio de
Lagrange basandonos en el Teorema de Rolle.

Teorema 4: Teorema del Valor Medio de Lagrange

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b). Basandonos en esta hipétesis, existira al
menos un punto ¢ € (a, b) que verifique que

f) = f(a) =f'(c)(b-a)
Demostracion
Partiremos de una funcién auxiliar g: [a, b] » R
g =[f) - fl@]-x=(b—-a) f(x) Vx¢€lab]
Basandonos en las hipétesis iniciales, la derivada de la funcidn sera la siguiente:
g@)=[fb)-f@]-b-a) f'(x) Vxelab]
Ademas, se puede comprobar rapidamente que g(a) = g(b)
Como g(a) = g(b) podemos aplicar el Teorema de Rolle a dicha funcién obteniendo,
3ce(ab) / g'(c)=0
g@=[fb)-f@]l-0b-a) f'(c)=0
f)=f(a)=f'(c)-(b—-a)
De manera visual, este teorema establece que la recta tangente a la funcidén en un punto

c tiene la misma inclinacién que la recta que conecta los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). En
consecuencia, la pendiente de ambas lineas es idénticas, lo que implica que

fb) = f(a)
a

f1(e) = ===
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recta tangente

. recta secante ;

Ia Ic I I b

llustracion 14 Teorema del Valor Medio de Lagrange representado grdficamente. Fuente:
https://calculo.cc/temas/temas _bachillerato/sequndo _ciencias/teorema_derivadas/teoria/teorema _valor medio.ht
ml

3.3.3. Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de funciones

Definicion 15: Crecimiento y decrecimiento de funciones

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos afirmar
que la funcién crece en unintervalo I € C cuando para dos puntos x;, x, pertenecientes
a dicho intervalo, y siendo x; < x, sea cierto que f (x;) < f (x3).

Podremos afirmar que la funcidn es estrictamente creciente cuando para los puntos
X1, X, pertenecientes a dicho intervalo, y siendo x; < x, sea cierto que f(x;) < f(x3).

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos afirmar
que la funcion decrece en un intervalo I € C cuando para dos puntos Xxq,Xx,
pertenecientes a dicho intervalo, y siendo x; < x, sea cierto que f (x;) = f (x5).

Podremos afirmar que la funcién es estrictamente decreciente cuando para los puntos
X1, X, pertenecientes a dicho intervalo, y siendo x; < x, sea cierto que f(x;) > f(x3).

Introducidas las definiciones de crecimiento y decrecimiento, introduciremos la

definicion de monotonia de una funcion.
Definicion 16: Monotonia de funciones

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos afirmar
gue la funcién es mondtona dentro un intervalo I € C cuando dicha funcién sea
creciente o decreciente en dicho intervalo. Siguiendo el mismo razonamiento, la funciéon
serd estrictamente mondtona en dicho intervalo si el crecimiento o decrecimiento de la
funcién es estricto en este intervalo.
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llustracion 15 Funciones estrictamente creciente y decreciente respectivamente. Fuente: Elaboracion propia
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Tal como hemos expuesto con anterioridad, es posible obtener la monotonia de una
funcién analizando el signo de la derivada. A continuacidon, enunciaremos vy

demostraremos varios teoremas que lo estudian.
Teorema 5: Teorema de la primera derivada

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b). Podemos afirmar:

1) La funcidn es creciente en (a,b) siysolosi f'(x) =0 Vx € (a,b)
2) Lafuncién es decreciente en (a,b) siysolosi f'(x) <0 Vx € (a,b)
3) Lafuncidn serd constante en el intervalo [a, b] cuando f'(x) =0 V x € (a,b)

Demostracion

1) Partimos de la hipdtesis de que la funcion crece en dicho intervalo. Tenemos que
demostrar:
f'x)=0 Vxe(ab)
Tomamos el punto x € (a, b).
Consideramos k >0 / x+ k € (a,b). Como hemos considerado la funcién

creciente,

Pt I 2 f() = flt 1)~ fG) 20— lim TETD T

Como supuesto que la funcidn es derivable en el intervalo (a, b), podremos

afirmar que existira,

 fx+k)—fx) | flx+k)—f(x)
lim = lim

k-0 k k-0t k

Por tanto, obtenemos que,

[+ D=1 _ y [EHR @)

k—0+ k

f'0) = lim
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f'x) =0 Vxe€(ab)
Partiendo del resultado anterior, debemos demostrar que la funcién sera
creciente en dicho intervalo.
Supongamos dos puntos x,y € (a,b) / x < y.Basandonos en el Teorema del
Valor Medio, podemos afirmar que,
dce(a,b) | x<c<y
Y, por tanto,
f—f)=f ) y—x)
Como sabemos que f'(c¢) = 0y, ademas, x < y, obtenemos que,
fG)<fly) vx<y
Finalmente se demuestra que la funcién crece en el intervalo (a, b).
2) Analogamente se demostraria este punto.
3) Queda demostrado con los puntos 1y 2.

Teorema 6

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b). Podemos afirmar:

1) En el caso en que f'(x) >0 Vx€(ab), la funcion sera estrictamente
creciente en el intervalo [a, b]
2) En el caso en que f'(x) <0 VxE€(ab), la funcién sera estrictamente

decreciente en el intervalo [a, b]
Demostracion

Para desarrollar esta demsotracion, nos basaremos en el Teorema del Valor Medio o de
Lagrange.

1) Talycomo se ha enunciado, debemos demostrar que la funciéon es estrictamente
creciente en el intervalo [a, b]

f<fy)» a<x <y<bh

Vamos a partir de la suposicion de que x < y para aplicar el Teorema de Lagrange

a dicho intervalo.
Asimismo, tendremos que,

fO)—f)=f()- —x)> x<c<y

Como hemos partido de la hipotesisde que f'(c) > 0yquex <y -y —x >0,
sucede exactamente lo mismo con f(y) — f(x), por tanto

f) <f)-x<y
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Quedaria demostrado que la funciéon es estrictamente creciente en el intervalo
[a, b].

2) Analogamente se realizaria la demostracion de este punto.

A continuacién, vamos a enunciar y demostrar un corolario para el uso de la derivada
primera para el estudio de los extremos de una funcion.

Corolario 1

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b), menos en un punto que vamos a denominar
¢ € (a,b). Podemos afirmar:

1) En el caso en que f'(x) cambie de signo positivo a negativo en el punto ¢, la
funcién poseerd un mdaximo relativo en dicho punto, ya que,

36>0/f'(x)>0 Vxe(c—6,¢); f'[(x)<0 Vxe(cc+d)

2) En el caso en que f'(x) cambie de signo negativo a positivo en el punto c, la
funcién poseerd un minimo relativo en dicho punto, ya que,

36>0 / f'(x)<0 Vxe(c—6,¢c); f'(x)>0 Vxe(cc+0)
Demostracion

1) Basandonos en el teorema 6 y por las hipdtesis iniciales, tenemos una funcién
que crece estrictamente en el intervalo (c — §,¢) y que decrece estrictamente
en el intervalo (¢, c + 6). Por tanto,

fx)<f(c) Vxe(c—6,c+596)
La funcion poseera un maximo relativo en dicho punto.
2) Analogamente se demostraria este punto.

De este modo, usando el sigho de la derivada en el entorno de un punto, podemos
analizar si dicho punto, es un maximo, un minimo o, aunque tenga derivada nula, no es
ni maximo ni minimo.

A continuacién, enunciaremos y demostraremos otro teorema para analizar los
extremos de una funcién estudiando el signo de la segunda derivada.

Teorema 7: Teorema de la segunda derivada

Consideremos f: [a, b] = R como una funcidn real con variable real continua en dicho
intervalo, derivable dos veces en el intervalo (a,b) y que posea un punto critico ¢ €
(a,b) = f'(c) = 0. Podemos afirmar:
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1) En el caso en que f"(x) > 0, esta funcion poseera un minimo relativo en el
punto critico
2) En el caso en que f"(x) < 0, esta funcién poseerd un maximo relativo en el
punto critico

Demostracion

1) Partimos de la suposicién de que f''(c) > 0. Hemos partido de la hipétesis de
que f'(c) = 0. Partiendo de la definicién de la segunda derivada:

"(x) = f'(c "(x
f”(c)=limf—( )/« )=limf( )>0
x—C xX—c x=CcX —C
Basandonos en la definicidn pura de limite,
"(x
36§>0 / %>0 Vx€(c—6,c+8) ;x+#c

f'x) <0 Vxe(c—6,0)
f'x) >0 Vxe(c+)9)
Basandonos en el Corolario 1, la funcién poseerd un minimo relativo en el punto
critico.
3.4. Puntos de inflexion. Convexidad y concavidad

A continuacidn, procederemos a un breve analisis acerca de las caracteristicas concavas
y convexas de las representaciones graficas de las funciones, comenzando por sus
definiciones.

Definicidn 17: Funcion convexa y funcién céncava

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos afirmar

que la funcién es convexa en el intervalo (a, b) S C si se cumple lo siguiente,
f((1=8)-a+6 -b)<(1-68) f(a)+ - f(b) V §€(0,1)

Consideremos f: C € R — R como una funcién real con variable real. Podremos afirmar
que la funcidn es cédncava en el intervalo (a, b) S C si se cumple lo siguiente,

f(A=8)-a+6-b)=(1-6) f(@+ - f(b) VSI€(0,1)

Analiticamente puede parecer complejo de comprender, pero geométricamente es
bastante sencillo.

Como aclaracién, cuando § va tomando valores dentro del intervalo (0, 1), el punto
((1 -8 -a+6- b), (1-96)- f(a) +6 - f(b) toma valores del segmento entre los
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puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Podemos ver que, si la grifica de una funcion en este
intervalo esta por debajo de dicho segmento, la funcidn sera convexa y viceversa.

Funcion

convexa

Funcion
concava

llustracion 16 Funcion convexa y funcion céncava. Fuente: https://www.rankia.com/blog/invertir-con-
cabeza/4775157-negocios-convexos

Como se ha comentado anteriormente, el signo de la segunda derivada también
determinard la curvatura de la funcidn. A continuacién, se enunciara y demostrard un
teorema que relacionara la curvatura de la funcion con el signo de las derivadas de la

misma.
Teorema 8: Teorema de la derivada para la curvatura

Consideremos f: [a, b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable en el intervalo (a, b). Podemos afirmar:

1) Enelcasoenque f'(x) sea creciente en el intervalo (a, b), la funcion es convexa
en este intervalo
2) En el caso en que f'(x) sea decreciente en el intervalo (a, b), la funcion es

convexa en este intervalo
Demostracion

1) Debemos demostrar que la funcion es convexa en el intervalo (a, b). Para ello,
tomamos,

x=0-8)-a+d5-b;0<5<1
f<@-6): fl@+6- f(b)
Como tenemos que,
fG)=A=68)-fx)+6-f(x)

Podemos decir que,

(1-8)-(f() ~f@) <& (F(b) - f(x)
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A continuacion, aplicaremos dos veces el Teorema de Lagrange, para obtener que
existiran dos puntos ¢,d talesquea < c < xyx < d < b, de modo que,

f&x)—fl@)=f"(c): (x—a)
fb)—fx)=f'(d)-(b—x)

Como hemos partido de la hipdtesis de que la primera derivada de la funcién es
creciente en el intervalo (a, b), podemos llegar a la conclusion de que f'(¢) < f'(d), y

1-8)-x—a)=6-(b—x)
Finalmente obtenemos,
1=-8)-(fW-f@)=1-8f () x=a):§ f'(d)(b-x)
=6-(f(b) — f(x))
Quedaria demostrado el teorema y la funcidn serd convexa en el intervalo (a, b).
2) Analogamente se demostraria este punto
Corolario 2

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable dos veces en el intervalo (a, b). Podemos afirmar:

1) En el caso en que f'(x) =0 Vx € (a,b) la funcion sera convexa en dicho
intervalo
2) En el caso en que f''(x) <0 Vx € (a,b) la funcién sera concava en dicho

intervalo
Demostracion

1) Partimosde la suposicion de que f''(x) = 0 V x € (a, b). Aplicando el Teorema
5 podemos ver que f'(x) serd creciente en dicho intervalo y que por el Teorema
8 la funcidn serd convexa en dicho intervalo.

2) Analogamente se razonaria este punto
Definicidn 18: Punto de inflexion

Consideremos f: [a,b] = R como una funcién real con variable real. Podemos afirmar
que la funcién posee un punto de inflexiéon en un punto ¢ € (a, b) si, 3§ > 0 de modo
que la funcidn sera convexa en el intervalo (¢ — 8, ¢) y cdncava en el intervalo (¢, c + &)

y viceversa.
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Ilustracién 17 Punto de inflexion de una funcion. Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Punto _de_inflexi%C3%B3n

Geométricamente, cuando tenemos un punto de inflexion de una funcidn, la recta
tangente a dicha funcidn en este punto corta la grafica de la funcién.

En el siguiente Corolario, vamos a ver que para que una funcién tenga un punto de
inflexién, sera condicién necesaria que la segunda derivada de esta funcién en dicho
punto sea nula, en el caso de que exista esta.

Corolario 3

Consideremos f: [a, b] = R como una funcidn real con variable real continua en dicho
intervalo y derivable dos veces y continua en el intervalo (a, b). En caso de que el punto
¢ € (a,b) sea un punto de inflexion de la funcién, f"(c¢) = 0.

Demostracion

Vamos a partir de la suposicion de que f"(c) > 0 y reduciremos al absurdo para

demostrar el corolario.

Como hemos partido de la hipdtesis de que la segunda derivada sera continua en el
intervalo (a,b) y ¢ € (a,b), podemos decir que,

36>0 / f"(x)>0 Vxe(c—6,c+6)
Basandonos en el Corolario 2, la funcidn sera convexa en el intervalo ¢ € (a,b) vy, por
tanto, el punto ¢ € (a, b) no puede ser un punto de inflexion de la funcién.
Analogamente se puede demostrar para la suposicién de que f"'(c) < 0.

Finalmente, demostramos que f"'(c) = 0.

Tal y como se indicd anteriormente, esto es una condicidon necesaria, aunque no
suficiente. Al igual que para el estudio de la monotonia, se puede dar alguin caso en el
que f"'(c) = 0y no exista ningun punto de inflexion en c.
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3.5. Ramas Infinitas. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas

Podemos definir una asintota como una linea recta que se aproxima infinitamente a una
curva determinada en el limite, es decir, cuando la distancia entre esta curva y la recta
se acerca a cero. Por esta razon, las asintotas se clasifican en tres tipos: vertical, cuando
se trata de una linea recta vertical de la forma x = a, horizontal, cuando se trata de una
linea recta horizontal de la forma y = a, y oblicua, cuando se trata de una linea recta de
la formay =mx +n.

Asintotas verticales
Definicidon 19: Asintota vertical

Consideremos f: C € R = R como una funcidn real con variable real. Podemos afirmar
gue posee una asintota vertical que pertenece a la recta x = a si,

lim f(x) = o

x—at

lim f(x) = +o

x—->a~
Se puede entender a partir de esta definicidon que al mismo tiempo que la curva se acerca
a la recta, el punto donde se tocan se encuentra a una distancia infinita, lo que significa
que la curva y la recta no se cruzan en ningun punto finito. Dentro de esta situacién, se
pueden distinguir cuatro limites laterales diferentes.

. L x+1 . , .

Por ejemplo, para la funcién f(x) = po— tendra una asintota vertical en x = 4, ya que el

. x+1
lim =— = oo,
x—4 X—4

Estudiando los limites laterales vemos hacia donde tiende la funcion:

ox+1
lim = 400
x-2tx — 4
ox+1
lim = —00
x-2"x —4
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x=4

llustracion 18 Asintota vertical de una funcién racional. Fuente: Elaboracion propia con Software Geogebra.

Asintotas Horizontales

Definicion 20: Asintota Horizontal

Consideremos f: C € R = R como una funcidn real con variable real. Podemos afirmar

que posee una asintota horizontal en larectay = b si,

lim f(x)=b 6 lim f(x)=0»b
X—00+ X—00—

El analisis de las asintotas horizontales es totalmente independiente en —oco y +00, es

decir, puede haber asintota horizontal en uno de los extremos y en el otro no y viceversa.

Ademas, en el caso de haber asintota en los dos extremos, esta no tiene por qué ser la

misma

y=2

8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1
y= _2

llustracion 19 Estudio de asintotas horizontales. Fuente: Elaboracion propia con Software Geogebra

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero

33

Universidad de Jaén



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Asintotas Oblicuas
Definicidon 21: Asintota oblicua

Consideremos f: C € R — R como una funcidn real con variable real. Podemos afirmar
que posee una asintota horizontalenlarectay=m-x+n vmne Rym # 0si,

lim (f(x)—(mx+n))=0 ¢ xl_i)r_noo(f(x) —(mx+n))=0

X—+00
Proposicion 1
Consideremos f: C € R — R como una funcidn real con variable real. En el caso en el

quelarectay=m-x+n Vm,n € Rym # 0 sea una asintota oblicua de la funcidn,
se deben cumplir una de estas dos condiciones:

lim L2 =

X—+ 00 X

lim L2 =

X—>—00 X

y lim (f(x)—mx)=n
X—+00
m y lim (f(x) —mx)=n
X——00
Demostracion

Partimos de la suposicién de que la funcidon posee una asintota oblicua en la recta y =
m-x+n Vm,n€R,m = 0. Por la definicién anterior, se debe cumplir,

lirp (f(x) — (mx + n)) =0 6 Ilim (f(x) — (mx + n)) =0

xX—+00 X—>—00

Vamos a continuar con el caso liri_l (f(x) — (mx + n)) = 0. De este caso obtenemos,
xX— 400

lim f(x)= lim (m-x+n)
X— +00 X— +00

Dividiendo entre x,

_ f(x) _ m-x+n
lim —=Ilim ——=m
X— 400 X X— +00 X

Como por definicion lirP (f (x) — (mx + n)) =0,
X— 400

lim (f(x)—m-x)= lim n=n
X— +00 X—+00

Andlogamente se podria demostrar para el caso lim (f(x) — (mx + n)) =0.
X——00

Del mismo modo que para el calculo de asintotas horizontales, el andlisis de asintotas
oblicuas se realiza por separado en ambos extremos. Puede darse el caso de que exista
asintota oblicua en un extremo y en otro no o viceversa o darse el caso de que haya

asintota oblicua en ambos extremos, pero estas no sean iguales.

Por ultimo, es importante indicar que la presencia de asintotas horizontales implica la no
existencia de asintotas oblicuas por la propia definicién de estas.
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X= |4
20
10
V=2
—40 -30 -20 -10 10 20 30 40
-10
-20
-0
llustracion 20 Estudio de asintotas oblicuas. Fuente: Elaboracion propia
3.6. Representacion grafica de funciones

Para finalizar con el andlisis de funciones reales de variable real, vamos a introducir su

representacion grafica.
Definicién 22: Representacion grafica de una funcion

Consideremos una funcidn real con variable real. Definiremos la grafica de dicha funcién

como la representacién del conjunto {(x,f(x)) ; x € Dom(f)}.

Toda la informacidn que se ha ido desarrollando en los apartados previos resulta de gran
utilidad para la representacion grafica de una funcién. Para representar graficamente
una funcion es muy importante conocer el dominio de la misma, puntos de corte con los
ejes coordenados, si existen simetrias o no, etc.

Representacion grafica de una funciéon basandonos en un ejemplo

Se deben seguir los pasos siguientes:

1) Definicidn y analisis de la funcion

La funcidn escogida para realizar el ejemplo es un polinomio de grado 3:
fxX)=x3+2x2—x+2
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2) Estudio del dominio, simetria y periodicidad de la funcién

- El dominio de la funcién es R ya que la funcidn es continua en todo su
dominio
- No existe periodicidad en esta funcion
- Para el estudio de la simetria, se deben valorar las siguientes opciones:
e Simetriapar— f(x) = f(—x)Vx €R

x3+2x* —x+2+# —x3+2x%>+ x + 2 - No hay simetria par.
e Simetriaimpar—> —f(x) = f(—x)Vx €R
—x3 = 2x2+x—2# —x3+ 2x? + x + 2 — No hay simetria impar.

3) Cortes con ejes y extremos relativos y absolutos

- Los puntos de corte con el eje x tendrdn la forma (xo, 0 ). Para hallar los

cortes con el gje x, se sustituye 0 por y y se resuelve la ecuacién:
0=x3+2x2-x+2 > x; =—2,659

La funcién corta al eje x Unicamente en el punto ( -2,659, 0), calculado
anteriormente.

- Los puntos de corte con el eje y tendran la forma (0, yo). Para halla los
puntos de corte con el eje y, se debe calcular f (0), es decir, sustituir 0 por
X.

fO)=y=04+0+0+2 -y=2
La funcién corta al eje y, en el punto (0, 2).
4) Crecimiento y decrecimiento de la funcion. Monotonia.

Para estudiar el comportamiento de la monotonia de una funcidn, es necesario
identificar los puntos singulares de la misma. Para ello, se analizan aquellos
puntos donde la pendiente de la recta tangente sea igual a cero, es decir, donde
la derivada de la funcién se anule:

f'x)=0
3x2+4x—1=0
—2 47
x1=T=O,215
2 +7
Xy = — 3 =_1,55

Hemos obtenido la coordenada x de los puntos singulares, para hallar la
coordenada y basta con sustituir en la funcién original:
—2++7
f(

- ): 1,887 — (0.215,1.887)

2++7
f(— 2 ) = 4,631 — (—1.55,4.631)
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Una vez que se han identificado los puntos criticos de la funcién, es necesario
examinar su monotonia, es decir, determinar en qué intervalos la funcién

presenta crecimiento o decrecimiento.

Se procede a determinar la monotonia de la funciéon analizando el signo de su
derivada a los dos extremos de cada punto critico. En este caso, se han elegido
los puntos criticos x; = —2,x, = 0,x3 = 1. Si la derivada de la funcién es
positiva en un punto, la funciéon tendra un comportamiento creciente en el
intervalo que corresponda, mientras que si la derivada es negativa, la funcién
tendrd un comportamiento decreciente en dicho intervalo.

f'(=2) =43 - La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —1.55)
f'(0) = =1 - La funcién es decreciente en el intervalo (—1.55,0.215)

f'(1) =46 — La funcién es creciente en el intervalo (0.215, +00)

3

-

llustracion 21 Estudio de crecimiento y decrecimiento. Fuente: Elaboracion propia con software Geogebra

Por ultimo, podemos afirmar que la funcidn tiene un maximo relativo en el punto
(-1.55, 4.631) y un minimo relativo en el punto (0.215, 1.887).

5) Analisis de concavidad y convexidad. Calculo de puntos de inflexidn.

Para determinar la convexidad y concavidad de la funcion, es necesario analizar
los posibles puntos de inflexion. Esto se consigue al igualar la segunda derivada
de la funcién a cero y encontrar los valores de x que satisfagan la ecuacién.

G0 =0
6x+4=0

—4 2
n=g =73
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Hemos calculado un posible punto de inflexion en el punto:

(29 Lsan

A continuacidn, se procede al andlisis de la curvatura de la funcién a ambos lados
del posible punto de inflexidn. Si la segunda derivada de la funcién estudiada en
ese punto es positiva, la funcién tendrd curvatura convexa, y si la segunda
derivada es negativa, la funcidn tendrd curvatura céncava en ese punto.

f"(x) >0 - Convexa

Estudio del signo de f” (x) £(x) < 0 > Céncava

Para ello, estudiamos el valor de f”’ (x) en los puntos -1y 0.

f"(=1) = =2 - Céncava
f"(0) = +4 - Convexa

Con este calculo, confirmamos que existe un punto de inflexién en el punto
2 .. . ,
(—5, 3.26), ya que la funcidn sufre un cambio de curvatura, pasa de céncava a

convexa.
6) Representacién grafica de la funcidn

Por ultimo, se utiliza toda la informacidn recopilada anteriormente para generar
una representacion grafica completa de la funcién. Esto incluye los puntos
singulares, la monotonia, asi como la concavidad y convexidad de la funcién.
Utilizando esta informacién se puede dibujar la curva correspondiente en el
plano cartesiano y obtener una representacion visual de la funcién estudiada.
Aqui se presenta el grafico resultante del analisis realizado:
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Maximo relaﬁtim (-1.95,/4631)

Corte con el ge X

FPunto de inflexion (-0.66, 3.26)

Corte conel gjey

Minimo relativo (0.215, 1.887)

llustracion 22 Representacion grdfica de una funcion. Fuente: Elaboracion propio con software Geogebra
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4. Fundamentacion Curricular

En el presente apartado se busca realizar, por un lado, una evaluacién del curriculo
escolar y, por otro lado, un andlisis de los libros de texto, todos ellos relacionados con la
unidad didactica abordada en este trabajo de fin de master. Con estos andlisis, se
pretende evaluar la normativa actual y los libros de texto que tiene a su alcance el
profesorado para realizar una critica constructiva y poder desarrollar la Unidad Diddctica
con conocimiento de causa.

Particularmente, la unidad diddctica escogida esta enfocada para alumnos de 42 de ESO
de la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas, concretamente
sobre el bloque de estudio de funciones.

4.1. Analisis del curriculo

En primer lugar, me gustaria indicar que el andlisis curricular que se va a realizar sera
bajo el marco legislativo de la LOMCE ya que, aunque la LOMLOE ya ha sido aprobada
por el gobierno central, aun no se esta aplicando a los cursos pares en la actualidad vy,
por tanto, en el curso escolar actual, en 42 de ESO se esta impartiendo la docencia bajo
el marco legislativo de la LOMCE.

Para llevar a cabo una evaluacidn del curriculo actual en relacién con las funciones en la
asignatura Matemadticas orientadas a las ensefianzas aplicadas para 42 de ESO, nos
basamos en el R.D. 1105/2014, del 26 de Diciembre, que establece el marco curricular
basico para la Educacién Secundaria Obligatoria y el Bachillerato. Especificamente, en el
Anexo | de dicho decreto, se pueden encontrar los contenidos, estandares de aprendizaje
y criterios de evaluacion para cada una de las asignaturas de la ESO y el Bachillerato.

La materia que sera objeto de nuestro analisis, como se ha mencionado previamente, es
la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas para el cuarto curso
de ESO. De acuerdo con el Real Decreto, esta asignatura se estructura a lo largo del afio
en 5 grandes bloques: Procesos, métodos y actitudes en matematicas; niumeros y
algebra; geometria; funciones; estadistica y probabilidad. Concretamente, en este
trabajo de fin de master, nos interesan dos areas tematicas en particular: el gran bloque,
gue trata los procesos, métodos y actitudes matematicas, ya que éste complementa
todos las demas y debe ser abordada en el estudio de cualquier otro bloque; y el bloque
cuarto, denominado funciones, ya que recoge los contenidos relacionados con las
funciones y sus representaciones graficas.

En relacion a los objetivos establecidos para esta etapa, a continuacion, presentamos los
objetivos especificos para la asignatura de Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas en la ESO en Andalucia, correspondientes al cuarto curso de la ESO, segun lo
expuesto en la Orden del 14 de julio de 2016:
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Mejorar sus habilidades de pensamienta reflaxiva v critico @ inoorporar al lEnguaje v mados
dee argumentacidn, la racionalidad v las formas de expresidan y razonamiento matemdtion,
tanto en los procesos mate méticos, cientifioos y tecnaldgions coma en los distintas ambitos de
la actividad humana.

I}

Recanacer y plant=ar sifuacionas susceptibles de sor formuladas en términos matemiaticos,
elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas v analizar los resultados wtilizanda los
recursas mas apropiados,

)

Cuantificar aquelles sspectos de la realidad gue permitan interpretarks mejor: otlizar tecnicas
de recogida de la informacidn y pracedimientos de medida, realizar o andlisis de los datos
madiants ol uso de distintas clases de nomeros v |a seleccdn de ks cilculas apropiados a cada
Lituacian.

4}

Identificar los elementas matermdticos (datos estadistices, geamétricas, grafioos, ciloulas, et}
presente @n los medios de comunicacian, Internat, publicidad v atras fuantes de infarmacian,
analizar crificamenta las funciones gue desempefian actas slamantos matematioas y wvalorar
Lu aportacitn para una mejor camprension de las mensajes,

5)

Identificar las formas ¢ relacionses sspaciales gue spoontramas en nuestra enfbarna, analizar
|l prapiedades ¥ relaciones geameabricas implhicadas v valorar su belless,

G}

Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnaldgicas |calculadars, ardenador,
dispasitivo mdwil, pizarra digital interactiva, etc) para realizar caleolos, buscar, tratar
representar informaciones de indoele diversa g como ayuada en el aprendizaje.

b

Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de aouerde con metodos dentificos
y prapias de la actividad matemdtica, tales como la axploraciin sistematica de altermativas, |a
precisidn en el lenguaje, la Rexibiidad para modificar el punte de vista o ks perseverancia en
|l basguesds de saluciones.

&)

Claborar actrategias personales para &l andlicis de situaciones concretas ¢ la identificacion y
resalucidn de problemas, wblizande detintos recursas e instrumentes vy valoranda s
conveniencia de las estrategias utilizadas en funcien del andlisis de los resultades y de su
cardcter exacto g aproximado.

a)

Flanifestar uma scttud positiva ante B recalucidn de problemas ¢ mostrar confanza an o
propia capacidad para enfrentarse a ellos com &xita, adguirienda un mivel de autaosstima
adecuada que e permita disfrutar de o aspectos creafivas, manipulativos, estéticos,
priaciicas v utilitarios de las matemiticas.

10

—

Integrar los conocimientos matemdticos en @l conjunte de saberes que 2 van adguiriendo
desde las distintas dreas de mado que guedan emplearse de Forma creativa, analibdca v orifica.

11

L

Valarar las matemiticas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto desde un punto
dee wista histdrico caomo desde la perspectva de su papel en la sooedad actual. Apreciar el
conssimisnto matematios acumuoelado par & humanidad ¢ su apartacion al desarralla social,
Ergndmicg v cultural.

llustracion 23 Objetivos de etapa. Matemdticas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas en la ESO en Andalucia.

Fuente: Elaboracion propia

Universidad de Jaén

De todos estos objetivos especificos podemos relacionar con la Unidad Didactica a
desarrollar en el presente TFM todos los objetivos, pero especialmente los n23, 4y 6 por
su conexién con el tema de funciones y graficas. Estos objetivos estan mas vinculados
con la tematica de este TFM por su conexion y utilidad en el bloque de funciones y
graficas en cuanto a cuantificar, identificar y desarrollar elementos matematicos y el uso
de herramientas TIC para optimizar los recursos disponibles.
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A continuacién, procederemos a examinar los contenidos que, de acuerdo con lo

establecido en el Real Decreto 1105/2014, requieren ser abordados en los dos bloques

previamente mencionados, en conjunto con los estandares de aprendizaje y criterios de

evaluacion asociados a dichos elementos.

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matemaficas

Planificacion del proceso de resolucion
de problemas.

Esfrategias y procedimientos puestos
en practica: uso del lenguaje apropiado
(grafico, numérico, algebraico, etc),
reformulacion  del  problema, resolver
subproblemas,  recuento  exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

Reflexion sobre los resultados: revision
de las operaciones utiizadas, asignacion
de unidades a2 los  resultados,
comprobacion e interpretacion de  las
soluciones en el contexto de la situacion,
bisqueda otras formas de resolucion, etc.

Planteamiento  de  investigaciones
matematicas  escolares en  contextos

numércos, geométricos,  funcionales,
estadisticos y probabilisticos.
Pracica de los procesos  de

matematizacion v modelizacion, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades
para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacion de medios tecnologicos en
el proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenada vy la
organizacion de datos.

b). la elaboracion y creaddn de
representaciones  graficas de datos
numéricos, funcionales o estadisticos.

). faciitar la  comprension  de
propiedades geoméfricas o funcionales y
la realizacion de calculos de  tipo
numérico, algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la
elaboracion de predicciones  sobre
situaciones matematicas diversas.

g). la elaboracion de informes y
documentos sobre los procesos llevados a
cabo y los resultados y conclusionss
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entomos
apropiados, la informacion y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utiizar procesos de  razonamiento
estrategias de resolucion de problemas Jealizando
los calculos necesarios y  comprobando  las
soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio,
para encontrar patrones, regulandades vy leyes
matematicas,  en contextos  numéricos,
geométricos,  funcionales,  estadisticos v
probabilisticos, valorando su ufilidad para hacer
predicciones.

4. Profundizar  en  problemas  resueltos
planteando pequefias variaciones en los datos,
ofras preguntas, otros contextos, etc.

5 Elaborar y presentar informes sobre el
proceso, resultados y conclusiones obfenidas en
los procesos de investigacian.

6. Desamoliar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geoméltricos,  funcionales,  estadisfcos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problemdticas de la
realidad.

7. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para rasolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al quehacer matematico.

9. Superar blogueos e insegundades ante la
resolucion de situaciones desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones fomadas,
aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las heramientas tecnologicas
adecuadas, de forma autdnoma, realizando
cdlculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulacionss o
analizando con sentido critico situaciones diversas
gque ayuden a la comprension de conceptos
matemiticos o a la resolucidn de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y
la comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando ¥
seleccionando informacion relevants en Internet o
en ofras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposiciones y argumentaciones de los
mismos Yy compartiendo éstos en  entomos
apropiados para facilitar la interaccion.

1.1. BExpresa verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema, con &l
rigor y la precision adecuados.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).

22 Valora la informacion de un enunciado y la relaciona
con el nimero de soluciones del problema.

2.3, Redliza estimaciones y elabora conjeturas sobrs los
resuliados de los problemas a resolver, valorando su
utilidad y eficacia.

24 Utliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en Ia resolucion de problemas, reflexionando
sobre el proceso de resolucion de problemas.

3.1, Identifica patrones, regularidades y  leyes
matematicas en situaciones de cambio, en contextos
numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos.

3.2, Utiiza las leyes matemdticas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

41. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucion y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando otras formas de resolucion.

42 SZe plantea nuevos problemas, a partir de uno
resuglto;  varando los datos, proponiendo  nuevas
preguntas, resolviendo ofros  problemas parecidos,
planteando casos particulares o mas generales de interés,
estableciendo conexiones entre el problema v 1a realidad.

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademds de
las conclusiones obtenidas, ufilizando distintos lenguajes:
algebraico, grafico, geomeétrico, estadistico-probabilistic.

6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

6.2, Establece conexiones enfre un problema del mundo
real y e mundo matematico: identificando 2 problema o
problemas matematicos que subyacen en & vy los
conocimientos matematicos necesarios.

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

6.4 Interpreta la solucidn matematica del problema en el
contexto de |a realidad.

6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusionas
sobre &l y sus resultados.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matemaficas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad vy
aceptacion de la critica razonada.

8.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con la
precision, esmero & inferés adecuados al nivel educativo y a
la dificultad de la situacion.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adoptar la
actitud adecuada para cada caso.

8.4. Desamolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitos de plantearise preguntas y buscar
respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceplos
como en la resolucion de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de
problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y
sU conveniencia por su sencillez y utiidad.

10.1. Reflexiona sobre los problemas resuelios y los
procesos desamollados, valorando la potencia y sencillez de
las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
similares.

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero

42

Universidad de Jaén




MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Universidad de Jaén

Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje

11.1. Selecciona hemamientas tecnoldgicas adecuadas y
las utliza para la realizacion de calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerios manualmente.

11.2. Utiliza medios tecnologicos para  hacer
representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnolagicos.

114. Recrea entomos y objetos geoméfricos con
hemamientas tecnoldgicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12.1. Elabora documentos digitales  propios  (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de bisqueda, andlisis v seleccion de informacion
relevantz, con la hemamienta tecnoldgica adecuada vy los
comparte para su discusion o difusion.

122 Utiiza los recursos creados para apoyar |a
exposicion oral de los contenidos trabajados en & aula.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnologicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico v estableciendo pautas
de mejora.

llustracion 24 Bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matemdticas. 42 ESO Matemdticas orientadas a las
ensefianzas aplicadas. Fuente: R.D. 1105/2014, del 26 de diciembre

Este bloque, podriamos decir que no tiene una Unidad Didactica como tal designada,
pero se trata de un bloque vehicular para todas las Unidades Didacticas a implementar
en una programacion didactica de la asignatura de matematicas, es decir, el bloque 1 se
trabaja transversalmente en todas unidades didacticas de dicha programacidn. Por este
motivo, tal y como se ha comentado, no tiene sentido pensar que una unidad didactica
pueda desarrollar todos estos “Procesos, métodos o actitudes”.

En cuanto al estudio de qué criterios estarian mas intimamente conectados a la Unidad
Didactica a elaborar en el presente TFM, en mi opinidn, resulta fundamental el uso de la
modelizacion de problemas cotidianos para resolverlos matematicamente y obtener una
solucién aproximada de la realidad. Por otro lado, otro criterio a desarrollar seria el uso
de las TICs puesto que estas serian susceptibles de ser usadas en cualquier Unidad
Didactica de la materia de matematicas.

En cuanto al bloque 4 de funciones, podemos observar a continuacién que algunos de
los criterios de evaluacidén, contenidos y estandares de aprendizaje relativos a este curso
académico se mantienen de cursos académicos previos, si bien es cierto que también
aparecen muchos de ellos como novedad. Esto viene a decirnos que, en cuarto curso de
ESO, se realiza cierto repaso de cursos anteriores y se afaden nuevos conocimientos

para cerrar esta etapa educativa.
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Bloque 4. Funciones

Interpretacion de un fendmeno descrito
mediante un enunciado, tabla, grifica o
exprasion analitica.

Estudio de otros modelos funcionales y
descripcion de sus caracteristicas, usando
el lenguaje matematico  apropiado.
Aplicacion en contextos reales.

La tasa de wvanacidn media como
medida de la variacion de una funcion en
un intervalo.

1. Identificar relaciones cuantitaivas en una
situacidn, determinar & tipo de funcidn que puede
representarias, y aproximar e interpretar [a tasa de
variacion media a partir de una grifica, de datos
numéricos o mediante e estudio de los
coeficientes de la expresion algebraica.

2. Analizar informacion proporcionada a partir
de tabias y oraficas que representen relaciones
funcionales asocadas a situacionss reales,
obteniendo informacion sobre su comportamiento,
evolucidn y posibles resultados finales.

1.1. Identifica y explica relaciones entre magnitudes que
pueden ser descritas mediante una relacidn funcional,
asociando las graficas con  sus  comespondientes
expresiones algebraicas.

1.2. Bxplica y representa graficaments el modelo de
relacion entre dos magnitudes para los casos de relacion
lineal, cuadratica, proporcional inversa y exponencial.

1.3. Identifica, estima o calcula elementos caracteristicos
de estas funciones (cortes con los gjes, intervalos de
crecimiento  y  decrecimiento, maximos  y  minimos,
continuidad, simetrias y periodicidad).

Universidad de Jaén

1.4. Expresa razonadamente conclusiones sobre un
fendmeno, a partir del andlisis de la grafica que lo describe
0 de una tabla de valores.

15. Analiza el crecimiento 0 decrecimiento de una
funcion mediante la tasa de variacion media, calculada a
partir de la expresion algebraica, una tabla de valores o de
la propia grafica.

16. Interpreta  situaciones reales que responden a
funciones  sencillas:  lineales,  cuadrdticas,  de
proporcionalidad inversa, y exponenciales

2.1, Interpreta criticamente datos de tablas y graficos
sobre diversas situaciones reales.

2.2. Representa datos mediante tablas y araficos
utilizando gjes y unidades adecuadas.

2.3. Destribe las caracteristicas mas importantes que se
extraen de una grafica, sefialando los valores puntuales o
intervalos de la variable que las determinan utilizando tanto
lapiz v papel como medios informiaticos.

24 Relaciona distintas tablas de valores y sus graficas
correspondientes en casos sencillos, justificando la
decision.

25 Utiiza con destreza elementos  tecnologicos
especificos para dibujar graficas.

llustracion 25 Bloque 4: Funciones. 42 ESO Matemdticas orientadas a las ensefianzas aplicadas. Fuente: R.D.

1105/2014, del 26 de diciembre
Adicionalmente a recurrir al Real Decreto para llevar a cabo este analisis curricular,
ademas se ha revisado la Orden de 14 de julio de 2016, la cual recoge el curriculo que
corresponde a la Educacién Secundaria Obligatoria en Andalucia, regula temas
especificos de la atencion a la diversidad y establece el sistema de evaluacidn del proceso
de ensefianza/aprendizaje del alumnado. De hecho, al comparar el Real Decreto con la
Orden de 14 de julio de 2016, se constituye una relacion directa entre todos los criterios
de evaluacidén y las competencias clave correspondientes que se exponen en cada uno
de ellos.

Seguidamente, se presentan los criterios de evaluacidn correspondientes a los bloques
uno y cuatro, junto con las competencias clave asociadas a cada uno de ellos:
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Blogque 1. “Procesos, métodos y actitudes en matematica”

Criterios de evaluacion Competencias

1. Expresarverbalmente, deforma razonada, el proceso seguido en

. CCL: CMCT
la resolucion de un problema
2. Uftilizar procesos de razonamiento v estrategias de resolucion de
problemas, realizando los calculos necesarios vy comprobando las CMACT: CAA

soluciones obtenidas

3. Describir v analizar situaciones de cambio, para encontrar
patrones, regularidades y leyes matemadticas, en contextos
. e . - I CCL; CMCT; CAA
numeéricos, geomeétricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos,

valorando su utilidad para hacer predicciones

4. Profundizar en problemas resueltos planteando peqguefas

o CMCT: CAA
variaciones en |os datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

%. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, resultados y CCL: CMICT:
conclusiones obtenidas en los procesos de investigacion CAA: SIEF
&. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de la

realidad cofidiana (numéricos, geomeétricos, funcionales, CMICT: CAA:
estadisticos © probabilisticos) a partir de la identificacion de CSC: SIEP

problemas en situaciones problematicas de |la realidad
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7. Valorar la modelizacion matematica como un recurso para

situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando con
sentido critico situaciones diversas que ayuden a la comprension

de conceptos matematicos o a la resolucion de problemas

resolver problemas de |a realidad cotidiana, evaluando |a eficaciay CWICT: CAA
limitaciones de los modelos utilizados o construidos
E. Desarrollar vy culivar las actitudes personales inherentes al cMCT
guehacer mate matico
9. Superar blogueos e inseguridades ante la resolucion de CMCT: CAA:
situaciones desconocidas SIEP
10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello CMCT: CAA:
para situaciones similares futuras SIEF
11. Emplear las herramientas tecnologicas adecuadas, de forma
autonoma, realizando calculos numeéricos, algebraicos o
estadisticos, haciendo representaciones graficas, recreando

CMCT: CD: CAA

12. UMilizar las tecnologias de |a informacion y la comunicacion de
modo habitual en el proceso de aprendizaje, buscando, analizando
y seleccionando informacion relevante en Internet o en otras

fuentes, elaborando documentos propios, haciendo exposicionesy
argumentaciones de los mismos y compartiendo éstos en entornos

apropiados para facilitar la interaccion

CCL: CMCT: CD:
CAA

llustracion 26 Bloque 1. Criterios de evaluacion y competencias. Fuente: Orden del 14 de julio de 2016. Elaboracion

propia.
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Blogue 4. “Funciones”

Criterios de evaluacion Competencias

1. Identificar relaciones cuantitativas en una situacian, determinar
el ipo de funcidn gue puede representarlas, y aproximar e
interpretar la tasa de variacion media a partir de una grafica, de | CMCT: CD: CAA
datos numeéricos o mediante el estudio de los coeficientes de |a

expresion algebraica

2. Analizar informacion proporcionada a partir de tablas v graficas
gue representen relaciones funcionales asociadas a situaciones
) ] . ) CMCT: CD: CAA
reales, obteniendo informacion sobre su comportamiento,

evolucion y posibles resultados finales

llustracion 27 Bloque 4. Criterios de evaluacion y competencias. Fuente: Orden de 14 de julio de 2016. Elaboracion
propia.

4.2, Analisis de libros de texto

Previo a proceder con un andlisis de los libros de texto, resulta relevante situar en
perspectiva el impacto de estas herramientas en el sistema educativo de Espaiia, dado
gue este recurso es extensamente empleado por los estudiantes en todos los niveles
educativos obligatorios, e incluso post obligatorios.

En primer lugar, Piedrahita (1999) resalta el papel de los libros de texto como un recurso
gue promueve la equidad de oportunidades entre los estudiantes. Este recurso permite
a aquellos estudiantes rezagados, que han faltado a clases por enfermedad u otras
razones, o simplemente no han comprendido la leccién impartida por el profesor,
mantenerse al ritmo del grupo a través del trabajo independiente en casa, utilizando los
diversos recursos disponibles (como teoria, ejercicios, entre otros) que el libro de texto
brinda.

Por otro lado, Campanario (2001) emplea una apreciacion igualmente favorable de los
libros de texto, sefialando que estas herramientas son una fuente de conocimiento tanto
para los docentes como para los estudiantes. Ademas, proporcionan una variedad de
ejercicios y problemas que promueven el aprendizaje activo. Por ultimo, los libros de
texto también brindan una amplia gama de cuestiones y problemas de evaluacién que

ayudan a medir el progreso y comprensién de los alumnos.

Por el contrario, al examinar el aspecto negativo, varias investigaciones establecen una
conexion entre el libro de texto y el entorno social en el que se crea y se usa. En este
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sentido, se han planteado debates controvertidos acerca de cédmo se seleccionan
determinados contenidos y se excluyen otros, influenciados por contextos referentes a
la ideologia, asi como las restricciones didacticas y los alicientes comerciales que
desfiguran el propdsito original de los materiales educativos impresos. Estas practicas
también pueden inhibir la capacidad investigadora y critica de los estudiantes, al
proporcionarles todo el conocimiento de antemano (Palop, 2017).

Adicionalmente, al realizar una reflexidn autocritica sobre la participacion de Espafia en
diversas "organizaciones internacionales que buscan fomentar y desarrollar nuevas
iniciativas de evaluacién de sistemas educativos con el propdsito de obtener informacién
para la mejora" (Lopez Varona y Moreno Martinez, 1997, p. 5), los resultados han sido
decepcionantes. Entre estas iniciativas, destaca el Programa para la Evaluacién
Internacional de Alumnos (PISA), llevado a cabo por la Organizacidn para la Cooperacién
y el Desarrollo Econdmicos (OCDE), en el cual Espafia ha participado en los afios 2000,
2003 (centrandose especialmente en la competencia matemadtica de los estudiantes),
2006, 2008 y 2012, entre otras.

En todas estas instancias de evaluacion, las conclusiones evidencian que los alumnos
espafioles se situan por debajo del promedio europeo, destacando las carencias del
sistema educativo espafol en comparacidén con otros paises.

Se presta especial atencidén a uno de los elementos centrales que se investigan debido a
su amplia utilizacidn en el sistema educativo de nuestro pais: los libros de texto. En la
actualidad, el 98,9% de los estudiantes espafioles los emplea como recurso diddctico
(Palop, 2017), por lo que resulta comprensible que se planteen interrogantes sobre su
eficacia y productividad.

Si nos detenemos a examinar los libros de texto de uno de los paises con destacados
frutos en categorias a nivel internacional, como el caso de Singapur (Beaton, 1996; Lopez
Varona & Moreno Martinez, 1997; Ministerio de Educacion, 2010; Ministerio de
Educacion Cultura y Deporte, 2012; Ministerio de Educacién y Ciencia, 2004, 2007, 2008;
Ministerio de Educacién y Politica Social y Deporte, 2005; OECD, 2012), podemos
constatar que se trata de libros organizados de forma que permiten adquirir
gradualmente un mayor entendimiento de las definiciones matematicas. Estos
materiales usan un planteamiento que empieza con interpretaciones visuales de la
materia, para luego avanzar hacia enfoques mas abstractos, empleando definiciones
pulcras y concisas que facilitan la transmisién de conocimiento en las etapas mas basicas,

sin sacrificar el rigor (Palop, 2017).

Ademas, es necesario examinar la actual situacién de las nuevas tecnologias, las cuales
estan adquiriendo un mayor protagonismo en comparacion con los libros de texto,
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debido a que brindan una amplia gama de oportunidades de desarrollo. Es por esta razén
que las editoriales se estdn amoldando a los nuevos formatos, incorporando recursos
adicionales como informacién en las paginas web, materiales educativos interactivos,
contenido audiovisual y recursos de informacién y documentacién complementaria. De
esta manera, se busca aprovechar los avances que las nuevas tecnologias brindan en el
proceso de ensefianza/aprendizaje.

Una vez se hayan explorado los enfoques predominantes que han sido objeto de estudio
en relacion al uso de los libros de texto en las entrafias del sistema educativo,
procederemos a llevar a cabo una evaluacién comparativa entre dos editoriales de
origen espafiol, especificamente

Anaya (Colera; Oliveira; Gaxtelu; Martinez, 2021) y SM (Pérez; Serrano; Hernandez;
Alcaide; Moreno; Donaire, 2021).

Como punto de partida, se realizara una comparacion del contenido tematico del libro
de texto correspondiente al curso especifico que estamos abordando, en este caso,
Matemadticas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas de 42 de ESO. Los indices
comparativos correspondientes se presentan en la siguiente ilustracion:

AMNAYA SM
1. Numeros enteros y racionales 1. Conjuntos numeéricos
2.Numerosdecimales 2. Potencias y raices

Universidad de Jaén

.Numeros reales

. Proporcionalidad

. Problemas aritméticos

. Expresiones algebraicas

. Expresiones algebraicas

. Ecuaciones

. Ecuaciones e inecuaciones

. Sistemas de ecuaciones

. Sistemas de ecuaciones

. Semejanza y trigonometria

8.

Funciones. Caracteristicas

. Problemas métricos

9. Las funciones lineales 9. Funciones

10. Otras funciones elementales 10. Funciones elementales
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11. La semejanza. Aplicaciones 11. Estadistica unidimensional
12. Geometria analitica 12, Estadistica bidimensional
13. Estadistica 13. Probabilidad

14. Calculo de probabilidades

llustracion 28 Comparativa entre indices de libros de texto de Anaya y SM. Fuente: Libros de texto de Anaya y SM.
Elaboracion propia.

Las primeras disparidades identihcadas entre ambos libros de texto se relacionan tanto
con la cantidad de temas abordados en cada uno de los libros como con la organizacién
y estructura de dichos temas.

Remarcados en color azul turquesa, se pueden observar los temas relacionados con el
bloque "funciones", el cual es relevante para nuestra unidad didactica. La editorial Anaya
dedica tres temas al estudio de funciones, mientras que la editorial SM dedica solamente
dos temas. Que una editorial dedica mas temas que otra al bloque de funciones no
significa que contenga mds materia. Posteriormente analizaremos los contenidos del
bloque de funciones de ambas editoriales y realizaremos una comparativa.

En cuanto a la editorial Anaya, los temas 8 “Funciones. Caracteristicas”, tema 9 “Las
funciones lineales” y tema 10 “Otras funciones elementales”, son los temas que este
libro de texto dedica al bloque de funciones. Esta editorial, ubica el bloque de funciones
posteriormente al bloque de dlgebra y justo antes de los bloques de geometria y
estadistica, que son los ultimos contenidos de este libro de texto.

En el caso de la editorial SM, los temas 9 “Funciones” y 10 “Funciones elementales”, son
los temas que este libro de texto dedica al bloque de funciones. En el caso de esta
editorial, ubican el bloque de funciones posteriormente al bloque de geometria y
anteriormente al bloque de estadistica que es el ultimo bloque de este libro de texto.

En mi opinidn, me parece mads correcta la extensién y contenido del libro de SM que el
de Anaya ya que, aunque dedica Unicamente dos temas al bloque de funciones, estos
temas son mas extensos y el contenido en general es mas extenso y abarca mas materia.
En cuanto a la ubicacion, me parece mas correcta la ubicacién del bloque de funciones
posteriormente al bloque de geometria ya que hay muchos conceptos de geometria que
se aplican en el blogue de funciones. En el caso de impartir antes del bloque de funciones
antes que el bloque de geometria tendriamos que introducir estos conceptos para poder
apoyarnos en la explicacion teédrica del bloque de funciones.
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Seguidamente, procederemos a examinar y comparar el tema 8 del libro de Anaya y el
tema 9 del libro de SM que son aquellos temas que mas se adaptan a los contenidos de
la Unidad Didactica que se pretende desarrollar en este trabajo. Analizaremos en detalle
los contenidos y la estructura de ambos temas, identificando en primer lugar los
contenidos que comparten ambas editoriales, los contenidos que una editorial aborda,
pero la otra no, y aquellos contenidos que ninguna de las editoriales aborda.

Los elementos temdticos que se encuentran presentes tanto en el tema 9 de SM como
en el tema 8 de Anaya son los siguientes:

Conceptos basicos. Variable dependiente y variable
independiente

CONTENIDOS QUE Dominio b recorrido

COMPARTEN AMBOS L .
Continuidad y discontinuidad

LIBROS DE TEXTO

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos

Periodicidad

llustracion 29 Contenidos que comparten ambos libros de texto de Anaya y SM. Fuente: Libros de texto de Anaya y
SM. Elaboracion propia

Por otro lado, vamos a comparar los contenidos que presenta una editorial que no
presenta la otra y viceversa:

ANAYA 5M
Como se nos presentan las funciones: - Suma vy diferencia de funciones
- Mediante su expresion grafica - Producto y cociente de funciones
- Mediante un enunciado - Composicion de funciones
- Mediante una tabla de valores - Funcidn inversa
- Mediante su expresion analitica - Puntos de corte con los ejes
- Simetria de una funcién

Ilustracion 30 Contenidos que no comparten ambos libros de texto de Anaya y SM. Fuente: Libros de texto de Anaya y
SM. Elaboracion propia
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Finalmente, los contenidos que serian susceptibles de ser abordados en estos temas
pero que no encontramos presentes en ninguna de las dos editoriales son los siguientes:

e Concavidad y convexidad

e Puntos de inflexion

Aunque existen algunas deficiencias en los contenidos abordados por ambas editoriales
tal y como se acaba de mencionar, se puede apreciar que se ajustan al curriculo actual.
Todos los contenidos que contempla el curriculo actual son recogidos en ambos libros
de texto tales como la interpretacion de tablas y graficas, estudio de diversos modelos
funcionales y estudio de la tasa de variacion media. Asimismo, ambas editoriales
recogen ejercicios y problemas de modelizacion matematica, recogidos en el bloque 1,
mencionado en apartados anteriores.

No obstante, seria beneficioso profundizar aun mas, especialmente en las caracteristicas
de las funciones, si las editoriales incorporaran aquellos conceptos que no se mencionan
en sus temas.

Como podemos observar en los contenidos que propone cada editorial para estos temas,
el libro de la editorial SM es bastante mas completo que el libro de la editorial Anaya.
Consta de mas contenidos y, ademas, profundiza mucho mds en el tema. Aunque en el
bloque de funciones, el libro de texto de Anaya consta de tres temas y el libro de texto
de SM consta de dos temas, los contenidos globales de este bloque son mayores en el
libro de SM ya que los temas son mas densos y profundiza mas en la materia.

Ahora, pasemos a discutir la estructura de los contenidos de ambas editoriales.

En ambas editoriales, podemos encontrar una seccion de introduccién que tiene como
objetivo presentar el tema. Sin embargo, existen diferencias en el enfoque de estas
introducciones. En el libro de Anaya, se plantea una introduccion con un enfoque mas
histdrico, mientras que en el libro de SM, la introduccidn se presenta a través de un
problema relacionado con la vida cotidiana: la velocidad que adquiere un coche al
emprender sumarchay como se puede representar graficamente mediante una funcién.

En mi opinidn, si bien es cierto que es importante conocer la historia de las matematicas,
creo que es mas importante realizar una introduccién con un ejemplo practico, tal y
como realiza la editorial de SM. De este modo, el alumnado puede comprender mejor el
objetivo de esta unidad y encontrar una utilidad a esta unidad didactica.

En el caso de la editorial Anaya, al explicar los contenidos, se utiliza una estructura
deductiva. Se comienza con la presentacion de los conceptos tedricos, seguidos por
ejemplos resueltos que ilustran dichos conceptos, y finalmente se incluyen un par de
ejercicios para que los estudiantes pongan en practica lo aprendido.
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En contraste, la editorial SM emplea una estructura inductiva. En este enfoque, se
comienza proporcionando ejemplos concretos vy, a partir del andlisis de estos ejemplos,
se llega a las definiciones tedricas de los conceptos abordados en dichos ejemplos. Para
concluir, al igual que en el caso de Anaya, se presentan algunos ejercicios con el objetivo
de brindar a los estudiantes la ocasidon de practicar lo aprendido.

En mi opinidn, tal y como se ha indicado anteriormente, me parece mas correcto el
método seguido por la editorial SM ya que el alumnado puede comprender para cada
apartado de la unidad didactica su utilidad, y de este modo prestarle mas atencién a las
explicaciones del docente.

Aunque Anaya sigue una estructura que va de lo general a lo especifico, y SM adopta una
estructura opuesta de lo especifico a lo general, en realidad, ambas editoriales se
adhieren a una metodologia de transmisién de conocimientos, donde el docente
presenta y explica los contenidos a la clase, y luego los alumnos tienen la oportunidad
de realizar los ejercicios propuestos como una forma de aplicacién y practica.

En relacién a los ejemplos y ejercicios resueltos, ambas editoriales proporcionan
ejemplos relacionados con cada uno de los contenidos abordados. Anaya los presenta
inmediatamente después de la explicacién de los contenidos, mientras que en el caso de
SM, los ejemplos se presentan como una introduccién a la explicacion de dichos
contenidos.

Ademas, en ambos libros se incluyen ejercicios resueltos. En el caso de Anaya, dentro de
las paginas que se dedican a la explicacion de los contenidos, se encuentran secciones
tituladas "Ejercicio resuelto", donde se detalla y se explica el procedimiento necesario
para resolver problemas, ilustrandolo con ejercicios resueltos. Por su parte, SM
incorpora algun ejercicio resuelto junto con los ejercicios propuestas para que realice el
alumnado al final de cada apartado. Estos ejercicios resueltos facilitaran a los estudiantes

la realizacion de las actividades finales.

En relacion a los ejercicios y actividades propuestos en los libros son muy similares entre
si. En primer lugar, los ejercicios asociados a las introducciones de cada editorial
consisten en repaso de los conocimientos obtenidos en afios anteriores, ejercicios de
repaso enfocados en los ejes de coordenadas, de lectura de graficas de ejemplos
practicos, etc. El resto de ejercicios van enfocados al nivel que propone cada libro. En el
caso de los apartados similares, los ejercicios propuestos son muy parecidos, apenas
existen discrepancias.

Tanto en Anaya como en SM, se observa una coincidencia en la estructura de los
ejercicios propuestos. Después de la explicacién de cada uno de los contenidos del tema,
ambos libros incluyen un par de ejercicios con el objetivo de que los estudiantes
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practiquen y apliquen lo aprendido. Ademas, al final de la unidad, una vez que se han
presentado todos los contenidos del tema, ambos libros ofrecen una amplia variedad de
ejercicios. Estos ejercicios tienen como objetivo principal aplicar el conocimiento
afianzado a lo largo de la unidad. En su mayoria, estos ejercicios se enfocan en la
resolucidn individual y requieren la aplicacidn de los procedimientos aprendidos en clase
para resolver ejercicios de manera mecdnica.

Para finalizar, al llegar a la pagina final del tema en los dos libros, nos encontramos con
una seccidon de actividades que difiere de las anteriores. Estas actividades estan
disefiadas especificamente para fomentar el desarrollo de la competencia matematica 'y
el pensamiento critico. En el caso de SM, se presentan actividades que promueven el
pensamiento matematico aplicado a situaciones de la vida real, pruebas de tipo PISA 'y
actividades de trabajo en equipo. Esto concordaria perfectamente con la modelizacién
matematica propuesta en el bloque 1. Asimismo, en el libro de Anaya, se proponen
actividades con el objetivo de fortalecer el razonamiento matematico, junto con una
autoevaluacién de los contenidos abordados en la unidad.

Por ultimo, debemos mencionar la ausencia de menciones a recursos tecnoldgicos y
trabajos cooperativos en ninguno de los dos libros durante el desarrollo del tema. No se
hace referencia explicita a herramientas tecnoldgicas en ninguna parte de los libros,
dejando en manos de los docentes la eleccion y utilizacion de estas herramientas para
mejorar el proceso de interiorizacion de conocimientos de los estudiantes. En cuanto a
los trabajos cooperativos, el libro de Anaya no incluye ninguna referencia o actividad
relacionada con este enfoque. Por otro lado, en el libro de SM se proponen ejercicios de
mayor complejidad al final de la unidad que se podrian proponer como cooperativos,
pero no lo indica asi el libro de texto como tal.

En resumen, los dos libros presentan una gran similitud. La estructura del tema es
practicamente idéntica, si bien es cierto que la editorial SM profundiza mas que la
editorial Anaya en los contenidos que presentan, la mayoria de los ejercicios son muy
similares, y se presta poca atencidn a los trabajos cooperativos o a las actividades que
promuevan el razonamiento matematico. Ademas, se observa una falta de énfasis en el
uso de herramientas tecnoldgicas en ambos libros. Ambos se centran principalmente en
ejercicios mecanicos que los estudiantes realizan de manera individual y siguiendo
algoritmos establecidos, sin la necesidad de reflexionar mas alld de la aplicacién
mecanica de los conceptos. Tal vez se pueda argumentar que el libro de SM tiene una
base tedrica mas densa, mientras que el libro de Anaya destaca por sus ejemplos y
ejercicios practicos.
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5. Fundamentacion Didactica. Investigaciones sobre situaciones de
ensefianza/aprendizaje

La exploracién en el campo de la didactica de las matematicas, referida a cdmo los
estudiantes asimilan el contenido matematico, es extensa y de naturaleza compleja.
Particularmente, pondremos el punto de mira en el estudio del proceso de aprendizaje,
interpretacién e internalizacién de los conceptos arraigados a nuestro enfoque: las
funciones y sus representaciones graficas. Ademas, es relevante considerar los patrones
recurrentes de errores y equivocos entre los estudiantes, para poder dedicar una
atencidon mas especifica a dichos aspectos al desarrollar nuestra unidad didactica. No
obstante, en esta seccién no se tiene como objetivo crear un panorama exhaustivo, sino
efectuar una breve evaluacién de algunos trabajos investigativos pertinentes que
contribuyan a profundizar en nuestro tema de estudio.

Para llevar a cabo nuestra revisidn, hemos dirigido nuestra atencidn hacia un articulo
académico y una tesis doctoral, publicada en formato de libro con posterioridad:

e Arce, M. yT. Ortega (2013). Deficiencias en el trazado de gréficas de funciones en
estudiantes de Bachillerato.

e Ruiz Higueras, L. (1998). La nocién de funcién: Andlisis epistemoldgico vy
diddctico. Universidad de Jaén.

El enfoque tanto del articulo como del libro se centra en investigar a estudiantes de nivel
de Educacion Secundaria, lo cual se alinea de manera relevante con el alcance de este
TFM. Dado que la unidad didactica se encuentra dirigida a estudiantes de la ESO, esta
eleccidon resulta altamente pertinente. Asimismo, en nuestro analisis, también
utilizaremos en menor medida el articulo de Alpizar Vargas et al. (2018), debido a su
afinidad tematica que lo convierte en un recurso complementario valioso para nuestra
revision.

La decision de analizar el articulo de Arce y Ortega (2013) radica en su tematica
especifica. El articulo aborda los fallos comunes cometidos por los alumnos al
confeccionar graficas de funciones, y para abordar estos errores, resulta primordial en
primera instancia identificar y comprender tales equivocaciones frecuentes. En relacion
al libro de Ruiz Higueras (1998), su enfoque es analogo, aunque mas amplio en cuanto
al concepto de funcién, no restringiéndose Unicamente al ambito de las graficas.
Adicionalmente, la eleccion de este libro se ve influenciada por el estatus de prestigio
académico de Ruiz Higueras en la Universidad de Jaén, y por el hecho de que su
investigacién doctoral se enfocd en esta area especifica.

De acuerdo con Alpizar Vargas et al. (2018), la identificacién de errores relacionados con
un concepto matematico especifico arroja luz sobre los factores que han impactado en
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el proceso de interiorizacidon de conocimiento por parte de los estudiantes. Por tanto, es
comprensible que, para prevenir estas equivocaciones, seria beneficioso personalizar el
contenido curricular de manera que se pueda emprender de manera efectiva la
pluralidad presente en cada grupo de estudiantes.

En el trabajo de investigacion desarrollado por Abrate, Pochulu y Vargas (2006), se
presenta una recopilaciéon de los errores mas frecuentes que los estudiantes suelen

cometer en la asignatura de matematicas:

e Errores por el uso incorrecto de simbolos matematicos.

e Errores por realizar representaciones graficas inadecuadas.
e Errores de concepto.

e Errores por realizar asociaciones incorrectas.

e Errores por el mal uso del lenguaje algebraico.

e Errores de interpretacion de las representaciones graficas.

Se pondra especial atencién al ultimo tipo de errores, ya que uno de los documentos
analizados se enfoca de manera especifica en la exploracién de las imprecisiones durante
la creacidn de representaciones graficas.

Para comenzar, se van a examinar los fallos que los estudiantes frecuentan tener en
relacion al concepto de funcion, el cual es esencial en el dmbito de las matematicas y, en
ocasiones, no queda completamente claro, originando posibles errores significativos.

De acuerdo con lo expresado por Alpizar Vargas et al. (2018), es frecuente que los errores
gue cometen los estudiantes se originan por una comprensién insuficiente de los
conceptos. Ademds, muchos de estos errores no se derivan principalmente de
dificultades con los contenidos relacionados con las funciones, sino que estan
relacionados con operaciones elementales y contenidos mas bdsicos que, en teoria, los
alumnos deberian haber dominado en afios anteriores. Esta situacidon resulta
inquietante, aunque en realidad, no esta vinculada a las problematicas asociadas con el
concepto de funcién.

Conforme a lo expuesto por Ruiz Higueras (1998), existen tres elementos cruciales al
abordar la nocién de funcién: la comprensidon del concepto, la representacion grafica de
funciones y la aplicacion de funciones. Dentro de estos tres contextos, los estudiantes
presentan perspectivas sumamente variadas.

Tomando como ejemplo el entendimiento del concepto de funcién (Ruiz Higueras,
1998), se presentan diversas concepciones equivocadas. Entre estas, se podria
mencionar el no considerar las funciones constantes como funciones, ya que, para una
fraccién del alumnado, una funcién se limita a ser una expresién en la que, partiendo de
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un valor asignado a x, se consigue un valor para y. Esto excluye, erréneamente, a las
funciones constantes. Otro caso es la omisidon por parte de algunos estudiantes de la
premisa de que cada entrada de una funcion debe tener una salida Unica, un aspecto
fundamental en el concepto mismo de funcién.

Desde otra perspectiva, en lo que respecta a la representacién de las funciones, Ruiz
Higueras (1998) sefiala que existen diferentes puntos de vista. Por un lado, hay
estudiantes que solo identifican una funcién cuando esta presentada en su forma
explicita, mientras que otros consideran como funciones Unicamente aquellas
expresiones algebraicas que pueden ser visualizadas graficamente. Ahora bien, muchos
estudiantes sostienen la opinién de que dichas representaciones graficas deben
obedecer ciertos patrones de regularidad o continuidad, descartando como grafica de
funciéon aquellas que presentan numerosas discontinuidades o una traza irregular.
Ademas, existe la percepcién de que ciertas caracteristicas de las funciones, como la
monotonia o continuidad, se asocian mas con las representaciones graficas que con las
propias funciones en su forma analitica.

En la ultima consideracion explorada Ruiz Higueras (1998), se observa un consenso en la
perspectiva de los alumnos en relacién al empleo de las funciones. De una forma u otra,
todos coinciden en que las funciones se emplean para abordar asuntos matematicos
internos, como elaborar una representacién grafica, generar una tabla de valores,
resolver una ecuacién o delimitar el dominio de una funcién. Sin embargo, este punto
de vista excluye por completo la aplicabilidad de las funciones en contextos de la vida
diaria o mas alla de la influencia de las matematicas. No se toma en consideracién en
absoluto cédmo las funciones son herramientas esenciales para modelar situaciones

cotidianas en las cuales se experimenta una variacion.

De este modo, Ruiz Higueras (1998) aborda las incoherencias identificadas en los
alumnos en relacién con el concepto de funciones. Entre estas, resaltan, por ejemplo, la
inhabilidad de los estudiantes para discernir una funcién en su forma explicita o
implicita, o incluso, la complicacién para relacionar una funcidon expresada
algebraicamente con su correspondiente representacién grafica.

El dmbito de las representaciones graficas de funciones abarca una extension
considerable y abierta. Se presentan incontables posibilidades de errores que los
estudiantes podrian cometer en este ambito. En primer lugar, un 36,2% de los
estudiantes concibe la grafica como el resultado de un proceso de analisis de una
funcién, en lugar de percibirla como una herramienta que contribuye a comprender mas
a fondo la funcion que estd siendo estudiada (Ruiz Higueras, 1998). Sin embargo, no
solamente es el propdsito de las graficas lo que confunde a los estudiantes, sino que
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también cometen numerosos errores al momento de representar las graficas de manera
adecuada.

El articulo de Arce y Ortega (2013) se centra precisamente en este asunto: la
considerable cantidad de equivocos presentes en las representaciones de funciones por
parte de los estudiantes. Duval (1993) sostiene que las representaciones son la fuerza
motriz principal para el entedimiento de los conceptos. La diversidad de maneras en las
que se puede representar un concepto y la habilidad para transitar fluidamente entre
estas representaciones son elementos que enriquecen la percepcion del concepto por
parte de los alumnos. El dilema en torno a las fallas en las representaciones radica en
gue los estudiantes confian en gran medida en dichas representaciones para abordar
problemas. Por consiguiente, estas representaciones deberian ser suficientemente
apropiadas y ajustarse rigurosamente a la definicién del concepto que representan
(Vinner, 1991).

Con el objetivo de abordar estas insuficiencias, se busca examinar los errores
predominantes que los estudiantes cometen al trazar la representacion grafica de una
funcioén. Las deficiencias identificadas tienen el potencial de generar obstaculos para una
interpretacién precisa de una funcidn basada solamente en la informacién
proporcionada por su representacién grafica (Arce y Ortega, 2013). Entre los fallos mas
recurrentes se encuentran los siguientes:

e Fallo del concepto de funcién:

Estas carencias se originan debido a que los estudiantes no consideran la singularidad
de la imagen de la funcién. Al representar graficamente una funcién, esto se manifiesta
en dos aspectos: un 61% dibuja trazos esencialmente verticales en ramificaciones
infinitas que no son asintdticas, como sucede en el caso de las parabolas, y un 32% ilustra
multiples puntos imagen para un mismo punto del dominio. Este fendmeno se presenta
predominantemente en funciones definidas por segmentos (Arce y Ortega, 2013).

llustracion 31 Funcion a trozos con errores en la imagen para un mismo punto del dominio. Fuente: Arce y Ortega
(2013, p.66)

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero
58



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Universidad de Jaén

llustracion 32 Ramas verticales en representacion parabdlica. Fuente: Arce y Ortega (2013, p.65)
e Fallos la representacién de asintotas

Los fallos en relacion con la representacidon de las asintotas presentan una cantidad
significativa. Conforme lo destacan Arce y Ortega (2013), algunos estudiantes omiten
trazar las asintotas cuando corresponde, y si lo hacen, su representacion no se asemeja
a una auténtica asintota. También se presentan ocasiones en las que se verifica una
separacion entre la funcién y la asintota en la etapa final de la traza de la funcién,
cuando, en esa ubicacidn, la funcion deberia aproximarse mas a la asintota que nunca.
Sin embargo, el desafio mas prominente al dibujar asintotas es que el proceso de
aproximacion de la funcién a la asintota no ocurre de forma gradual. En realidad, a partir
de un punto especifico en las representaciones, aproximadamente un 82% de los
estudiantes establece una distancia equidistante entre la funcién y la asintota.

llustracion 33 Representacion de asintotas. Fuente: Arce y Ortega (2013, p.66)
e Fallos en el escalado de los ejes

En lo que respecta a la aplicacion de escalas, de acuerdo a lo planteado por Arce y Ortega
(2013), se observa que un 42% de los estudiantes emplea escalas que no son
proporcionadas. Por otro lado, la limitacidn mds extendida (abarcando al 75% de los
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estudiantes) es la omision de las escalas; en otras palabras, no incorporan ningun tipo
de escala para lograr una representacién exacta de la grafica.

1 |

e /

lustracion 34 Uso de escala desproporcionada. Fuente: Arce y Ortega (2013, p. 67)

e Fallos por las caracteristicas de una funcién

En lo que respecta a este tipo de error, Arce y Ortega (2013) presentan diversos casos
que ilustran las deficiencias vinculadas con las propias particularidades de la funcién. Un
ejemplo de esto es el caso del crecimiento en la funcién, como en el caso de los
logaritmos, donde la rama infinita (no asintética, ya que la funcién es creciente en todo
el dominio de la misma) se traza de manera paralela al eje o incluso, en algunos casos,
decreciente. También se aborda la cuestion de la derivabilidad de las parabolas, la cual
puede suscitar interrogantes debido a la prominente forma de pico que se puede
identificar en ciertas graficas en la proximidad del vértice de la parabola.

llustracion 35 Rama infinita no creciente. Fuente: Arce y Ortega (2013, p.68)

De acuerdo a estos estudios, se pueden identificar razones subyacentes que llevan a los
estudiantes a incurrir en estos fallos, ya sea aquellos ligados al entendimiento del
concepto de funcidn, su representacién y empleo, asi como también los que se refieren
a la creacién de representaciones graficas de funciones.
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Siguiendo el razonamiento de Ruiz Higueras (1998), los alumnos se topan con una
sucesion de barreras al momento de asimilar el concepto de funcién. Estos obstaculos
pueden derivar de enfoques didacticos (equivocaciones que surgen debido a la
limitacion en la presentacion de informacidn a los estudiantes sobre formulas, técnicas
de calculo o geometria, por ejemplo) o pueden emerger del propio entendimiento del
estudiante (errores que se originan en intuiciones incorrectas o en la interpretacién
errada de conceptos). Adicionalmente, la ensefianza promueve el uso de funciones de
forma especifica disefiadas para explorar determinadas caracteristicas, lo cual podria
resultar en la falta de familiaridad por parte de los estudiantes con otros tipos de
funciones (Ruiz Higueras, 1998).

En otro sentido, en relacién con la elaboracién de graficas, Arce y Ortega (2013) postulan
que las razones detras de las carencias que identificamos en la creacion de
representaciones graficas de funciones podrian residir en que los estudiantes no han
asimilado de manera suficiente las propiedades de las funciones. También podria
deberse a la incapacidad de traducir adecuadamente estas propiedades al proceso de
trazado grafico, o incluso a errores inherentes a la comprensién de conceptos como
funcién o asintota, por ejemplo. Ademas, estas imprecisiones podrian incrementarse si
el profesor comete algun error en la metodologia de ensenanza. El hecho adicional de
que el dibujo de una funcién en papel sea inherentemente impreciso contribuye a
amplificar las deficiencias en la representacién.

Adicionalmente, en la actualidad, se enfatiza la necesidad de que las funciones o las
representaciones graficas abordadas por los estudiantes sean simples y de sencilla
evaluacion. Este enfoque en la evaluabilidad estd arraigado en el sistema educativo
actual, el cual concede una alta prioridad a los aspectos algebraicos (Ruiz Higueras,
1998). Como resultado, se relega en gran medida la consideracion de la modelizacidn, lo
que lleva a que los estudiantes, por un lado, desarrollen perspectivas sumamente
limitadas sobre el concepto de funcién o la utilidad de las graficas vy, por otro lado, no
puedan discernir un propdsito mas alla de la dimensidn intramatematica al emplear las
matematicas (Ruiz Higueras, 1998). En resumen, los estudiantes no logran comprender

la relevancia de las funciones en nuestra vida diaria.

En mi opinidn, se trata de un error en la forma de impartir este bloque. Lo principal que
debe descubrir el alumno es la utilidad a lo que esta aprendiendo para poder emplearlo
en su dia a dia. De aqui nace la modelizacién matematica. Este problema se podria
solucionar introduciendo mas ejercicios y problemas de modelizacién matematica en los
libros de texto. Esta claro que la modelizacién matematica es compleja y no es facil de
explicar, pero se debe realizar un esfuerzo en este sentido.
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Consideremos en este momento las propuestas que se presentan con el propdsito de
abordar los errores y las carencias que hemos expuesto a lo largo de esta evaluacion.

En un primer enfoque, Ruiz Higueras (1998) nos plantea la necesidad imperativa de
involucrar problematicas de modelizacidn, con el fin de brindar a los estudiantes una
perspectiva que trascienda el ambito matematico. De este modo, se podria ilustrar como
las funciones y las representaciones graficas son herramientas pragmaticas. Por otra
parte, las actividades propuestas deberian superar el alcance de aquellas que pueden
ser resueltas mecanicamente, sin que los estudiantes se involucren en la reflexién o
cuestionamiento sobre cémo emplean los conceptos (Alpizar Vargas et al., 2018).

En relacién a las representaciones graficas, resulta esencial que los estudiantes
interpreten las graficas como un medio para manifestar la variabilidad y la dependencia,
en lugar de considerarlas Unicamente como un instrumento para resaltar caracteristicas
de la funcién en cuestién (Ruiz Higueras, 1998). Ademads, es imperativo que los
estudiantes desarrollen su pensamiento critico en el dmbito del trazado de funciones y
sean capaces de discernir en qué grado una representacién grafica muestra con precision
las caracteristicas de la funcién que estd siendo representada (Arce y Ortega, 2013).

En resumen, la practica de la modelizaciéon se fundamenta en las funciones y sus
representaciones, y es lamentable que los estudiantes se limiten a utilizar las funciones
y explorar sus propiedades exclusivamente en el ambito matematico, considerando su
gran utilidad y potencial. En este sentido, los educadores tienen la responsabilidad de
fomentar un enfoque hacia la modelizacién matematica y fomentar el cultivo del
pensamiento critico en los estudiantes, con el objetivo de capacitarlos para discernir de
manera autdnoma cuando se ha empleado el concepto de funcién o su representacion

de una manera adecuada y expansiva, en lugar de restringida.

6. Proyeccion Didactica. Elaboracion de una Unidad Didactica
6.1. Titulo

La Unidad Didactica presentada lleva por nombre "Funciones y Graficas". Siguiendo los
lineamientos establecidos en el R.D. 1105/2014, emitido el 26 de diciembre, que regula
el curriculo fundamental para la Educacién Secundaria Obligatoria, se abordaran los
temas relacionados con la asignatura de Matemadticas Orientadas a las Ensefianzas
Aplicadas del cuarto curso de la ESO.

6.2. Justificacion

En esta parte, se discute desde distintas perspectivas la importancia de crear la presente
Unidad Didactica enfocada en el estudio de funciones y las representaciones graficas
asociadas a las mismas.
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6.2.1. Justificacion curricular

En primer lugar, en la seccion de justificacion curricular, se realiza un analisis exhaustivo
del curriculo, donde se destacan los contenidos abordados en el bloque dedicado a las
funciones, asi como en el primer bloque, el cual complementa a los demas. En esta
ocasioén, nos focalizaremos, de manera exclusiva, en el bloque de funciones, en el cual
seleccionaremos los conceptos pertinentes para esta unidad didactica. Es importante
sefialar que no todos los contenidos del bloque de funciones seran tratados en esta
parte, ya que abarcaria un temario muy extenso para su desarrollo en una sola unidad.
Por esta razdn, en este tema solo se abordard la primera mitad de los contenidos
relacionados con las funciones que deben ser estudiados.

Tanto en el Decreto Real 1105/14, emitido el 26 de diciembre, como en la Orden del 14
de julio de 2016, se especifican los contenidos que deben ser abordados en la asignatura
de Matematicas orientada en las ensefianzas aplicadas del cuarto curso de la ESO,
relacionado con las funciones, sus propiedades y su representacion grafica.

A continuacién, podemos encontrar los criterios de evaluacidén relacionados con los
contenidos indicados anteriormente:

Criterios de Evaluacion segan la Orden del 14 de julio de 2016

1. Identificar relaciones cuanfitativas en una situacian, determinar el tipo de funcion gue puede
representarlas, y aproximar e interpretar |a tasa de variacion media a partir de una grafica, de
datos numéricos o mediante el estudio de los coeficientes de la expresian algebraica. CMCT,
€D, CAA.

2. Analizar informacion proporcicnada a partir de tablas v graficas que representen relaciones
funcionales asociadas a situaciones reales, obteniendo informacion sobre su comportamientao,

evolucian y posibles resultados finales. CMCT, CD, CAA.

llustracion 36 Criterios de Evaluacion. Fuente: Orden del 14 de julio de 2016

Finalmente, consultando el Real Decreto 1105/2014, del 26 de diciembre, podemos
descubrir los estdandares de aprendizaje evaluables relacionados con los contenidos y

criterios de evaluacion descritos anteriormente:
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Estandares de aprendizaje evaluables segin el Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

1.1. Identifica y explica relaciones entre magnitudes que pueden ser descritas mediante una relacion
funcional, asociando las graficas con sus correspondientes expresiones algebraicas.

1.2. Explica y representa graficamente el modelo de relacion entre dos magnitudes para los casos de
relacion lineal, cuadratica, proporcional inversa y exponencial.

1.3. |dentifica, estima o calcula elementos caracteristicos de estas funciones (cortes con los gjes,
intervalas de crecimiento v decrecimiento, maximos y minimaos, continuidad, simetrias y periodicidad).

1.4. Expresa razonadamente conclusiones sobre un fenomeno, a partir del analisis de la grafica que lo
describe o de una tabla de valores.

1.5. Analiza el crecimiento o decrecimiento de una funcién mediante la tasa de variacidon media,
calculada a partir de la expresion algebraica, una tabla de valores o de la propia grafica.

2.1. Interpreta criticamente datos de tablas y graficos sobre diversas situaciones reales.

2.2. Representa datos mediante tablas v graficos utilizando gjes v unidades adecuadas.

2.3. Describe las caracteristicas mas importantes que se extrasn de una grafica, sefialando los valores
puntuales o intervalos de la variable gue las determinan utilizando tanto lapiz v papel como medios
informaticos.

2 4 Relaciona distintas tablas de valores y sus graficas correspondientes en casos sencillos, justificando
la decision.

2.5. Utiliza con destreza elementos tecnoldgicos especificos para dibujar graficas.

llustracién 37 Estdndares de aprendizaje evaluables. Fuente: Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

Es importante destacar que hemos excluido los contenidos relacionados con las
funciones cuadraticas y resto de funciones elementales, ya que no seran abordados en
esta unidad didactica. Dichos temas se abordaran en una unidad posterior, que no es de
nuestra competencia en este Trabajo de Fin de Master.

Relativo a los criterios de evaluacidn enumerados con anterioridad, podemos
percatarnos que los estudiantes mejoraran las siguientes habilidades y competencias
clave por medio del estudio de la materia de esta unidad: Competencia matematica y
competencia bdasica en ciencia y tecnologia (CMCT), Competencia Digital (CD) y
Competencia de aprender a aprender (CAA).

Ademads de las competencias clave previamente mencionadas, también se abordardn
otras habilidades y capacidades, tales como:

e Competencia en comunicacién linglistica (CCL)

e Competencias sociales y civicas (CSC)
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Aunque estas competencias clave no estan directamente vinculadas a las matematicas
en si, son igualmente relevantes para el crecimiento integral de los estudiantes en su
vida diaria. Ademas, promueven el desarrollo de destrezas que pueden resultar Utiles
tanto en otras asignaturas como en su futuro desempefio profesional.

6.2.2. Justificacion social

Las funciones forman parte de un bloque de las matemdaticas ampliamente empleadas
en diferentes situaciones diarias desde tiempos remotos. Sin embargo, pasamos por alto
su presencia y no somos conscientes de que las estamos utilizando casi toda la parte del
tiempo.

Como se ha mencionado en el apartado de Fundamentacién Didactica, conforme a lo
expuesto por Ballester Sampedro (2009), en variados campos cientificos, y también en
aquellos que no son cientificos, es factible proponer leyes que vinculan diversas
magnitudes. Por ejemplo, se puede fijar una relacién entre la masa y la velocidad, es
decir, a partir del valor de una de las magnitudes, mediante una funcién, se puede
determinar el valor de otra magnitud que se encuentra relacionada con la primera.
Ademas, las funciones pueden ser representadas de forma algebraica o a través de
graficas. Esta ultima forma de representacion nos facilita visualizar cémo una funcién
relaciona magnitudes, resultando mas intuitiva y comprensible para personas de diverso
perfil.

Las funciones tienen una amplia presencia en numerosas areas, ya que establecer una
relacion entre dos magnitudes a través de una férmula comprobada puede resultar de
utilidad para pronosticar la variaciéon de una magnitud en funcién de la otra. Esta
capacidad de prediccion encuentra aplicaciones en diversos campos.

Las funciones son ampliamente utilizadas no solo en las matematicas y la estadistica,
sino también en una multitud de disciplinas en el ambito de la fisica, como la dinamica,
la cinematica, la estatica, la termodinamica, entre otras. Por consiguiente, su estudio se
lleva a cabo tanto en programas de ingenieria como en campos como la fisica, la 6ptica,
la quimicay la biologia. Ademas, es posible encontrar funciones en el ambito econdmico,
donde, por ejemplo, los costos y la cantidad de productos pueden estar relacionados a

través de una funcion.

Las funciones no se limitan Unicamente a los campos mencionados anteriormente.
También las podemos encontrar en campos como la musica. Los pitagéricos de la antigua
Grecia mantenian la creencia de que la esencia de la naturaleza radica en la armonia que
emana de los numeros.
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En conclusién, la utilizacién de funciones resulta fundamental en numerosos campos del
conocimiento. No solo en estudios avanzados, sino también en la vida diaria, donde la
funcioén lineal prevalece en gran medida.

Para concluir, a modo de ilustracidn sobre cdmo las funciones se encuentran presentes
en nuestras vidas, aungue en ocasiones no seamos plenamente conscientes de ello,
podemos mencionar el caso de la escala de Richter, la cual todos hemos escuchado en
la television u otros medios de comunicacion. Esta escala se utiliza para medir la
intensidad de los terremotos y se basa en el uso de una funcién especifica. De manera
similar a este ejemplo, existen innumerables funciones en nuestra sociedad que poseen
una clara utilidad practica.

6.2.3. Justificacion didactica

Es esencial que los estudiantes adquieran una comprensién sélida del concepto de
funcién y la representacion grafica de una funcién, ya que este conocimiento les
resultard fundamental en su trayectoria académica para abordar nuevos temas y
conceptos relacionados con las funciones.

Los conocimientos que se fundamentan en las funciones son numerosos e
indispensables. En los niveles educativos de la ESO y Bachillerato, se introduciran
conceptos que carecerian de sentido sin haber estudiado previamente las funciones. Por
ejemplo, las funciones cuadrdticas, cubicas, la funcién inversa, los diferentes tipos de
funciones y sus representaciones graficas, los limites, la continuidad, la monotonia y los
diversos tipos de discontinuidades, el calculo derivativo, las rectas tangentes, las
primitivas, las integrales y los problemas de optimizacidn. Estos son solamente algunos
ejemplos de los conceptos que se basan en las funciones.

Por otro lado, al acceder a estudios universitarios en areas cientificas como matematicas,
fisica, ingenieria, economia, 6ptica, entre otras, resulta fundamental haber adquirido y
comprendido a fondo los conocimientos relacionados con las funciones en las etapas
obligatoria y post obligatoria. Esto se debe a que este conocimiento se vuelve esencial
para alcanzar el nivel de conocimientos requeridos en el ambito universitario. Gran parte
de las asignaturas que se cursaran en la etapa universitaria se basan en las funciones y
en la modelizacion. Como mencionamos anteriormente, las funciones juegan un papel
esencial en temas como la cinematica, la termodindmica y la economia. La Ley de la
Gravitacion Universal de Newton y la Ley de Coulomb son ejemplos de conceptos con
una sdlida base matematica en los que es necesario emplear funciones. Del mismo
modo, en la determinacién de las ondas electromagnéticas de Maxwell y en muchas
otras aplicaciones, las funciones también juegan un papel relevante.
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En resumen, el estudio de las funciones es fundamental para garantizar un futuro exitoso
tanto en la etapa de la ESO y el Bachillerato como en los estudios universitarios. Las
funciones representan un pilar fundamental en el ambito del conocimiento matematico
avanzado y constituyen el nucleo central de gran parte de la investigacion matemadtica

actual.

6.2.4. Justificacion cultural

Existen una infinidad de representaciones graficas de funciones que podemos observar
tanto en la naturaleza como en nuestra sociedad, las cuales nos permiten admirar la
belleza de las matematicas y, en particular, de la representacién de funciones.

Podemos observar esta representacion en los movimientos presentes en la naturaleza,
como, por ejemplo, al lanzar una pelota. La trayectoria seguida por la pelota puede ser
descrita como la grafica de una funcidon cuadratica. Asimismo, cuando un objeto se
desplaza con un movimiento rectilineo uniforme o un movimiento rectilineo acelerado,
podemos expresar su movimiento mediante una funcién lineal o una funcién cuadratica,

respectivamente.

velocidad
de caida

I Vértice (punto més alto)

velocidad ~.

ascendente @
\

- MOVIMIENTO
PARABOLICO

Ilustracion 38 Movimiento parabdlico lanzamiento pelota. Fuente:
https://www.um.es/phi/aquirao/EntreParticulas/PDF/2021%20abril13.pdf

En relacidn a obras realizadas por la humanidad a lo largo de la historia, podemos
encontrar numerosos objetos cuya estructura sigue la forma de una funcién. Un ejemplo
claro es la antena parabdlica, la cual se asemeja a la grafica de una funcién cuadratica o
parabdlica. Ademas, en diversas partes del mundo, podemos apreciar estructuras
arquitecténicas cuyo diseino se basa en la representacion de alguna funcién. Un caso
ejemplar es el puente de la barqueta en Sevilla, cuya estructura de arco atirantado sigue

una funcién parabdlica.
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llustracion 39 Puente de la Barqueta (Sevilla). Fuente: https://www.tripadvisor.es/Attraction Review-q187443-
d8837800-Reviews-Puente de la_Barqueta-Seville Province of Seville Andalucia.html

De esta manera, podemos observar estéticamente en nuestro entorno las
representaciones de funciones, lo cual nos permite apreciar la belleza de las
matematicas dentro del ambito del analisis matematico.

6.3. Contextualizacion del centro y del aula

Para la contextualizacién del centro se toma como referencia el C.D.P. La Milagrosa
situado en la localidad de Ubeda. Este municipio se encuentra en la provincia de Jaén a
aproximadamente 59 kildmetros de distancia de la capital. El principal motor econdmico
de Ubeda sigue siendo la agricultura, y principalmente el olivar, a pesar del auge que
esta tomando en la localidad el turismo y el comercio en los ultimos afios ya que Ubeda
estd declarada como ciudad patrimonio de la humanidad junto con Baeza desde el afio
2003.

Concretamente, el C.D.P. La Milagrosa se encuentra en la calle Picasso, 16 junto al parque
norte en una de las zonas de mas reciente construccién de Ubeda.

Ilustracién 40 Ubicacion C.D.P. La Milagrosa (Ubeda). Fuente: Google Maps. Elaboracién propia
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Ilustracién 41 Entrada C.D.P. La Milagrosa (Ubeda). Fuente:
https://cadenaser.com/emisora/2019/09/20/radio_ubeda/1568983289 176480.html|

En el centro se imparte educacion infantil y primaria y educacién secundaria obligatoria.
No se imparte bachillerato ni ciclos formativos.

El centro consta de las siguientes caracteristicas:

Perfil del alumnado:

e Educacion Infantil 22 Ciclo (3-6 afios). 3 unidades. Concertada.

e Educacion Primaria (6-12 afios). 12 unidades. Concertada.

e Educaciéon Secundaria Obligatoria (12-16 afos). 8 unidades. Concertada.

e Unidad de Integracion del alumnado con Necesidades Educativas Especiales con
Profesores de Pedagogia Terapéutica y Audicion y Lenguaje. 2 Unidades.

e Programa de Atencién a la diversidad.

e Plan de accidn tutorial.

Instalaciones y materiales:

e 23 aulas estdndar, de las que 14 estdn dotas de recursos TICs, como pizarras
digitales, equipo informatico para el profesor, punto wifi.

e 2 aulas para apoyo a la integracidon y 1 aula de Audicion y Lenguaje.

e Amplias zonas de recreo, divididas para Infantil y Primaria-Secundaria.

e Despachos de Direccion Titular, Direccion Pedagogica, Dpto. Orientacién y
Secretaria.

e Sala de profesores, recibidor, porteria, biblioteca, aula de informatica,
laboratorio, WCs, aula de Tecnologia y una capilla.

Recursos humanos. Organigrama:

e Profesores y otro personal administrativo y de servicios, cualificados y
comprometidos con su labor, y en formacién permanente.

e Departamento de Orientacion.

e Especialista en audicidn y lenguaje.

e Especialista en Pedagogia Terapéutica.

e Equipo de Pastoral.
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e Equipo de Calidad.
e Monitores especializados para actividades extraescolares.

En relacidn a las particularidades socioecondmicas de las familias de los estudiantes en
el centro educativo, existe una prevalencia de familias de nivel socioeconémico medio-
alto. Al tratarse de un centro concertado, pocas familias de nivel socioecondmico bajo
pueden permitirse que sus hijos estudien en este tipo de centro.

Ademas, en practicamente todas las situaciones, se observa un entorno familiar estable
y propicio, con un promedio de dos hijos por cada unidad familiar. Ademads, se destaca
la existencia de relaciones cordiales entre las familias y el centro educativo, resaltando
especialmente las interacciones positivas entre los padres y tutores.

La presente unidad didactica estd proyectada para ser implementada en el curso
especifico de cuarto de Educacion Secundaria Obligatoria, enfocado en la asignatura de
matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas. Dentro de dicho curso, en el periodo
académico 2022/2023, se cuenta con un total de 12 estudiantes, de los cuales 7 son
alumnos y 5 son alumnas, para ser mas precisos.

Estos estudiantes son alumnos que tienen decidido que no van a continuar con el
bachillerato y continuaran su formacién en un ciclo formativo. Por este motivo estan
recibiendo formacion de matematicas aplicadas.

En lo que respecta a la diversidad presente en el grupo de estudiantes, generalmente,
tanto las caracteristicas fisicas como psicoldgicas de los alumnos se ajustan al perfil tipico
de su edad. No se identifican en el alumnado casos de necesidades especiales o, en todo

caso, de aquellas que hayan sido diagnosticadas.

Inicialmente, todos los integrantes del grupo muestran una capacidad adecuada para
mantener el ritmo de la clase, aunque se observa una variabilidad en el nivel de
predisposicidon y compromiso hacia la asignatura, siendo algunos mas inclinados hacia el
aprendizaje y la implicacion que otros.

6.4. Objetivos
6.4.1. Objetivos generales de etapa

Los objetivos de etapa se definen en concordancia con los parametros prefijados en el
Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre. Estos objetivos representan los
conocimientos y habilidades que los estudiantes deben haber abordado durante su
trayectoria en la Educacidon Secundaria Obligatoria, y que deben alcanzar al finalizar
dicho periodo educativo.

Al examinar el articulo 11, podemos identificar que la ESO tiene como objetivo fomentar
en los estudiantes el desarrollo de habilidades que les permitan:
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Objetivos Generales de la Etapa de ESD segin el Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

1)  Asumir responsablemente sus deberes, conocer v ejercer sus derechos en el respeto a los demas,

Universidad de Jaén

practicar |a toleranda, |la cooperzcion y Iz solidaridad entre las personas y grupos, ejercitarse en el
diglogo afianzando los derechos humanos y la igualdad de trato v de oportunidades entre mujeres y
hombres, como valores comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de lz ciudadania

democratica.

2] Desarrollar v consolidar habitos de discipling, estudio v trabajo individual ¥ en equipo como condicion

necesaria para una realizacion eficaz de las tareas del aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

3} Walorar y respetar Iz diferencia de sexos y la igusldad de derechos v oportunidades entra elloz. Rechazar
la discriminacion de las personas por razon de ssxo o por cuslguier otra condicion o drocunstancia
personal o social. Rechazar los esterectipos que supongan discriminacion entre hombras y mujeres, asi
comao cuzlguier manifestacian de viclencia contra Iz mujer.

4]  Fortalecer sus capacidades afectivas en todos bos dmibitos de la personzlidad v en sus relzciones con los
demas, asi como rechazar |z viclencia, los prejuicios de cualquier tipo, los comportamientos sexistas y

resohver pacificamente los conflictos.

5] Desarrollar destrezas basicas en |z wtilizacién de las fuentes de informacion para, con sentido critico,
adquirir nuevos conocimisntos. Adguirir una preparacion basica en el campe de las tecnologias,

especialmente las da Iz informacian y la comunicacion.

£) {Concebir el conocimiento cientifico como un szber integrado, que se estructura en distintas disciplinas,
asi como conacer y aplicar los métodos para identificar los problemas en los diversos campos del

conocimiento v de la experiencia.

7] Desarrollar &l espiritu emprendedor v |a confiznza en si mismo, la participacion, el sentido critico, la
iniciativa personal vy la capacidad para aprender a sprender, planificar, tomar decisiones y asumir

responsabilidades.

&) Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua castellana vy, si la hubiere,
en |z lengus coofical de |z Comunidad Autdnomia, textos y miensajes complejos, e iniciarse en el

conocimiento, |2 lectura y el estudio de |3 literatura.

3] Comprendery exprasarse en una o més lenguas extranjeras de manera apropiada.

10) Conocer, valorar v respetar los aspectos basicos de |a cultura v |z historiz propias y de los demaés, asi

coma el patrimonio artistico y cultural.

11) Conocery aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar las diferencias, afianzar
los habitos de cuidado y salud corporales & incorporar la educacion fisica y |z practica del deporte para
favorecer el desarrolle personal y social. Conocer y valorar Iz dimansién humana de Iz sexuzlidad en toda
su diversidad. Valorar criticamenitz los habitos sociales relacionados con la s3lud, 2l consuma, &l cuidado

de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyends a su conservacicn y mejora.

1Z) Apreciar la creacion arbistica ¥ comprander el lenguaje de las distintas manifestaciones artisticas,

utilizanda diversos medios de exprezidn y representacian.

llustracion 42 Objetivos Generales de la Etapa de ESO. Fuente: Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

Con la elaboracién de las actividades propuestas, trabajos grupales y prueba final,
desarrollaremos la mayoria de objetivos de la etapa de ESO, ya que se trabajara asumir
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responsabilidades, desarrollar habitos de disciplina, respetar las diferencias entre

alumnos, fortalecer capacidades y desarrollar destrezas, entre muchos otros.

6.4.2.

Objetivos del area de las matematicas

Al analizar detenidamente la Orden del 14 de julio de 2016, se constata que la ensefianza

de las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Aplicadas en la Educacién Secundaria

Obligatoria en la regién de Andalucia tiene como finalidad fomentar en los estudiantes

el desarrollo de destrezas que les permitan:

Obsjerivos de Matemdticas Drientadas a kas Ensefianms aplicadas sagdn la Orden del 14 de jullo de 2016

1)

Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexiva y critico @ inoorporar al lenguaje y mados
de argumentacian, la racionalidad y las farmas de expresidn v razonamisnto matemdticn,
tanta en las procesos matemdtions, centifices y teonaldgicos coma en los distntas ambitos de

l& actividad humana.

Ij

Recanacer v plantear situaciones susceptibles de seor farmuladas &n terminos matematicos,
elaborar y utilizar diferantes estrategias para abordarlas y analizar las resultadas ubilizanda lox

recursas mas apropiadas.

3)

Cuantificar aquellos aspectos de la realidad gue permitan interpretarka mejor: otilizar tEcnicas
de recogida de la informacidn y procedimientos de madida, realizar @ andlisic de las datos
méedignte el uso de distintas clases de nomeros ¢ 13 seleccidn de los cilculos apropiados a cada

situacidn.

4)

Identificar los elementas matemdticos (datos estadistices, geamétricas, grifioas, ciloulas, et}
presente @n los medios de comunicacian, Internet, publicidad v otras fuentes de infarmacidn,
analizar criticaments las funciones gue desempeian @itas elementos matemalions ¥ valorar

LU aportaciton para una mejor comprension de ks mensajes.

5)

Identificar las formas ¢ relacionss pspaciales gue Epconframas &n nuestro entarnda, analizar

las prapiedades y relaciones geameétricas implicadas v valorar su bellesa.

]

Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas {calculadara, ardenador,
dispaositive mdwil, pizarra digital interactiva, etc] para realizar ciélculos, buscar, tratar y

representar informaciones de indole diversa y como ayuda en el aprendizaje.

)

fctuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acoerdo con métodos dentificos
v prapios de la actvidad matemdtica, tales como la axploracidn sistematics de alternativas, |a
precisidn en el lenguaje, la fexibilidad para modificar el punto de vista o [a perseverancia en

|l bisgueda de saluciones.

&)

Claborar estrategias personales para @ andlivs de situsciones concretas y la identificacion y
resalucian de problemas, vblizands debntos recursas @ instrumentos vy valoranda la
conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién del andlisis de los resultades v de su

cardcter pxacto o aproimado.
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9y Manifestar una actitud positiva ante la resaluciin de problemas y mostrar confanza &n su
propia capacidad para enfrentarse a elles con exita, adguirienda un mivel de autaestima
adecuada gque le permita disfrutar de los aspectos creativas, manipulativos, estéfcos,

praciioas v ubilitarias de las matematicas.

10} Integrar los conocimientos matematicos en @l conjunts de saberes que e van adguiriendo

desde las distintas dreas de mada que puedan emplearse de forma creativa, analiica v oritica.

11} Valorar las matemiticas coma parte integrante de la coltura andaluza, tanto desde un punto
de wista histdrico como desde la perspectiva de su papel en b sodedad actual. Apreciar el
conocimients matemdtcs acumuolado por ks humanidad v su aportaciton al desarrallo social,

Eoandmicag y cultural

llustracion 43 Objetivos de Matemdticas Orientadas a las Ensefianzas aplicadas. Fuente: Orden del 14 de julio de
2016
Del mismo modo que con el desarrollo de los objetivos de la etapa de ESO, el desarrollo
de esta Unidad Didactica contribuird a desarrollar los objetivos propios de la asignatura
de matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas, ya que se contribuird a
desarrollar habilidades socioafectivas, habilidades de pensamiento critico entre otras
habilidades matematicas.

6.4.3. Objetivos de la Unidad Didactica

La unidad actual sobre funciones y graficas establece una serie de objetivos especificos
que los estudiantes deberdn abordar durante las sesiones y lograr superar en la prueba
final. Estos objetivos se detallan a continuacion:

1) Obtener conocimiento y entendimiento de los conceptos esenciales de funcidn,
representaciéon grafica de una funcién, y dominio e imagen de una funcién,
ademas de saber diferenciar claramente entre la variable dependiente y la
variable independiente en el contexto de una funcién.

2) Poseer la habilidad de interpretar de manera precisa una grafica y utilizar de
forma adecuada los ejes cartesianos y las escalas correspondientes.

3) Desarrollar capacidad de realizar una adecuada transcripcién de un enunciado al
lenguaje algebraico con el fin de obtener una funcidn, y a partir de dicha funcion,
tener la habilidad de representar su grafica de manera precisa.

4) Ser capaz de asociar entre si diferentes representaciones de una misma funcion
(verbales, algebraicas, tabulares y gréficas).

5) Ensituaciones en las que las funciones se presenten como modelos, ser capaz de
establecer conexiones entre las propiedades de monotonia y los extremos
relativos y absolutos de la funcion con ciertas caracteristicas de la situacion a la
gue se modeliza.
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6) Adquirir conocimiento sobre los conceptos de funcion periddica y funcion
simétrica, y tener la capacidad de identificar, a partir de su representacién
grafica, estas caracteristicas de la funcién.

7) Adquirir conocimiento del concepto de continuidad y tener la capacidad, a partir
de una representacion grafica, de distinguir si una funcidn es continua o presenta
discontinuidades.

8) Tener la capacidad de establecer una relacidn entre enunciados de problemas
cotidianos y la funcién y grafica que modelizan dichos problemas, y a partir de
esta relacidn, ser capaz de brindar soluciones a situaciones reales de la vida.

9) Promover el uso de herramientas tecnoldgicas de informacidon y comunicacién
(TIC), especificamente para indagar sobre el comportamiento de las graficas y, de
esta manera, potenciar el proceso de aprendizaje de los alumnos.

10) Demostrar una disposicidn critica hacia la resolucién de problemas, evaluando
diferentes enfoques y enfoques alternativos que puedan conducir a la solucién
deseada.

11) Realizar una reflexion acerca de la coherencia entre la solucién obtenida para un
problemay el enunciado del mismo.

6.5. Competencias clave

Con arreglo a lo establecido en el Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre, el
articulo 2 establece que las competencias se fijan como las habilidades necesarias para
aplicar de forma integrada los contenidos correspondientes a cada etapa educativa con
el propdsito de abordar problemas complejos y llevar a cabo actividades
adecuadamente.

Las competencias clave que se mencionan, y su vinculo con la presente unidad didactica,
son los siguientes:

Competencias Clave segiin el Real Decreto 1105/2014 del 26 de diciembre

1) Comunicacion lingdistica (CCL).

2) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT).

3) Competencia digital (CD).

4)  Aprender a aprender (CAA).

5) Competencias sociales y civicas (CSC).

6) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP).

7) Conciencia y expresiones culturales (CEC).

llustracion 44 Competencias Clave. Fuente: R.D. 1105/2014 del 26 de diciembre
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En particular, se debe poner un énfasis especial en el fomento de las competencias de
Comunicacién linglistica y Competencia matematica, asi como en las competencias
basicas relacionadas con la ciencia y la tecnologia. En relacion a la Unidad Didactica en
cuestion, se buscard implementar actividades que promuevan el desarrollo de diversas
competencias entre los estudiantes.

1) Comunicacion Lingtistica (CCL)

La competencia de comunicacion serd una constante a lo largo de toda la unidad, siendo
especialmente importante para el entendimiento de los contenidos y la realizaciéon de
ejercicios. Esta competencia se desarrollard de las siguientes maneras:

e Durante las exposiciones de los contenidos de la unidad realizadas por el docente

e Durante el proceso de lectura de textos, como los enunciados de las actividades,
con el fin de entender con exactitud su significado y ser capaz de extraer la
informacidn adecuadamente.

e Durante el proceso de correcciéon de los ejercicios, ya sea realizado por el docente
o por algin miembro del alumnado.

e Al momento de comunicarse de forma oral para formular preguntas sobre dudas,
explicar el proceso de una actividad o facilitar la solucién a un ejercicio.

e Durante las tareas o actividades realizadas en grupo, los alumnos interactian
entre si, expresan sus ideas y las respaldan con argumentos.

e Al emplear recursos de comunicacién no verbal en alguna de las situaciones
previamente mencionadas.

2) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia
(CMCT).

Esta competencia clave es indispensable en cualquier campo del conocimiento, y, mas
aun, cuando se trata de la asignatura de matemadticas. En relacién a esta Unidad
Didactica, esta competencia se desarrolla en multitud y variados momentos del proceso
de ensefanza/aprendizaje:

e Al encontrarse frente a una representacién grafica, donde el alumno debe
entender la informacién que esta contiene y ser capaz de interpretarla
adecuadamente. Asimismo, relacionando las funciones con sus correspondientes
graficas.

e Cuando emplea los conceptos de ciencias y tecnologia adquiridos durante el
tema para resolver un problema, comprendiendo también su relevancia en
nuestra vida cotidiana.
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e Cuando comunica de manera pulcra y concisa los conceptos matematicos, al
mismo tiempo que comprende las ideas expresadas por sus compaferos y
companferas que explican el resto de los conceptos.

e Cuando demuestra la capacidad de identificar la presencia de graficas de
funciones en su entorno diario.

3) Competencia digital (CD).

Se buscara la integracidon de esta competencia a lo largo de la Unidad por medio de la
utilizacion de programas y aplicaciones informaticas:

e A través de una herramienta en linea para la creacion de graficas, se promovera
una comprensidon mas intuitiva del concepto de funcidn.

e Por medio del uso del software GeoGebra, se realizard la representacion de
graficas de funciones, contribuyendo asi a la comprensién de los conceptos
relacionados.

e Utilizando de manera adecuada la calculadora, se realizaran calculos mas
avanzados para abordar situaciones de mayor complejidad.

e Aprovechando los recursos disponibles en Internet, se buscard la informacion
necesaria para completar algunas de las actividades propuestas en el tema.

4) Aprender a aprender (CAA).

Es importante que los alumnos tomen conciencia de los aspectos de las matematicas

gue controlan y aquellos en los que aun tienen desconocimiento:

e Al utilizar la imaginacidn para idear y construir funciones inventadas de manera
original.

e Cuando se fomenta el pensamiento critico al evaluar la coherencia de una
soluciény considerar la posibilidad de llegar a ella a través de diferentes enfoques
o0 métodos.

e Al organizar de manera adecuada la informacidn, se fomenta una comprension
mas clara de los conceptos impartidos.

5) Competencias sociales y civicas (CSC).

Dado que los alumnos son seres sociales, es de gran importancia que los estudiantes
mejoren constantemente su capacidad para relacionarse con los demas, lo cual es
fundamental para su crecimiento personal y para su éxito en el ambito profesional y
personal. Esta competencia se fomenta a través de las siguientes situaciones:
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e |Interactua de manera fluida y tranquila tanto con sus compafieros como con el
docente estableciendo relaciones naturales sin experimentar situaciones de
estrés.

e Colabora de manera activa con sus compaferos durante el trabajo en equipo,
comunicdndose de forma efectiva y contribuyendo activamente a la resolucién
de las actividades propuestas.

e Se promueve la interaccidn respetuosa y el didlogo constructivo, creando un
ambiente positivo y armonioso en el aula.

e Manifiesta su punto de vista con confianza, respalddndolo con argumentos
sélidos, al tiempo que muestra respeto hacia las opiniones de los demds sin
menospreciarlas.

6) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP).

Por medio de esta competencia buscamos promover en los estudiantes una habilidad
para la toma de decisiones que les sea util en su futuro, tanto en el dmbito profesional
como en el personal, a partir de diferentes situaciones planteadas:

o Al explorar y descubrir en su entorno inmediato situaciones que se puede
representar mediante el uso de funciones y graficas, el alumnado podra aplicary
desarrollar su conocimiento en este tema.

e Encuentra inspiracion en la oportunidad brindada para abordar problemas
menos estructurados bajo la guia del docente, lo cual le permite desarrollar su
autonomia y creatividad en la resolucion de los mismos.

e Muestra curiosidad y asume la iniciativa cuando se enfrenta a la resolucion de

problemas de naturaleza menos convencional o fuera de lo comun.

7) Conciencia y expresiones culturales (CEC).

Para comprender el aqui y ahora y reconocer su relevancia en nuestra vida cotidiana, es
fundamental tener un conocimiento profundo de nuestro pasado y comprender cémo
ha influido en nuestra situacion actual en diversos campos de conocimiento. Esta
competencia se fortalece cuando:

e Seotorga unagranimportancia a la apreciacion estética al momento de visualizar
y representar graficas de funciones, encontrando ejemplos de estas
representaciones en contextos reales.

e Al tomar conciencia de la importancia de las funciones en las matematicas y en
la vida diaria, asi como de su evolucién en el tiempo gracias a reconocidos
matematicos.
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6.6. Contenidos

Para el desarrollo de los contenidos de esta Unidad Didactica, se han tomado como
referencia los contenidos de la Orden del 14 de julio de 2016 ya desarrollados en el
apartado 4. Fundamentacion Curricular, en la pagina 40 del presente TFM.

A partir de estos contenidos, se abordaran en esta Unidad Diddctica los siguientes:

Contenidos de la Unidad Didactica. Blogue 1: Procesos, métodos y actitudes en

matematicas

C.1.1. Enunciar las propiedades que presenta una funcién mediante la observacidon de su

grafica.

C.1.2. Asegurarse de que haya coherencia entre el enunciado de un problema vy la

solucion a la que hemos llegado.

C.1.3. Analizar diferentes formas de llegar a la solucién de un problema.

C.1.4. Relacionar problemas de la vida cotidiana con funciones que modelizan dichos

problemas.

C.1.5. Programa GeoGebra para representar graficas a partir de funciones y enunciar las

propiedades de una funcién a partir de su grafica.

llustracion 45 Contenidos de la Unidad Diddctica relacionados con el Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en
matemdticas. Fuente: Elaboracion propia.

Contenidos de la Unidad Didactica. Blogue 4: Funciones

C.4.1. Concepto de funcion y grafica e interpretacion de la misma

C.4.2. Concepto de escala, dominio y recorrido

C.4.3. Variable dependiente y variable independiente

C.4.4. Operaciones con funciones

C.4.5. Continuidad v discontinuidad

C.4.6. Puntos de corte con los ejes coordenados

C.4.7. Periodicidad vy simetria

C4.8. Asintotas de una funcion

C.4.58. Crecimiento v decrecimiento. Manotonia de una funcion.

C.4.10. Extremos absolutos v relativos de una funcian

C.4.11. Interpretacion de las propiedades de una funcién a partir de su grafica

llustracion 46 Contenidos de la Unidad Diddctica relacionados con el Bloque 4. Funciones. Fuente: Elaboracion
propia.
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6.7. Metodologia

Tradicionalmente, se observan dos corrientes en el dmbito del aprendizaje de las
matematicas. Por un lado, encontramos las corrientes conductuales, las cuales postulan
que el proceso de aprendizaje implica un cambio en la conducta. Estas corrientes
sostienen que la adquisicion de habilidades matematicas mds avanzadas se logra a través
de la transmisidn de habilidades mas simples. Por ejemplo, el dominio de una operacion
matematica compleja se inicia con la ejecucidén de una operacion andloga mas sencilla,
que involucra un numero reducido de cifras, y progresivamente se avanza hacia
operaciones mdas complejas que implican un mayor nimero de cifras.

Por otra parte, las perspectivas cognitivas del aprendizaje de las matematicas sefalan
que el proceso de ensefianza/aprendizaje implica la modificacion de estructuras
mentales previas que han surgido a partir de las experiencias vividas por el estudiante
hasta ese momento, a través del aprendizaje de conceptos. Dichos conceptos, debido a
su dificultad, no pueden disgregarse en conceptos mas sencillos, sino que se aprenden
mediante la resolucién de problemas o el desarrollo de tareas mds complicadas. Cuando
el estudiante establece relaciones entre los nuevos problemas y aquellos que ya conoce,
buscard soluciones utilizando las estructuras e ideas previas. Este proceso es
denominado “asimilacién” por el autor Piaget. Sin embargo, cuando las estructuras
previamente estudiadas por el alumno no son suficientes para resolver el nuevo
problema, ya que no le permiten explicar las nuevas ideas, el estudiante debe cambiar
su estructura mental por otra para asimilar el nuevo conocimiento. Piaget se refiere a
este proceso como "acomodacién", y cuando se combinan la asimilacion y la

acomodacion, lo denomina "equilibracion".

Por lo tanto, se puede concluir que la metodologia mas efectiva es, realmente, una
amalgama de diversas metodologias, adaptando cada una de ellas y determindndolas en
funcién de sus fortalezas y debilidades, la intencidn educativa buscada y el contexto en
el que se lleva a cabo. En resumen, la eleccién varia en funcién de todos los factores
mencionados anteriormente.

Teniendo en cuenta todos estos aspectos, en esta unidad didactica se implementa una
mezcla de diferentes metodologias, adaptando cada una de ellas segun los diversos
factores discutidos, con el objetivo de lograr la eleccidn éptima de la metodologia mas
adecuada para el contexto didactico que se pretende desarrollar.

Para comenzar, se implementara un enfoque convencional, o lo que se describe como
“leccion magistral”. En esta metodologia, el profesor utilizara el método expositivo para
explicar tedricamente el tema, comunicando oralmente, escrita en la pizarra y visual con
la ayuda del proyector los diferentes contenidos del tema, explicando todos los
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conceptos que los estudiantes deben aprender durante la leccién. Durante el desarrollo
de esta metodologia, los estudiantes adoptaran un papel pasivo, prestando atencion y
siguiendo la leccién tomando apuntes segln lo considerado apropiado por el profesor.
Ademas, se fomentara el intercambio de opiniones entre el profesor y los estudiantes,
permitiendo que estos ultimos desempefien un papel activo en este proceso. La
participacidon de los estudiantes, por un lado, indicaran al profesor que estan atentos y
siguiendo la leccién, y, por otro lado, demostraran que lo explicado hasta ahora se
comprende y esta claro.

Para reforzar los conceptos presentados por el docente y aprovechando la naturaleza
practica de las matematicas en la didactica, se empleard la correccion de actividades y
problemas relacionados con el tema expuesto. En primer lugar, se utilizardn ejemplos
explicativos que ilustren la aplicacidn practica de lo explicado hasta ese momento. Luego,
se presentaran actividades que los propios estudiantes deberadn resolver de manera
individual, tanto durante el tiempo de clase determinado por el profesor como en el
trabajo de manera auténoma que los alumnos realizaran en sus hogares.

Para lograr lo descrito con anterioridad, se implementara el enfoque de Aprendizaje
Basado en Problemas (ABP), donde los estudiantes, en grupos de trabajo, buscardn
soluciones o multiples enfoques para un problema disefiado por el docente. Ademas, se
emplearan actividades de tipo Investigacion Basada en el Aprendizaje (IBL), siguiendo de
manera organizada y coordinada las fases que conducen a la resolucién del problema. A
través de estas metodologias, los estudiantes se convierten en investigadores,
explorando y descubriendo mediante actividades basadas en la busqueda y el
descubrimiento. De este modo, el propio alumno "construye el conocimiento" partiendo
de sus conocimientos anteriores, investigando y razonando en colaboracién con el
grupo, sin depender de una "leccién magistral" o una exposicidn tedrica previa.

Lo mds destacado de estas metodologias es su alta motivacion y enriquecimiento, ya que
los alumnos encuentran sentido y utilidad en lo que ya saben y en lo que estan por
aprender. Los problemas a los que se enfrentan son simulaciones de situaciones reales,
e incluso pueden abordar problemas auténticos, lo cual aumenta ain mas el interés si el
tema del problema coincide con sus preferencias.

En relacién al aprovechamiento de las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion
(TIC), los estudiantes tendran la posibilidad de utilizar sus dispositivos moviles para
buscar informacién, emplear herramientas graficas y acceder a recursos en linea que el
profesor considere pertinentes. Ademas, se hara uso de la plataforma Classroom como
un recurso digital para establecer una comunicacion constante entre el profesor y los
alumnos, asi como entre los propios alumnos. A través de esta plataforma, tendran
acceso a todos los contenidos y herramientas necesarias, seleccionadas por el profesor
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segln su criterio. En el siguiente apartado se detallan todos los recursos que se utilizaran
durante las sesiones.

6.8. Actividades y recursos

Seguidamente, describiremos las distintas propuestas de actividades y recursos que se
implementaran durante esta unidad diddctica. Estas actividades y recursos estan
disefiados con el propdsito de fortalecer el aprendizaje de los estudiantes en relacién al
tema abordado, asi como fomentar la adquisicion de las competencias y contenidos
establecidos en el marco normativo de Andalucia.

6.8.1. Actividades

Cada una de las actividades planificadas para la ejecucion de esta unidad diddactica esta
detallada en el Anexo I, y se ha asignado a cada actividad los criterios de evaluacién
correspondientes para facilitar la evaluacién de los estudiantes. Estas actividades se
pueden clasificar en cuatro grupos distintos, que se describen a continuacién de manera
clara y diferenciada.

Actividades y problemas

Estas actividades constituyen ejercicios convencionales que suelen presentarse al final
de cada apartado en los libros de texto, y su objetivo principal es reforzar los conceptos
previamente explicados. Estas tareas estan disefiadas para consolidar el entendimiento
y la aplicacion de los contenidos abordados.

Con respecto a los problemas planteados, nos referimos a actividades que solo se
pueden abordar una vez se haya completado el desarrollo tematico, ya que en ellas se
se presentan la mayoria de los contenidos explicados a lo largo de la unidad. La
resolucién de problemas brinda a los estudiantes la oportunidad de aplicar y combinar
los conocimientos adquiridos durante todo el tema.

Actividades IBL

Las actividades basadas en la indagacidn, siguiendo el enfoque del tipo IBL, tienen como
objetivo principal promover el aprendizaje a través de la investigacion. Son numerosas
las ventajas que este enfoque brinda en comparacion con las actividades tradicionales,
por lo tanto, en esta unidad diddctica se les otorga una gran relevancia y se busca trabajar
con los estudiantes en varias de estas actividades.

Dentro de todas las actividades planteadas, incluimos algunas de ellas denominados
problemas de modelizacién, los cuales buscan explorar la utilidad de las funciones mas
alld del dmbito de las matemadticas. De acuerdo con el andlisis de las investigaciones
didacticas, se sugieren este tipo de actividades para que los estudiantes tomen
conciencia de lo importantes que son las funciones en nuestra vida diaria y comprendan
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que los graficos de funciones son en realidad herramientas con las que poder trabajar, y
no un fin en si mismas, como los estudiantes a menudo las perciben.

Actividades para el uso y manejo de las TIC

Durante el tema, se desarrollan diferentes actividades que requieren el uso de Internet
para realizar busquedas de informacidn necesarias para completar algunas actividades.
Ademas, se incluyen actividades disefiadas especificamente para promover el uso de las
tecnologias de la informacion y comunicacion (TIC) entre los estudiantes.

Por otro lado, para el desarrollo la sesidn, nos apoyaremos en el software GeoGebra para
mostrar ejemplos al alumnado. Ademas, dedicaremos una sesion a ensefiar el alumnado
el potencial del software GeoGebra y que aprendan a representar funciones y nociones
basicas del mismo.

En el Anexo | se proporcionara una descripcién detallada de cémo determinadas
actividades propuestas pueden ayudar a minimizar los errores o las interpretaciones
incorrectas que, segun nuestro analisis previo, los estudiantes cometen con frecuencia.

6.8.2. Recursos

Para desarrollar la unidad didactica y realizar las actividades propuestas, seran
necesarios diversos recursos de diferentes tipos. A continuacidn, se detallan los recursos
necesarios:
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Tipo de recurso Recursos

- Libmo de texto: Matematicas

Orientadas a las ensefianzas

Especifico Aplicadas. 42 de ESO. Editorial M.
ISBM: 9788467588570
- Pizarra digital
- Cuademo del estudiante
Im preso - Actividades adicionales al libro de
texto
Audiovisual - Proyector
- Chromebooks
Informatico - Software GeoGebra
- Mawvegadorinternet
Tecnolégico - Calculadora
Ambiental - Aula

Recursos humanos

Profesor de matem aticas
Alumnos

Otros docentes de apoyo
Equipo directivo
Departamento de arientacidn
Personal PAS

Familiares del alumnado

Recursos web

Software GeoGebra.
https:/ fwww.geogebra.org/download

llustracion 47 Recursos para la Unidad Diddctica. Fuente: Elaboracion propia.
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6.9. Atencion a la diversidad

En este apartado se presentan las estrategias, proyectos, esquemas o acciones disefiadas
para abordar la diversidad establecidas en la seccion IV del Decreto 111/2016, de fecha
14 de junio, y en el apartado IV de la Orden emitida el 14 de julio de 2016, dentro del
marco de planificacién de la autoridad responsable de la educacion.

En primer lugar, el docente requerira adquirir informacidn sobre el nivel inicial de cada
alumno. Para lograrlo, aprovechard la primera sesiéon de la unidad, durante la cual
prestara especial atencion a la participaciéon y desempeiio de cada miembro de la clase.
Esta observacion inicial permitird formarse una idea del nivel de competencia de cada
estudiante. Ademads, gracias a la evaluacidn continua, esta percepcion inicial del nivel de
los alumnos podrd irse ajustando constantemente a lo largo del desarrollo de la unidad.
Esto posibilitara realizar adaptaciones en las actividades en funcién de los avances y
dificultades que se evidencien dia a dia durante el desarrollo de cada sesién.

En general, se llevaran a cabo las acciones correspondientes para atender a los
estudiantes que requieran medidas de diversidad, ya sean adaptaciones no significativas
(enfocadas en los contenidos, objetivos y evaluacion) o significativas (con cambios en los
contenidos, objetivos y criterios de evaluacién).

Ademas, se disefardn propuestas de apoyo educativo dirigidas a los estudiantes que
encuentren dificultad para alcanzar los objetivos de la materia de matematicas, mientras
gue se desarrollaran actividades de enriquecimiento para aquellos que logren dichos
objetivos mas facilmente.

Las acciones aplicadas en esta unidad didactica consideran intervenciones educativas
con el objetivo de atender a diferentes ritmos de aprendizaje, motivaciones, situaciones
econdémicas, sociales y culturales, intereses, estilos de aprendizaje y salud de los
estudiantes. Con este propdsito, se establecen tres niveles de accién:

1- Atencién a la diversidad en la programacidn. Se incluirdn en la seccién de

competencias aquellos temas en los que los estudiantes presenten niveles de
habilidades mas variados, considerando que cada alumno requiere tiempos
diferentes para alcanzar los objetivos establecidos. Por lo tanto, es necesario
disefiar un plan que asegure que todos los estudiantes adquieran un nivel basico
de conocimientos al término de la evaluacidn, ofreciendo diferentes opciones
para recuperar los conocimientos no alcanzados.
Asimismo, es necesario considerar ciertas actividades, tales como aquellas de
extension o investigacion, que promueven el trabajo independiente y brindan la
oportunidad de adaptar el ritmo y la intensidad de acuerdo a las necesidades de
cada estudiante, favoreciendo asi su progreso de manera dptima.
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2- Atencion a la diversidad en la metodologia. La propuesta metodoldgica descrita
en el apartado 6.7 y los métodos de evaluacidn planificados promueven entre los
estudiantes el trabajo colaborativo y la capacidad de aprender de manera
auténoma, mediante la implementacién de un enfoque pedagdgico que fomente
un aprendizaje significativo en el cual los estudiantes sean participantes activos.
Esto fomenta tanto el trabajo individual como el trabajo en equipo, asi como el
desarrollo del pensamiento critico y racional.

3- Atencion a la diversidad en los materiales y el aula. Como estrategia en el
entorno educativo, se plantean actividades y asignaciones en las cuales los
estudiantes podran ejercitar una amplia gama de procesos cognitivos, ademas
de promover la realizacién de tareas en equipo.

En relacidn a los estudiantes, serd necesario identificar aquellos que requieren
un mayor acompanamiento educativo o adaptacion de las estrategias, a fin de
poder planificar refuerzos o extensiones adecuadas, gestionar de manera
apropiada los espacios y tiempos, plantear la intervencion de recursos humanos
y materiales, y adaptar el seguimiento y evaluaciéon de sus procesos de
aprendizaje. Para lograr esto, se llevara a cabo un proceso de evaluacidn inicial al
comienzo del curso, en el cual se podran identificar las competencias que los
estudiantes han adquirido, mas alld de los conocimientos basicos, lo cual les
permitird adquirir nuevos aprendizajes, habilidades y destrezas.

6.9.1. Alumnado con necesidades especiales

Para prestar atencion al alumnado con necesidades especiales, se toman en
consideracion las indicaciones establecidas en las instrucciones emitidas el 8 de marzo
de 2017, en las cuales se actualiza el protocolo para detectar e identificar a los
estudiantes con necesidades especificas de apoyo educativo, asi como para organizar la
respuesta educativa correspondiente.

a) Alumnado con Necesidades Especificas de Apoyo Educativo (NEAE)

1. Compensatoria (COMP): Aquellos estudiantes que presenten un desajuste curricular

de al menos dos afos en la Educacién Secundaria Obligatoria (ESO), el cual no puede ser
atribuido a la presencia de Necesidades Educativas Especiales (Discapacidad-DIS) o
Dificultades de Aprendizaje (DIA). Este desajuste puede estar vinculado a su historia
familiar o personal, debido a una escolarizacion irregular debido a ser miembro de
familias temporales o itinerantes, por periodos de hospitalizacidn, atencién educativa en
el hogar, sentencias judiciales que afecten a su asistencia regular al centro educativo, por
ausentismo o por incorporarse tarde al sistema educativo.
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2. Dificultades de Aprendizaje (DIA)

Existen cuatro niveles de Dificultades de Aprendizaje:

2.1. Dificultades Especificas de Aprendizaje: Estudiantes que requieren una atencién

educativa distinta a la habitual debido a la presencia de dificultades significativas en
procesos de conocimiento bdasicos relacionados con el aprendizaje, lo cual afecta su
rendimiento académico y la correcta realizacién de actividades diarias, sin que se les
haya diagnosticado una discapacidad intelectual, motora o sensorial, ni se deba a la falta
de oportunidades de aprendizaje o a factores socioculturales. Estas dificultades se
consideran un obstdculo para el rendimiento escolar cuando los estudiantes presentan
un retraso curricular de al menos dos afos en la Educacion Secundaria.

2.2. Dificultades de aprendizaje por capacidad intelectual limite: Se refiere a aquellos

alumnos que tienen un Coeficiente Intelectual de 70-80 o inferior.

2.3. Dificultades de Aprendizaje por retraso en el lenguaje: Aquellos alumnos que

encuentran dificultades en el lenguaje o han experimentado un aprendizaje mas lento
del lenguaje que el resto de alumnos.

2.4. Dificultades de Aprendizaje derivadas de trastornos por déficit de atencidn con o sin

hiperactividad: Aquellos estudiantes diagnosticados con este trastorno a los cuales se les
proporcionara una adaptacién curricular no significativa.

b) Alumnado con Necesidades Especificas de Apoyo Educativo (NEAE)

e Trastorno por Déficit de Atencidn con y sin Hiperactividad (TDA-H): Se refiere a
un comportamiento caracterizado por la falta de atencién, la impulsividad y la
hiperactividad. Estas dificultades pueden manifestarse en diferentes niveles,
pero tienen un impacto significativo en el rendimiento académico y en la
capacidad de adaptacion social y familiar.

e Discapacidad Sensorial (Visual, Auditiva)

e Discapacidad Fisica

e Discapacidad Intelectual

e Trastornos de la Comunicacién

e Trastornos de espectro Autista (Autismo, Asperger, Trastorno del Desarrollo no
especificado, etc)

e Trastornos Graves de Conducta

e Enfermedades raras
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6.9.2. Medidas a implementar para el alumnado con necesidades
especiales

1. Adaptacién Curricular Significativa (ACS)
Enfocadas al alumnado con Necesidades Educativas Especiales (NEE) con un
desfase curricular de al menos dos afios en una materia. El responsable de
elaborar esta Adaptacion Curricular Significativa es el profesor de PT.

2. Adaptacion Curricular No Significativa (ACNS)
Estas adaptaciones se aplican a los estudiantes con Necesidades Especificas de
Apoyo Educativo (NEAE) que presenten un desajuste curricular de al menos un
afo en la asignatura. Se considera que el nivel de competencia alcanzado en la
materia es aquel en el que el estudiante ha cumplido con los criterios de
evaluacion establecidos (por lo tanto, si ha aprobado las asignaturas del ano
anterior, no existe dicho desajuste curricular).

3. Programas Especificos (PE)
Se trata de una serie de intervenciones disefiadas para promover el desarrollo de
los procesos cognitivos relacionados con el aprendizaje, como la memoria, la
atencién, el lenguaje y la comunicacién, las habilidades sociales, la gestion
emocional, entre otros. Estas intervenciones estan dirigidas especificamente al
alumnado que presenta Necesidades Especificas de Apoyo Educativo (NEAE).

6.10. Temporalizacion

En esta seccion se desarrollard la planificacion de cada una de las sesiones, teniendo en
cuenta distintos elementos como los temas a tratar, las actividades planificadas y el

enfoque hacia la atencidn de la diversidad.

Esta unidad didactica se desarrollara a lo largo de un total de 11 clases lectivas. Para cada
una de ellas se describiran de manera detallada las actividades sugeridas, los objetivos
especificos del campo de las matematicas relacionados con cada sesidn, los contenidos

a abordar y las competencias clave que se buscan desarrollar.

De acuerdo con la planificacidon y temporalizacién establecidas por el centro educativo,
la unidad de funciones y graficas se ubicaria posteriormente al bloque de geometria,
durante un periodo de casi tres semanas. Durante estas tres semanas, se impartirian
cuatro horas semanales de matematicas, lo que resultaria en un total de once sesiones
de 60 minutos cada una.

Se tomara en cuenta un intervalo de tiempo de transicién de 5 minutos, durante el cual
el profesor realizard el cambio de clase, los alumnos se acomodaran en sus asientos,
guardardn silencio, y se prepararan con sus materiales, etc. Por lo tanto, las clases se
consideraran con una duracién efectiva de 55 minutos.
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Sesion 1: Introduccion a las funciones y formas de expresar una funcion

Contenides: C.1.1; C.4.1; C.4.3; C.4.11

Objetives: 0.1; C.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA;
SIEP

Actividades: 1,2,3,4y5

Desarrollo de esta sesion:

Comienza la leccion con la presentacion del blogue de funciones vy
concretamente del “Tema 7: Funciones”. El primer apartado consistira en un
recordatorio del concepto de funcion e introduciremos el concepto de funcion
a trozos. (Duracion: 20 minutos)

Se explica brevemente las actividades n21 y 2, que se expondran como ejemplo
y se resolvera en conjunto en colaboracion con el alumnado. Se resolveran
todas las dudas que surjan. [Duracion: 20 minutos)

Propuesta de las actividades n23, 4 y 5 y resolucion de dudas. Los alumnos
comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran en casa

para corregir el proximo dia. [Duracién: 15 minutos)

llustracion 48 Unidad Diddctica. Sesion 1. Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 2: Dominio y recorrido de una funcion

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5. C.4.2;
C.4.3

Objetives: 0.1; 0.8; 0.11

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA

Actividades: 6,7, 8,9y 10

Desarrollo de esta sesian:

Comenzamos la sesion con la correccion de las actividades propuestas en la
sesidn anterior (actividades n23, 4 y 5). Resolucidn de dudas al alumnado e
identificacién de posibles dificultades que hayan encontrado en su
elaboracién. [Duracién: 20 minutos)

Explicacion de dominio y recorrido de una funcién acompafiando dicha
explicacion de un ejemplo (actividad resuelta). Explicacion de las actividades
n26 y 7. Resolucidn de las mismas en conjunto con el alumnado. Resolucidn de
todas las dudas que puedan surgir. (Duracién: 20 minutos)

Propuesta de las actividades n28, 9 y 10 y resolucion de dudas. Los alumnos
comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran en casa

para corregir el proximo dia. ([Duracién: 15 minutos)

Ilustracion 49 Unidad Diddctica. Sesion 2. Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 3: Operaciones con funciones

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5.C.4.4

Objetivos: 0.1; 0.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA;
SIEP

Actividades: 11,12, 13y 14

Desarrollo de esta sesion:

Comenzamos la sesion con la correccion de las actividades propuestas en la
sesion anterior (actividades n28, 9 y 10). Resolucion de dudas al alumnado e
identificacion de posibles dificultades que hayan encontrado en su
elaboracion. (Duracién: 20 minutos)

Explicacion de operaciones con funciones, suma de funciones, resta de
funciones, multiplicacion de funciones y cociente de funciones acompanando
dicha explicacidon con ejemplos practicos. Explicacion de la actividad n211.
Resoluciéon de la misma en conjunto con el alumnado. Resolucién de todas las
dudas que puedan surgir. (Duracién: 20 minutos)

Propuesta de las actividades n212, 13 y 14 y resolucién de dudas. Los alumnos
comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran en casa

para corregir el proximo dia. (Duracién: 15 minutos)

llustracion 50 Unidad Diddctica. Sesion 3. Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 4: Estudio de continuidad de una funcion

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5; C.4.5;
C4.11

Objetivos: 0.1; 0.8; 0.11

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA

Actividades: 15,16 y 17

Desarrollo de esta sesidn:

Comenzamos la sesidn con la correccion de las actividades propuestas en la
sesion anterior (actividades n212, 13 y 14). Resclucidn de dudas al alumnado
e identificacion de posibles dificultades que hayan encontrado en su
elaboracion. (Duracidn: 20 minutos)

Explicacion de continuidad y discontinuidad de funciones acompafiando dicha
explicacion con ejemplos practicos. Explicacion de la actividad n215.
Resolucién de la misma en conjunto con el alumnado. Resolucidn de todas las
dudas gue puedan surgir. (Duracion: 15 minutos)

Propuesta de las actividades n216 y 17 y resolucién de dudas. Los alumnos
comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran en casa
para corregir el proximo dia. (Duracion: 10 minutos)

Actividad de repasc con KAHOOT donde se realizardn varias preguntas
relacionadas con la materia impartida hasta ahora. (Duracidn: 10 minutos)

llustracion 51 Unidad Diddctica. Sesion 4. Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 5: Propiedades de las funciones. Puntos de corte con los ejes, simetria y

periodi

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5; C.4.6;
C.a4.7

cidad

Objetivos: 0.1; 0.2; 0.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA;
Cs5C

Actividades: 18, 19, 20, 21y 22

Desarrollo de esta sesion:

- Comenzamos la sesidn con la corre
sesidn anterior (actividades n216 y
identificacion de posibles dificul

ccion de las actividades propuestas en la
17). Resolucidn de dudas al alumnado e
tades que hayan encontrado en su

elaboracion. (Duracion: 15 minutos)

- Explicacidn de las propiedades de la

s funciones, puntos de corte con los gjes,

simetria de una funcidn y periodicidad de funciones acompafiando dicha

explicacion con ejemplos practicos.

Explicacion de las actividades n218 y 15.

Resolucién de las mismas en conjunto con el alumnado. Resolucidn de todas

las dudas gue puedan surgir. (Duracién: 30 minutos)

- Propuesta de las actividades n220, 21 y 22 y resolucion de dudas. Los alumnos

comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran en casa

para corregir el proximo dia. (Duracidn: 10 minutos)

llustracion 52 Unidad Diddctica. Sesion 5. Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 6: Estudio de las asintotas de una funcion

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5; C.4.8

Objetives: 0.1; 0.2; 0.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA;
CsC

Actividades: 23, 24y 25

Desarrollo de esta sesion:

- Comenzamos la sesidn con la corre

ccidn de las actividades propuestas en la

sesion anterior (actividades n220, 21 y 22). Resclucidn de dudas al alumnado

e identificacion de posibles dific

ultades que hayan encontrade en su

elaboracion. (Duracion: 20 minutos)

- Explicacion de las posibles asintota

s de una funcion, asintotas horizontales,

asintotas verticales y asintotas oblicuas, acompafiando dicha explicacion con

ejemplos practicos. Explicacién de la actividad n223. Resolucién de la misma

en conjunto con el alumnadeo. Resolucion de todas las dudas que puedan

surgir. (Duracion: 20 minutos)

- Propuesta de las actividades n224 y 25 y resolucion de dudas. Los alumnos

comenzaran con la realizacidn de las mismas y el resto las realizaran en casa

para corregir el préximo dia. (Duracién: 15 minutos)

llustracion 53 Unidad Diddctica. Sesion 6. Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 7: Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.5; C.4.9; | Objetivos: 0.1; 0.8; 0.11
C.4.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA Actividades: 26, 27, 28, 29 y 30

Desarrollo de esta sesidn:

- Comenzamos la sesidn con la correccidn de las actividades propuestas en la
sesidn anterior (actividades n224 y 25). Resolucion de dudas al alumnado e
identificacion de posibles dificultades gue hayan encontrado en su
elaboracion. (Duracion: 15 minutos)

- Explicacion del crecimiento y decrecimiento de funciones mediante el calculo
de tasas de variacion. Explicacién de maximos y minimos de una funcién
acompafiando dichas explicaciones con ejemplos practicos. Explicacion de la
actividad n226. Resolucion de la misma en conjunto con el alumnado.
Resolucion de todas las dudas que puedan surgir. [Duracion: 30 minutos)

- Propuesta de las actividades n227, 28, 29 y 30 y resolucion de dudas. Los
alumnas comenzaran con la realizacion de las mismas y el resto las realizaran
en casa para corregir el proximo dia. (Duracion: 10 minutos)

llustracion 54 Unidad Diddctica. Sesion 7. Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 8: Modelizacion funcional

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.1.4; C.1.5; | Objetivos: 0.1; 0.2; 0.10
C.4.1

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA; | Actividades: Actividad IBL
C5C

Desarrollo de esta sesion:

- Asignacion de grupos (4 personas por grupo) y reparto de la actividad IBL.
(Duracion: 5 minutos)

- Explicacion de la actividad apoyandonos en un ejemplo basico. Resolucion de
dudas planteadas. {Duracién: 10 minutos)

- Desarrollo de la actividad por grupos. Entrega final de las tareas realizadas para
su evaluacidn. (Duracidn: 40 minutos)

llustracion 55 Unidad Diddctica. Sesion 8. Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 9: Sesion de uso de software GeoGebra

Contenidos: C.1.5; C4.1; C.4.4; C.4.5; | Objetivos: 0.1; 0.2; 0.10
C.4.7

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA; | Actividades: Actividad Libre
C5C

Desarrollo de esta sesidn:

- Presentacidn de software Geogebra con algin ejemplo practico. (Duracidn: 10
minutos)

- Exposicion de diferentes tipos de funciones para mostrar sus caracteristicas
mas visualmente (continuidad, puntos de corte con los ejes, monotonia,
periodicidad, simetria, asintotas, etc.] (Duracion: 30 minutos)

- Se propone una actividad libre para que el alumnado explore este GeoGebra y
represente distintas funciones para poder ver por ellos mismos las
caracteristicas mostradas anteriormente. (Duracion: 15 minutos)

llustracion 56 Unidad Diddctica. Sesion 9. Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 10: Sesion de repaso y realizacion de ejercicios de examen

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.4.4; C.A.5; | Objetivos: 0.1; 0.2; 0.8; 0.10; 0.11
C.4.6; C.4.7; C.4.8; C.4.5; C.4.10

Competencias clave: CCL; CMCT; CAA; | Actividades: Autoevaluacion
CS(C; SIEP

Desarrollo de esta sesion:

- Comenzamos la sesion con la correccicn de las actividades propuestas en la
sesion anterior (actividades n227, 28, 2% y 30). Resolucion de dudas al
alumnado e identificacidn de posibles dificultades que hayan encontrado en
su elaboracidn. (Duracidn: 20 minutos)

- Realizacidn de las actividades de autoevaluacion en conjunto con el alumnado,
identificando las posibles dificultades gue puedan encontrar y resolviendo
todas las dudas planteadas. (Duracidn: 25 minutos)

- Actividad de repaso con KAHOOT donde se realizaran varias preguntas
relacionadas con toda la materia impartida durante esta Unidad Didactica.
(Duracién: 10 minutos)

llustracion 57 Unidad Diddctica. Sesion 10. Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 11: Evaluacion de la Unidad Didactica

Contenidos: C.1.2; C.1.3; C.4.4; C.4.5; | Objetivos: 0.1; 0.2; 0.8; 0.10; 0.11
C.4.6; C.4.7; C.4.8; C.4.9; C.4.10

Competencias clave: CCL; CMCT; SIEP Actividades: Sin actividades

Desarrollo de esta sesidn:

Realizacion de una prueba escrita por el alumnado donde se evaluaran los
conocimientos adguiridos referentes a esta Unidad Didactica y si se han
alcanzado los objetivos propuestos. [Duracion: 55 minutos)

6.11.

llustracion 58 Unidad Diddctica. Sesion 11. Fuente: Elaboracion propia.

Evaluacion

6.11.1. Estandares de aprendizaje evaluables

Los criterios de evaluacidn académicos se materializan a través de los estandares de

aprendizaje,

alumnado.

los cuales sirven para precisar los resultados que se desea que alcance el

Los estandares de aprendizaje medibles vinculados a los criterios de evaluacién de los

temas abordados en esta unidad diddactica son los siguientes:

Blogue 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Codigo Estandares de aprendizaje
EALL Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la
" | resolucién de un problema, con el rigor y la precision adecuados.
EAD1L Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones
"7 | entre los datos, contexto del problema).
EADD Valora la informacidn de un enunciado y la relaciona con el nimero de
© | soluciones del problema.
Identifica patrones, regularidades y leyes matematicas en situaciones de
E.A.3.1. | cambio, en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos.
E A6 Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de
" | contener problemas de interés.
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Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo
E.A.6.2. | matematico: identificando el problema o problemas matematicos que
subyacen en él y los conocimientos matematicos necesarios.
Usa, elabora o construye modelos matematicos sencillos que permitan la
E.A6.3. | resolucion de un problema o problemas dentro del campo de las
matematicas.
E A6 Interpreta la solucion matematica del problema en el contexto de la
realidad.
EATL Reflexiona sobre el proceso y obfiene conclusiones socbre él y sus
resultados.
Selecciona herramientas tecnologicas adecuadas y las utiliza para la
E.A.11.1. | realizacion de calculos numeéricos, algebraicos o estadisticos cuando la
dificultad de los mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente,
Utiliza medios tecnoldgicos para hacer representaciones graficas de
E.A.11.2. | funciones con expresiones algebraicas complejas y extraer informacién
cualitativa y cuantitativa sobre ellas.

&

Universidad de Jaén

llustracion 59 Estdndares de aprendizaje del bloque 1 relacionados con la Unidad Diddctica. Fuente: Real Decreto

1105/2014.

Bloque 4: Funciones

Codigo Estandares de aprendizaje

E.A.1.1. | mediante wuna relacion fumcional, asociando las graficas con sus

Identifica y explica relaciones entre magnitudes gue pueden ser descritas

correspondientes expresiones algebraicas.

E.A.1.3. | (cortes con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y

Identifica, estima o calcula elementos caracteristicos de estas funciones

minimos, continuidad, simetrias y periodicidad).

E.A.L4

Expresa razonadamente conclusiones sobre un fendmeno, a partir del
analisis de la grafica que lo describe o de una tabla de valores.

E.A.1.5. | variacion media, calculada a partir de la expresion algebraica, una tabla de

Analiza el crecimiento o decrecimiento de una funcion mediante la tasa de

valores o de la propia grafica.

E.A.21L

Interpreta criticamente datos de tablas y graficos sobre diversas
situaciones reales.

E.A.2.2.

Representa datos mediante tablas y graficos utilizando ejes y unidades
adecuadas.
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Describe las caracteristicas mas importantes que se extraen de una grafica,
E.A.2.3. | sefialando los wvalores puntuales o intervalos de la variable que las
determinan utilizando tanto lapiz y papel como medios informaticos.

EA24 Relaciona distintas tablas de valores y sus graficas correspondientes en
" | casos sencilles, justificando la decision.

EAZS Utiliza con destreza elementos tecnologicos especificos para dibujar
T graficas.

llustracion 60 Estdndares de aprendizaje del bloque 4 relacionados con la Unidad Diddctica. Fuente: Real Decreto
1105/2014.
Los estdndares de aprendizaje de los bloques relacionados con las funciones, se han
codificado por E.A. para, en el proximo apartado relacionar los estdndares de
aprendizaje con los criterios de evaluacion.

6.11.2. Criterios de evaluacion

Tanto en el R.D. 1105/2014, del 26 de diciembre, como en la Orden del 14 de julio de
2016, vienen reflejados los criterios de evaluacion para el bloque de funciones. Nos
obstante, también se recogeran algunos criterios de evaluacién correspondientes al
bloque 1 pero que estan relacionados con el bloque de funciones. A continuacién, se
elaboran una serie de tablas relacionando los estandares de aprendizaje con los criterios
de evaluacién, objetivos y contenidos del bloque objeto de esta Unidad Didactica:

Blogue 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacion 1: Expresar verbalmente, de forma razonada, el proceso
seguido en la resolucion de un problema.

. . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .
Clave aprendizaje
C.1.1.
CCL Bloque 1:
0.1. C.1.2,
CMCT E.A. 11,
C.1.3.

llustracion 61 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 1. Fuente: Elaboracion propia.
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Bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacion 2: Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de

resolucion de problemas, realizando los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

e . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .

Clave aprendizaje

0.1.

0.2. C.1.2. Blogue 1:
CMCT

0.8. C.1.3. E.A.2.1.
CAA

0.9. C.1.4. E.A.2.2,

0.11.

llustracion 62 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 2. Fuente: Elaboracion propia.

Blogque 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacion 3: Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar

patrones, regularidades y leyes matematicas, en contextos numéricos,
geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos, valorando su utilidad para
hacer predicciones.

e . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .

Clave aprendizaje

0.1.
CCL

0.2. C.1.2. Blogque 1:
CMCT

0.3. C.1.3. E.A3.1
CAA

0.11.

llustracion 63 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 3. Fuente: Elaboracion propia.

Blogue 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacion 6: Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de

la realidad cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos o

probabilisticos) a partir de la identificacion de problemas en situaciones

problematicas de la realidad.

L. . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .
Clave aprendizaje
Blogue 1:
0.1.
C.1.1. CMCT E.A0.1
0.2.
C.1.2. CAA E.A.6.2,
0.3.
C.1.4, SIEP E.A.6.3,
0.4.
E.A.60.4,

llustracion 64 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 6. Fuente: Elaboracion propia.
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Blogque 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacién 7: Valorar la modelizacion matematica como un recurso para

resolver problemas de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de

los modelos utilizados o construidos.

— . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .
Clave aprendizaje
0.1.
0.3. C.1.1. CMCT
Blogque 1:
0.5. C.1.2. CAA
E.A7.1
0.8. C.1.4. SIEP
0.10.

llustracion 65 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 7. Fuente: Elaboracion propia.

Bloque 1: Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Criterio de evaluacion 11: Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de
forma auténoma, realizando calculos numeéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando situaciones matematicas mediante
simulaciones o analizando con sentido critico situaciones diversas que ayuden a la

comprension de conceptos matematicos o a la resolucion de problemas.

L. . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .

Clave aprendizaje
0.1.

CMCT Blogue 1:
0.2. C.1.2.

CD E.A.11.1.
0.4. C.1.5.

SIEP E.A.11.2.
0.9.

llustracion 66 Bloque 1. Criterio de Evaluacion 11. Fuente: Elaboracion propia.

Blogue 4: Funciones

Criterio de evaluacion 1: Identificar relaciones cuantitativas en una situacion,

determinar el tipo de funcion que puede representarlas, y aproximar e interpretar
la tasa de variacion media a partir de una grafica, de datos numéricos o mediante
el estudio de los coeficientes de la expresion algebraica.

. . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .
Clave aprendizaje
Blogue 4:
0.1. C.4.1.
E.ALL
0.4. C.4.2,
CMCT E.AL3,
0.6. C.4.3.
E.A1.4,
0.8. C.4.11.
E.A.1.5.

llustracion 67 Bloque 4. Criterio de Evaluacion 1. Fuente: Elaboracion propia.
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Criterio de evaluacion 2: Analizar informacion proporcionada a partir de tablas y
graficas que representen relaciones funcionales asociadas a situaciones reales,

obteniendo informacion sobre su comportamiento, evolucion y posibles resultados

Blogue 4: Funciones

finales.
e . Competencias Estandares de
Objetivos Contenidos .
Clave aprendizaje
C.4.1.
C.4.3.
Blogue 4:
C.4.4,
0.1. E.A2.1
C.4.5,
0.4, E.AZ.2
C.4.6. CMCT
0.6. E.A.2.3,
C.4.7.
0.8. E.A.2.4
C.4.8,
E.A.2.5.
C.4.9,
C.4.10.

llustracion 68 Bloque 4. Criterio de Evaluacion 2. Fuente: Elaboracion propia.

6.11.3. Criterios de calificacion

Universidad de Jaén

Al comienzo de cada Unidad Didactica, o al comienzo de un curso académico, si los

criterios de calificacién van a ser los mismos para todas las Unidades Didacticas, se le

debe mostrar al alumnado los criterios de calificacién, para que puedan conocer de

antemano cdmo se les va a evaluar y lo que se espera de ellos.

Las principales referencias para formular los criterios de calificacion van a ser los criterios

de evaluacién y estandares de aprendizaje que hemos trabajado en el apartado anterior.

La calificacidn de la Unidad Didactica de funciones se realizara de la siguiente manera:
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Aspecto Criterios Instrumento Peso
. Conocimiento de la .
Conceptos tearicos i Examen escrito 50%
materia
Entrega y
A Resolucion de evaluacion de
Trabajo grupal i o 20%
trabajos en grupo actividades en
grupo
Resolucion de Entrega de
Trabajo individual actividades actividades 15%
propuestas propuestas
Evaluacion de la
Participacian y Participacion y participacion en 15%
actitud actitud clase y actitud en
las sesiones

llustracion 69 Criterios de Calificacion. Fuente: Elaboracion propia.

7. Conclusiones

En la elaboracién de este TFM, se ha buscado lograr los propdsitos recogidos en segundo

apartado, donde se presentan las conclusiones siguientes:

Se ha abordado con rigor matematico un contenido del temario de oposiciones

para optar al puesto de profesor de matematicas en la educacion secundaria

obligatoria. Concretamente, se ha analizado el tema 28, que se centra en

funciones y su representacién grafica.

Para fundamentar la unidad didactica desde la perspectiva curricular, se ha

desarrollado un andlisis detallado de la legislacion educativa vigente y una

revision de distintos libros de texto publicados por diversas editoriales. Ademas,

se ha realizado una investigacidn que abarca las opiniones y estudios de varios

autores sobre el tema tratado, explorando tanto los aspectos positivos como los

negativos.

Se ha llevado a cabo una investigacion centrada en las dificultades que los

estudiantes experimentan al aprender sobre funciones y graficas, identificando

tres tipos de errores comunes: errores conceptuales, en la representacién grafica

y en el lenguaje analitico.

Se ha procedido con la elaboracion de una unidad didactica que ha generado

diversas conclusiones significativas:

- Lainvestigacion de diferentes enfoques metodoldgicos demuestra que no

hay una Unica y perfecta metodologia para el &mbito de las matematicas.
En cambio, se requiere un conjunto de enfoques que se ajusten a
diferentes factores, como el contenido a ensefiar, las caracteristicas

Trabajo Fin de Master: Funciones y Graficas
Alumno: Victor Jiménez Molero

99



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

individuales del profesor y los estudiantes, el entorno familiar, el contexto
social y politico, asi como los materiales educativos disponibles, entre
otros aspectos.

- Se ha desarrollado un analisis de los objetivos generales de la etapa
educativa y del drea de matemadticas, asi como los establecidos en el plan
de centro del instituto. Ademas, se han considerado los contenidos que
se van a desarrollar y las competencias clave de acuerdo con las
normativas de referencia.

- Se han propuesto una variedad de actividades que abarcan desde
resolver problemas del libro de texto utilizado hasta realizar tareas
grupales que promuevan el aprendizaje basado en problemas y la
investigacion. Estas actividades buscan fomentar la iniciativa y el espiritu
emprendedor de los estudiantes, promover el trabajo en grupos,
fomentar las habilidades de pensamiento critico, e integrar los
conocimientos matematicos en situaciones de la vida diaria.

- Se ha destacado la importancia de abordar la diversidad en el aula,
analizando las diferentes programas, planes y acciones destinadas a la
atencidn a la diversidad establecidos por el centro educativo. Se ha
puesto especial atencién en la clase a la que va dirigida esta unidad
didactica, considerada como PMAR (Programa de Mejora del Aprendizaje
y del Rendimiento). En este contexto, también se presentan las acciones
recomendadas por los diversos departamentos para abordar esta
diversidad.

- Finalmente, en el proceso de evaluacidn, se describen los estandares de
aprendizaje medibles y los criterios de evaluacidn, estableciendo su
conexion con los contenidos, objetivos y competencias clave previamente

abordados, para concluir asi la unidad didactica de manera coherente.
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Anexo 1: Actividades Propuestas

Actividad N°1

Determina si las graficas de las siguientes correspondencias son funciones.

a) r/ b) ¥

/]

0f 1 \X

a) Sies funcién. A cada valor de la variable independiente, x, le corresponde un dnico
valor de la variable dependiente, y.

b)No es funcién. Para ciertos valores de la variable independiente, x, obtenemos dos
valores distintos de la variable dependiente, y.

Actividad N22

Expresa la funcién f(x) = |[x + 1| + 1 como una funcién a trozos y en forma de
grafica.

1.° Expresamos el valor 1= —x+1) si x<-1
absoluto como: x+1 si x=2-1

¥
2.9 La funcién definida a trozos es: flx)
:H]_f—[x+'1]+i sioa<—1 ) =14"* si x<—1 Al
' _1x+’_+1 sioxz-1 = T x42 sio a2l |
o[ 1 | X

Actividad N3

Indica si las graficas de las siguientes correspondencias son o no funciones.

a) 7 I — b) Y
CD? X \-/}J\Ux
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Actividad N°4

X+1si—-5<x<-1

Representa graficamente la funcion f(x) = 1
—Xx+2s1—-1<x<6

Actividad N25

Se considera la funcién f(x) = |4 — 2x| definida en el intervalo [-3, 3]. Exprésala
como una funcion a trozos y represéntala graficamente.

Actividad N26
Indica el dominio y el recorrido de las funciones correspondientes a estas graficas.
a) Y b) ¥
- |/
4l T

g/j X

0 1 X R

a)Dify=|-1, 4]; R(H =11, 3] b) D(g) = (===, 4) U [6, 8): R(g) = (-2, +0)

Actividad N7
1
4—x*

Halla el dominio de la funcion f(x)=
h-x2=0=x=42.Portanto, D(f) =R —{-2, 2} =(—oe, =2) U (=2, 2) U (2, 4==)
Actividad N28

Representa la funcién f(x) = 3x — 5 en el intervalo [-5, 8]. ;Cual es su recorrido?

Actividad N29

Indica el dominio y el recorrido de las funciones correspondientes a estas graficas.
a) ¥ b)

C{
\ L
\J o I/X

et
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Actividad N210
Halla el dominio de estas funciones.
3 3 1 -2
a) f(x)= b) h(x)= . c) glx)= d) i(x)=
) 2x—6 ) x*-9 ¢)g 41 ' x—4

Actividad N°11

Dadas las funciones f(x)=x*+3, g(x)=2x-5 vy ﬁ{X]:i,[alcula:

a)(f+g)5) d) (h—g)(-1) g) (—g)(11)
b) (g + M(-2) &) (f-9)(2) h) (5}:—3}
o) (f+9)(3) f) (h:g)(-2) ) I(1)

Actividad N212

Si f)=—2—, gx)=x*—1y h(x) =
x—1

nio de las funciones.

a)(f+g) (x) o) (f=h) (x) e) (f- h) (x)

2
—calcula | ion algebrai | domi-
<13 calcula la expresion algebraica y el domi

b) (g —f) (x) d) (f+g+h) (%) f) (g:fx)

Actividad N°13

Con las funciones flx) =x, glx) =3y h(x)=2 obtén la ex-
presion de las siguientes funciones: X

a)(f- h)(x) o) (f- f+g)x) e) (h:f(x)
b)[(f+g)-hl(x)  d)(g-h)x) f) (h+g)(x)

Actividad N214

Calcula la expresion algebraica de la funcién (f - g) en

donde f{x}:% y g(x)=x*-1_ ;Cuél es su dominio?
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Actividad N215

Indica los puntos de discontinuidad y los intervalos de continuidad de las funcio-
nes representadas.

u b) Y c)

WL AN

\UESERRAVAR jﬁ'l Yy X

a)

Actividad N216

Representa las siguientes funciones en tu cuaderno. Indica los puntos de disconti-
nuidad si los hubiera.

‘1 s xel —X+3 si x<-1
x—1 si x
a) fx)=|x—1]+3 b) _q(x):{ ) c) x)=4 4 si—-1<x<3
¥+ 35 x21 :
2x—=5 351 x>3

Actividad N217

La funcién parte entera, f(x) = [x], asocia cada nimero real con su parte entera.

a) Construye una tabla de valores para la funcién f(x) = [x], en el intervalo [-3, 5]. Con-
viene tomar algunos valores de x no enteros.

b) Representa graficamente la funcidn.

c) ;Es continua? Indica sus discontinuidades si existen.

Actividad N218

Halla los puntos de corte y el signo de la funcidn f(x)= 1_4.
X
El dominio de la funcién es (—es, 0) w (0, +o).
Como el 0 no pertenece al dominio, entonces la
funcidn no tiene puntos de corte con el eje Y. 'Z ]
La funcién corta al eje X en el punto (4, 0). Los '
intervalos a estudiar para hallar el signo de la :
funcién son: 14 .
T I_r-

* En (—oo, 0): fl-1) =5 > 0 = Positiva 0] 1 PoX
*En (0, 4): f{1)=-3 <0 = Negativa

1 i
* En (4, +o0): f[5]=§:>{} = Positiva ]
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Actividad N219

Estudia grafica y algebraicamente la simetria de las funciones f(x) = x*?— 4 y
g(x) =3x — x°.
* Graficamente:

Al trazar la gréfica de las funciones se observa que la funcian flx) es simétrica res-
pecto al eje de ordenadas y la funcién g(x) es simétrica respecto al origen.

¥ q(x)

F(x)

* Algebraicamente:
- La funcidn f(x) = x* — 4 es par, porque fl—x) = (—x)! = 4= x* — 4 = f(x).

- La funcién g(x) = 3x — x* verifica que g(—x) = 3(—x) — (—x)* = —3x + x* = —g(x), por
tanto, es una funcién impar.

Actividad N220

Calcula los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones.
a)f(x)=3 - 2x o) flx)=x"-1 e) flx) = 2x°

b) f(x) = 3x — x2 d)fix)=x+4 ) fxX)=x!—b4x+4

Actividad N221

Estudia la simetria de las funciones que aparecen a continuacion.

2) fx)=— 0) h(x) =b+ 2 &) jx =%

x—1

b) g(x) = 5x* — 3x d) i(x) = 5x ) k(x)=x*+ 27

Actividad N222

- . Y
La grafica corresponde a una funcion
periddica cuyo periodo es T= 6. Copiala

en tu cuaderno y complétala en el inter- f \
valo [-6, 18]. I
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Actividad N223

Halla las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de las siguientes funciones, si
las hay.

5 1 X
3) flx)=— - hix) =
a) f(x) . b) g(x) T c) hix) S,

Actividad N224

2
Verifica que las asintotas de la funcién f(x)= X son

x—2
y=x+ 2y x=2, analizando el comportamiento de f(x)
cerca de las asintotas mediante tablas de valores.

Actividad N225

Encuentra las asintotas horizontales y verticales de las
siguientes funciones.

Sx +2 42
a) y= c) y=—

¥—1 X=X

—3x+2 2x*
h) y=— d)y=——
) X )} X —x—6

Actividad N226

Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x* + 3.
El dominio de la funcidn fx) es D(f) = (—oe, +o2).

51 se toman dos valores del dominio cualesquiera x, y x,, tales que x, <x,, se cumple:
x)<x;=x)+3<C+3= flx ) <flx)

TVM f[x,, x,] > 0y la funcidn es creciente en todo su dominio.

Actividad N227

Calcula la tasa de variacion media de las funciones en los intervalos indicados.

a) fx)=x*+2x-3 en [0, 2] c) hix)=-x*+2 en[-2, 1]
b) gl)=—— en [<2, 1] d) i)=vx—2 enl[3, 6]
q4—X
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Actividad N228

Estudia el crecimiento y el decrecimiento de las funciones:
a) flx)=2x+7, D(f) = [-5, 4] b) g(x) =4 —x2 D(g) = [-10, 0]

Actividad N229

;Cémo son los maximos y minimos de una funcién creciente en (—s, 1) U (2, 5)
y decreciente en (1, 2) U (5, +e9)?

Actividad N230

[ndica los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y los minimos
de las siguientes funciones.

a) v c)

[

¥, ERE

b)

\jz X 1]
ol 1 X
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Actividades de Autoevaluacidon

1.Entre el conjunto C={1, 2, 3, ... 100} formado por los 100
primeros nimeros naturales y el conjunto 8 formado por los
20 primeros, establecemos la siguiente correspondencia:

A cada elemento de C le corresponde la suma de sus cifras.
a) ;Es esta correspondencia, f, una funcidon?

b) ;Cual es su recorrido?

c) ;Pueden aparecer elementos repetidos en B? ;Por qué?

d) ;Cuantos elementos x de C verifican que f(x) = 97

2.Calcula el domino y el recorrido de las siguientes funciones.

a)flx)=x*4+2x-3 b) glx)= 2x-+E:

1 . .
3.Dadas las funciones f(x) =3 y g(x) = x?— 4, determina:
a) El dominiodef+g

b) El dominio de (f- g) v de

c) El valor de (f-g)(2) /

4.0bserva la siguiente grafica:

Y

l.
o 1 X

a) Indica su dominio y recorrido.
b) ;Es par o impar?
c) Calcula f]4+f(2)].
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5.Representa graficamente la siguiente funcion y estudia su

continuidad.
2—x six<0
g(x)=1 3x si0<x<2
6 six=2

6. La grafica que aparece a continuacion se corresponde con
una funcion periodica.

Y

aiah: aaases
PR Rk

a) ;Cuédl es su recorrido? ;Esta acotada? ;Es simétrica?
b) Calcula f(2016) y f(—2020).

c) ;Cudl es el periodo de f(2x)?

7.Las graficas siguientes corresponden a dos funciones fy g.

¥ ¥

SPA\ SRS \BaY/VES5
Y

L]
=t o
S

a) ;Estan acotadas?

b)Indica sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
;Cudles son sus maximos y minimos?

c) ;Cuédles pueden ser las asintotas de la funcidn f?
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Son muchas y variadas las actividades de la vida en las que es preciso tener en cuenta y conocer adecuadamente las consecuen-
cias de la fuerza de gravedad en nuestro planeta. Por citar algunas de ellas basta fijarse en actividades deportivas como el para-
pente, el ala delta, los lanzamientos de jabalina o el tiro con arco. En todas ellas, para determinar su trayectoria, influyen muchos
otros factores como son: la resistencia del aire, la velocidad y el angulo de salida, la fuerza del viento..., cuyos efectos se suman

para dar lugar a la trayectoria final.

Se plantea, mediante el manejo de funciones elementales, estudiar y obte-
ner la trayectoria que seguira un objeto lanzado con cierta velocidad
desde un punto elevado y despreciando la resistencia del aire. -

Desde una plataforma horizontal y situada a 20 m de altura se lanza ﬁ g
una bola, gue rueda sobre |a plataforma, con una velocidad de

2 m/s. El espacio que recorre horizontalmente serd x = 2t (ve-

locidad por el tiempo) y verticalmente ¥ = %9"?‘, donde g es

la aceleracidn de la gravedad, g =—10 m/s’. En este caso, como

se lanza desde una altura de 20 m, la posicién vertical de la bola

en cada instante serd y = 20 — 5¢°.

1. jCuanto tiempo tardara en caer al suelo?

2. ;Qué desplazamiento horizontal habra tenido la bola en ese tiempo?
3. ;En qué punto caera la bola?
f. Halla las posiciones de la bola cada 0,2 segundos y represéntalas sobre unos

gjes de coordenadas.

nande el tiempo t entre las dos expresiones que has utilizado.

Evaluacion de la Unidad Didactica

1. A partir de la grafica de la funciéon f(x) =

xzx_g , contesta las
siguientes preguntas.

a)  Es continua?

b) ¢Cual es su dominio?

¢) Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) ;Tiene maximos o minimos? Indica si son absolutos o
relativos.

e) ¢Tiene asintotas? Si las tuviera, indicalas.

f) ¢ Es simétrica? En caso afirmativo indica el tipo de simetria.

2. Halla el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x)=+8x-3 c)

¥
|

5. La grafica qué obtienes, ;a qué tipo de funcidn corresponde? Halla la expresion de esa funcién en la forma habitual y = f{x) elimi-

F(x)=3Ix® —3x +1

3-x Vx? -4
b) f(xX)=—— d) f(X)=—-—F-
X" +Xx x+5
x*+x six<0
3. Dada la funcion a trozos f(x)=1x sid<x<2:
4-x six>2
a) Representa graficamente la funcién. b) (Es continua?
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4. Dada la grafica de la funcion f{x): Y
a) Calcula fi-2), i4)y f(6)
b) Halla sus maximos y minimos e indicar si son relativos o absolutos. 1

N

5. En una ciudad hay dos tipos de taxis, los amarillos y los negros. En los amarillos cobran 4 € por la
bajada de bandera mas 1,2 €/km. En los negros cobran 10 € por la bajada de bandera mas 0,9 €/km.

a) Siy es el coste de una carrera, y x, los kilbmetros recorridos, ;cual de estas funciones representa el
coste de una carrera en un taxi amarillo en funcidon de los kilémetros recorridos?

A. y=4x B. y=12x C. y=4+12x D. y=12+4x
b) ¢Cuanto costara un recorrido de 8 km en cada taxi? ;Y de 50 km?

c) (A partir de qué distancia empezara a resultar mas conveniente coger un taxi negro?
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