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Introduccion

Durante mucho tiempo se han considerado modelos deterministas para
el estudio de una amplia variedad de fenémenos naturales. Sin embargo,
si observamos el mundo que nos rodea y queremos buscar un modelo ma-
tematico que justifique el comportamiento de un determinado suceso, nos
damos cuenta de que en muchisimas ocasiones ese suceso presenta de mane-
ra inherente una parte aleatoria. Por tanto es esencial recurrir a la teoria de la
probabilidad para poder entenderlos y considerar otro tipo de modelos que
tengan en cuenta esta aleatoriedad, denominados modelos estocasticos.

Desde que el matematico japonés Kiyosi Itd6 desarrollara la teoria de ecua-
ciones diferenciales estocasticas [7, 8], éstas se han utilizado para modelar
ese caracter aleatorio del que habldbamos. Los modelos estocédsticos se han
utilizado para la prediccién de fendmenos de distinta naturaleza. Una de las
ramas en la que mads se utilizan estos modelos es en economia, ya que se
adaptan muy bien a la hora de predecir las tasas de interés. En nuestro caso
nos centraremos en una aplicaciéon en epidemiologia, mas concretamente en
los datos recogidos en la ciudad de Jaén en algunos periodos de la pandemia
del COVID-19.

La elaboracién del presente trabajo supone la culminaciéon del Master en
Matematicas, con el propésito de alcanzar los objetivos generales de dicho
master, que son:

» Promover la actualizacion cientifica y la interconexién entre las diversas
parcelas del saber matematico.

» Mostrar las técnicas matematicas actuales y sus aplicaciones.

» Capacitar para el uso de las tecnologias de la informacién y la Comuni-
cacion.

El objetivo general del trabajo, consiste en entender, analizar y simular
algunos modelos matematicos con cierta incertidumbre aleatoria, que nos
permitirdn ver la evolucién de un sistema para poder hacer predicciones
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Introduccion

sobre su comportamiento en el futuro con cierta confianza. Concretamente lo
aplicaremos al impacto del COVID-19 en la ciudad de Jaén.

Los efectos de la pandemia del COVID han dado lugar al incremento de
estudios que tratan de modelizar el desarrollo de la enfermedad. Asi surgen
modelos de diferente naturaleza y que tienen en cuenta variables distintas. En
nuestro caso, nos centraremos como hemos dicho en los modelos estocasticos
y para ello se deberda empezar estudiando los antecedentes existentes del
tema para iniciar nuestro trabajo [22, 19].

Para lograr el objetivo general establecido, se deberdn alcanzar una serie
de objetivos especificos en cada uno de los capitulos de la memoria.

El estudio de modelos estocasticos necesit6 el desarrollo de una teoria
mas amplia a la teorfa basica de la probabilidad y del célculo. Por ello, el
objetivo del primer capitulo serd recordar algunas nociones basicas de la
teoria de la probabilidad para desarrollar las nociones fundamentales del
célculo estocastico [14], que servirdn de base para los capitulos siguientes.

En el segundo capitulo, nuestro objetivo serd estudiar las ecuaciones di-
ferenciales estocasticas, dando su definicion, los tipos que hay y un teorema
que nos asegura la existencia y unicidad de la solucién; y desarrollar dos
métodos numéricos para discretizar modelos estocasticos. El primero sera el
método de Euler-Maruyama y el segundo el de Milstein [10].

En el capitulo tercero, el objetivo serd desarrollar tres modelos estocésticos:
el movimiento Browniano geométrico, el modelo de Vasicek y el modelo Cox-
Ingersoll-Ross, también conocido como modelo CIR [3]. Estos modelos se
suelen utilizar en economia para modelar los movimientos de las tasas de
interés, aunque en nuestro caso, como hemos dicho antes, nos interesa poder
aplicarlos para predecir los casos de positivos en COVID de la ciudad de
Jaén.

Por ultimo, en el cuarto capitulo, nuestro objetivo serd aplicar los mode-
los estocdsticos a un caso de la vida real . Para ello se realizardn diferentes
simulaciones numéricas en varios intervalos de tiempo de la pandemia en
Jaén, comprobando que realmente se ajustan a los datos. Una de las simu-
laciones se basard en el modelo estocastico CIR [9] y la otra en los modelos
ARIMA, puramente estadisticos [5]. Para hacer una buena estimacién de los
datos reales y minimizar el error, serd necesario ajustar los pardmetros del
modelo CIR, tarea que no es nada sencilla. Terminaremos comparando ambos
métodos para ver cudl lo hace mejor y se daran unas conclusiones finales del
trabajo.
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1. Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir una serie de conceptos estocasticos
que se necesitan para poder entender los modelos que posteriormente se
detallardn y utilizardn a lo largo del trabajo.

Primero se definird el concepto de espacio de probabilidad, junto con el de
variable aleatoria, para después poder definir qué es un proceso estocastico,
concepto en el que se basa toda la teoria de célculo estocastico. Seguidamente
se dara el concepto de proceso de Wiener o también llamado movimiento
Browniano vy, finalmente se introducira el calculo estocdstico, dando el con-
cepto de integral y diferencial estocdstica, que més tarde nos permitird dar el
resultado mas relevante de este nuevo célculo, el lema de It0.

1.1. Procesos estocasticos

Para definir qué es un proceso estocdstico primero tenemos que dar un
breve repaso a algunas definiciones basicas de teoria de la probabilidad [1].
Empezamos por la de espacio de probabilidad.

Definicién 1.1. Un espacio de probabilidad o probabilistico es un triplete
(Q, A, P) donde:

1. ) es un conjunto no vacio llamado espacio muestral.

2. A es una clase de subconjuntos de (), con estructura de o- algebra, que
verifica que es cerrada para complementarios y uniones numerables, es
decir:

a) YA € A se verifica que su complementario A € A

b) Si {A;}7?, C A= U2 A € A



1. Preliminares

3. P es una funcién de probabilidad
P: A—10,1]
A+— P(A)
verificando los axiomas de probabilidad de Kolmogorov:
a) VA € A P(A) >0,
b) P(Q)) =1,

c) Sean A, C A incompatibles dos a dos, entonces:
P (U Ai) =) _ P(A))
i=1 i=1

Para introducir de manera formal el concepto de variable aleatoria, co-
menzamos definiendo la o- 4dlgebra de Borel sobre IR.

Definicién 1.2. Sobre el conjunto de los nimeros reales IR, se define la o-
algebra de Borel como la minima clase de subconjuntos con estructura de o-
algebra que contiene a todos los intervalos de IR. Esto es, si ) denota la clase
de intervalos de IR, la o- dlgebra de Borel B, es una clase de conjuntos de R,
B C P(R), siendo P(R) el conjunto potencia o conjunto de las partes de R ,
tal que:

1. BD).
2. B es o- algebra.
3. A C P(R) es una o- algebra, tal que A D ), entonces A D B.

Al par (R, B) se le denomina espacio de Borel y a los elementos de B con-
juntos de Borel o Borelianos.

Ya estamos en condiciones de dar la definicién de variable aleatoria.

Definicién 1.3. Una variable aleatoria definida sobre un espacio de pro-
babilidad (), 4,P) es una funcién X : (Q,4,P) — (R,B) que verifica
X~1(B) € A, es decir:

X YB) = {we QO/X(w) € B} € A VB € B.



1.1. Procesos estocdsticos

La funcién de distribucion de X, F(x) : R — [0,1] dada por F(x) = P(X <
x), contiene toda la informacién probabilistica de X.

Después de este breve repaso de los conceptos mas importantes de la
teoria de la probabilidad, ya estamos en condiciones de definir qué es un
proceso estocastico.

Definicién 1.4. Un proceso estocastico {X;,t € T} = {X;};e7 es una colec-
cién de variables aleatorias contenidas en el mismo espacio de probabilidad
(), A, P) indexadas por una coleccién T que denota el tiempo de manera
discreta o en un intervalo. De esta manera, un proceso estocéstico X se puede
escribir como una funcién:

X:RxQ—-R, (tw)— X(tw)

Aunque hemos introducido los procesos estocasticos como funciones de
dos argumentos escribiremos X (t,w) = X(t) o X(t,w) = X; indistintamente,
segin nos resulte mas comodo.

Definicién 1.5. Una familia (F¢);>o de o-dlgebras es una filtracién si V0 <
s < t se cumple que F; C F; C F.

Definiciéon 1.6. Un proceso de Markov X es un tipo particular de proceso
estocdstico donde solo el valor presente de X(t) influye en la prediccién
tutura de X. Por ello, el pasado y el futuro no tienen una conexién directa en
los procesos de Markov.

Definiciéon 1.7. Un proceso estocastico se denomina Gaussiano, si toda su
probabilidad conjunta sigue una distibuciéon Gaussiana, es decir, si X(t) es
un proceso Gaussiano, entonces

X(t) ~ N (u(t), (1)

para todo t, donde p(t) y 0%(t) caracterizan por completo el proceso y repre-
sentan a la media y a la varianza.

Existen més procesos estocdsticos, pero nosotros nos centraremos en algu-
nos en los que se encuentra el movimiento Browniano o proceso de Wiener.
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1.2. Movimiento Browniano

En 1826 el botdnico Robert Brown observd, a través de un microscopio, que
los granos de polen suspendidos en agua realizaban un movimiento irregular.
Este movimiento era el resultado de las colisiones de las particulas con el
fluido. Cada particula era mds grande y pesada que las del liquido, de modo
que cada colisién de manera independiente era imperceptible, sin embargo,
la superposién de muchas si se podia observar. Al movimiento irregular
de cada particula se le llam6é movimiento Browniano [12] y a cada una de
esas particulas que lo realizaba, particula Browniana. Més tarde descubri6
que dicho movimiento también lo seguian particulas muy finas de varios
minerales.

La colisiones ocurren tantas veces y tan rdpido que los pequefios cam-
bios en las trayectorias no se puede observar y la trayectoria exacta se debe
describir estadisticamente.

Posteriormente, en 1860, Nobert Wiener logré dar un modelo para las tra-
yectorias irregulares de dichas particulas, como funciones continuas pero no
diferenciables en ningtin punto. Por ello el movimiento Browniano también
es conocido como proceso de Wiener.

Desde entonces numerosos autores continuaron su estudio y las aplica-
ciones a diferentes dreas de la ciencia no han cesado. En 1930, Orstein y
Uhlenbeck [20] establecieron una nueva teoria del movimiento Browniano
mediante el proceso de Ornstein- Uhlenbeck que se consideré dentro de la
Teoria General de Procesos Estocésticos.

Definicién 1.8. Un proceso estocastico {W(t),t > 0} es un movimiento
Browniano con varianza o2 si cumple las siguientes condiciones:
1. W(0) =0.

2. W tiene incrementos independientes: si 0 = ¢ty < t; < ---t; entonces
W(t;) — W(tj_1), 1 < m son independientes.

3. W tiene incrementos estacionarios: para todo s < t, W(t) — W(s) ~

N(0,02(t —s)).

4. Las trayectorias del proceso t — W(t) son funciones continuas.



1.2. Movimiento Browniano

A lo largo de la memoria denotaremos al Movimiento Browniano o proceso

de Wiener por {W(t),t > 0}, si bien en numerosos textos se utiliza la notacién
{B(t),t > 0}.

1.2.1. Propiedades estadisticas del Movimiento Browniano

A continuacién, se exponen las principales propiedades estadisticas del
Movimiento Browniano [14].

P.1. La funcidon media del Movimiento Browniano es idénticamente nula:

E[W(t)]=0, Vt>0
P.2. La funcién covarianza viene dada por:
Cov[W(t) — W(s)] = Minlt,s], Vs, t >0
P.3. W(t) es 3-autosemejante:

W(T-t) =VT-W(t), Vt,T >0

P.4. Las trayectorias del movimiento Browniano son continuas pero no
diferenciables.

Cabe destacar que todas las trayectorias de W(t) pertenecen al espacio de
funciones de [0, T] a R, L?[0, T], definida como:

2= {f:(0,T] = R:||f]l2 < oo},

o= ([ 170ar)

donde
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1.3. Calculo de Ito

Kiyoshi Itd fue un matematico japonés que desarroll6 una teoria para la
diferenciacién e integracion de procesos estocasticos conocida como Calculo
de Ito.

El Calculo de Itd difiere de la teorfa clasica de diferenciacién e integracion,
por lo que se tiene que definir un nuevo concepto de integral, el de Integral
de Itd. Uno de los resultados fundamentales del cdlculo estocéstico es el lema
de Itd, que se usa fundamentalmente para obtener diferenciales estocdsticas.

La teoria de Itd se aplica en numerosos campos para el estudio de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas. Nuestro trabajo se centra en ecuaciones di-
ferenciales estocésticas que contienen una componente determinista y una
aleatoria o estocéastica con el movimiento Browniano, de la forma:

dX() = f(t, X(£))dt + g(t, X(£))dW(t)

donde f(t, X(t)) es el término de arrastre o drift y g(¢, X(¢)) el de dispersién
o difusion.

Como hemos dicho antes, las trayectorias del movimiento Browniano son
continuas pero no derivables, por tanto, el paso de un proceso a tiempo
discreto a uno de tiempo continuo no es inmediato y requiere la construcciéon
de una nueva herramienta matemadtica, la integral estocdstica o de Ito.

1.3.1. La integral de Ito

El objetivo de esta seccion es definir la integral estocdstica. Hay varias
posibilidades que dan lugar a formalismos distintos, como son la integral
de Itd o la integral de Stratonovich. Nosotros desarrollaremos la integral de
Itd6 de manera progresiva, de modo similar a la de Riemann. Comenzamos
dando el espacio de procesos para los cuales definiremos nuestra integral [2]
y seguiremos con los procesos escalonados, que son anélogos a las funciones
constantes a trozos en la integral de Riemann [6].

Definicién 1.9. Sea

L2 := 12 ([0, 71,9, F {Fihiepo), P)
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- {{(X(t),}"t)}te[o,THX(t) es continuo'y E ( /0 ! X(t)zdt) < oo},

| X |2:=E (/OT X(t)zdt)

Para ser exactos, no es una norma, sino una semi norma, pues si || X(t) —
Y (t) ||>= 0 entonces solo podemos deducir que X(t) = Y(t) casi seguro en
A ® P. En tal caso diremos que X(f) es equivalente al proceso Y(t).

junto con la norma

Definicién 1.10. Un proceso G(t) € IL2[0, T] se denomina proceso escalonado
si existe una particion P = {0 =ty < t; < ... < t,, = T} tal que

G(t) =Gy, tp <t < tert, k€ {0,...,m —1}

Definicién 1.11. Sea G(t) € IL?[0, T] un proceso escalonado. Entonces,

m—1
[ Gty =" Ge(Wit) - Wik)
k=0

se denomina Integral del Itd del proceso escalonado G en [0, T'.

Para definir la integral de Itd en el caso general introducimos un lema
previo.

Lema 1.1. Dado G(t) € IL2[0, T], existe una sucesion de procesos escalonados aco-
tados G(t)" € 1L2[0, T tal que

E (/OT|G(t) - G(t)”|2dt> 50 sin— oo

Definicién 1.12. Sea G(t) € IL2[0, T]. Sea G(t)" € IL?[0, T] como en el lema
anterior. Entonces

T T
/O G(H)dW(t) == 1im [ G(t)"dW(t)

n—oo Jo

"La hipotesis de continuidad no es estrictamente necesaria, pero la impondremos aqui para
simplificar el desarrollo posterior
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se denomina Integral de Itd de G en [0, T

La extension de la Integral de It6 al caso multidimensional viene dado por
la siguiente definicién.

Definicién 1.13. Sea G(t) € .2, [0, T] entonces

T T
/0 G(HAW(E) == 1im | G(t)"dW

n—oo Jo

1.3.2. Propiedades de la integral de Ito

Si X(t), Y(t) € L2,,,[0, T], entonces se satisfacen las siguientes propieda-
des:

P.1 La integral de It0 es lineal, es decir:
T T T
/ (aX(s) + bY(s)) dW(s) = a/ X(s)dW(s) + b/ Y (s)dW(s)
0 0 0

P.2 Esperanza nula

E (/OTX(s)dW(s)) —0

P.3 Isometria de ItO

E ( 2) —£( [ 1x(0)a5)

Después de construir la base teérica sobre la que se fundamenta todo el
trabajo, estamos en condiciones de pasar al siguiente capitulo donde estudia-
remos las ecuaciones diferenciales estocdsticas, los diferentes tipos que hay y
la existencia de sus soluciones.

T
/0 X(s)dW(s)




2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este capitulo se estudiara la ecuacién diferencial estocastica. Primero
se dard una definicion partiendo de las ecuaciones diferenciales ordinarias
[17] y posteriormente las clasificaremos en lineales y no lineales, escalares y
vectoriales.

Después de esto nos centraremos en estudiar las soluciones de las ecua-
ciones diferenciales estocésticas. Nos preguntaremos si existe algtin resultado
que nos garantice la existencia y unicidad de la solucién [6], y tras esto,
mencionaremos diferentes métodos para obtener dichas soluciones. La pri-
mera consiste en utilizar el cdlculo de It6 y la segunda a partir de métodos
numéricos, que nos dardn soluciones aproximadas.

2.1. Definicion

Para ilustrar el modelo general de una ecuacién diferencial estocastica
(SDE) partiremos de una ecuacién diferencial ordinaria (ODE):

ax
= FLX()

Para obtener una ecuacién diferencial estocastica afiadimos un ruido blan-
co a la ecuaciéon. Entonces se tiene la siguiente expresion, conocida como
ecuacion de Langevin:

Q%Q:f@xa»+g@xa»aw

donde () es un proceso de ruido blanco y podremos hacer la sustitucién
dW(t) = {(t)dt, donde dW(t) es la forma diferencial del movimiento Brow-
niano estandar W(t). La sustitucién dW(t) = {(t)dt es meramente formal
porque los caminos X(#) del movimiento Browniano son continuos pero no
son diferenciables en ningtin punto.



2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

De forma general, la forma de una SDE es:

axX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW(t)

Diremos que un proceso estocastico X(t) es solucién, en t € [0, T] de la
ecuacion diferencial estocéstica

{ dX(t) = f(t, X(¢))dt + g(t, X(t))dW(t)
Xo = X0

cuando el proceso sea solucién de la ecuacién integral
t t
X(H) =x0+ [ f(s,X(s)ds + [ g(s,X(5)aW(s)

con f,g: R - R

La integral fot f(s, X(s))ds es de tipo Riemann, mientras que fot ¢(s, Xs)dWs
es de tipo Ito.

2.2. Tipos de ecuaciones diferenciales estocasticas

La ecuaciones diferenciales estocéasticas se dividen en lineales o no lineales,
y entre escalares y vectoriales. En nuestro caso diferenciaremos entre lineales
escalares, lineales vectoriales y no lineales simplemente [17].

2.2.1. SDEs lineales escalares

Definimos la ecuacién diferencial estocdstica y escalar como:

dX(t) = f(t, X(£))dt + g(t, X(£))dW(t)

con la condicién inicial X(0) = x( para el proceso estocdstico unidimensional
X(t) siy solo si las funciones f(t, X(t)) y g(t, X(t)) son funciones de grado 1
en X(t) € R.

En el caso de estas ecuaciones podemos obtener soluciones exactas de
manera analitica, como serda el caso del Movimiento Browniano Geométrico
que se verd en el siguiente capitulo, y también de manera computacional.
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2.2. Tipos de ecuaciones diferenciales estocdsticas

2.2.2. SDEs lineales vectoriales

Si extendemos las ecuaciones diferenciales estocdsticas lineales obtenemos
las vectoriales.

Se define la ecuacién diferencial estocdsticas lineal vectorial como:

dX(t) = F(t, X(1))dt + g(t, X())dW(t)

con la condicién inicial X(0) = xg € R" donde X(t) € R" es un vector de
dimension n, f(t, X(t)) € R" y g(t, X(t)) € R™™ tienen que ser funciones
afines de X(t), siendo:

f(8X(t) = A(H)X(E) +a(t)
g(t, X(t)) = [B1(t)X(t) + b1(t), .., B (£) X(t) + b (t)]

donde A(t) € R"™", a(t) € R", Bi(t) € R"™", b;(t) €« R" coni =1,.,my
W(t) € R™ es un movimiento Browniano m- dimensional. Comentar que se
ha usado la notacién de Matlab para construir matrices.

2.2.3. SDEs no lineales

Este tipo de ecuaciones difieren de las ecuaciones lineales en la no lineali-
dad del término de dispersion.

En comparacion con las ecuaciones lineales, la resolucién de éstas resulta
mucho mds complicada. Existen multitud de tipos de procesos no lineales
pero nosotros solo comentaremos el que analizaremos més adelante, que se
caracteriza por tener una raiz cuadrada en el término de dispersion, es decir,
tenemos una ecuacioén diferencial de la forma:

axX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW(t)

con f(t,X(t)) = A(H)X(t) +a(t) y g(t, X(t t)y/X(t), donde A(t

a(t) y B(t) son escalares reales.

Esta serd una ecuacién similar a la del modelo CIR que usaremos para
modelar la evolucién de la pandemia del coronavirus y a partir de la cual

11



2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

realizaremos simulaciones para ver su comportamiento. Aunque no podemos
llegar a una solucién analitica como en otros procesos lineales podremos
realizar una aproximacién numérica con Matlab.

2.3. Soluciones de las EDEs

Después de dar la definicién de ecuacion diferencial estocastica y ver los
distintos tipos que hay resulta natural preguntarse, jexiste un resultado que
nos garantice la existencia y la unicidad de las soluciones? La respuesta es si
y se refleja en el siguiente teorema [6, 2].

2.3.1. Un teorema general de existencia y unicidad

Para probar la unicidad utilizamos el lema de Gronwall [6] que se enuncia
a continuacion.

Lema 2.1. Sean f,¢ : [0,T] — R funciones, siendo f continua y no negativa, ¢
medible Borel, y sea Cy € IR una constante. Si

gb(t)§C0+/()tf¢ds, VO<t<T

entonces .
p(t) < Coehf* vo<t<T

Teorema 2.1. Supongamos que f(t,x) y g(t, x) son continuas con

|f(t,x) — f(t,y)] < L|x —y]
g(t,x) —g(t,y)| < Lx —y]

para0 <t<Tyx,ycR"'y
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2.3. Soluciones de las EDEs

para 0 < t < Ty x € R", donde |- | denota la norma Euclidea de dimension

adecuada, L es alguna constante y Z € 1L.2(Q)), entonces existe una iinica solucion
fuerte X(t) en 1L2[0, T] de

{ dx(t) = f(t, X(t))dt + g (t, X(t))dW(t) (2.1)
X(0) = Z |

Demostracion. Probamos la existencia y unicidad de la solucién basandonos
en [2, 6]:

I) Existencia

Como en el caso determinista, la existencia de una solucion se demuestra
utilizando una iteracion de Picard. Sea:

Xty =2
XE(E) = Z+ [y f (s, X¥(s)) ds + [y & (s, X¥(s)) dW(s)
1) Veamos que estéd bien definida y que X* € 1.2[0, T], para k > 1. Para
ello usamos induccién:
-Para k = 0 se cumple, pues Z € .2(Q) por definicion.

-Supongamos cierto para k, entonces como X* € IL2[0, T] y |g (¢, X¥(t)) |> <
L2(1+|Xk(1)])? = g (t, X (t)) € L2,,,[0, T]. De manera similar, como tam-
bién Xk € LL[0, T] y |f (£, X*()) | < L(1+ |XK(t)]) = f (t, X*(t)) € LL[0, T).
Luego XK+ est4 bien definido.

2)

Veamos que X1 € IL2[0, T].

E <|Xk+1(t)|2> < CE (|Z|2) + CE ()/Otf (s,Xk(s)) ds

)

+ CE (’/Otg (s, Xk(s)> dW(s)

siendo C una constante sin especificar.
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Por la desigualdad de Holder se tiene:

E( 2) gE(t/OT )f(s,Xk(s)szs)
<E (T/OT ‘f (s,Xk(s)) ‘st)
< TL2E (/OT(1 + |Xk(s)|)2ds>

<2712 (T+ | XM )

S

(s, Xk (s)

Usando la isometria de Itd

('/ (5, XK(5)) aw (s

) =e(Llstxo) )
([ lero)fe)

<I%F (/OT(1 + |Xk(s)|)2ds>

<212 (T+ |1 XM )

IN

Por tanto, para todo t € [0, T]

E (|x*1(1)2) < CE(|22) +C (222 +2L2) (T + |1}, o )

~

D

Luego, integrando respecto a ¢ concluimos que X¥*! € IL,,[0, T] como se
queria demostrar, es decir,

T
E (/ \Xk“(t)\zdt) <DT <
0

2) Veamos que {X*} converge a la solucién de la ecuacién estocéstica.

Empezamos probando que:

d¥(t) = E (‘Xk(t) - Xk_l‘z) < (A;f!t)k, Vk > 1
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2.3. Soluciones de las EDEs

donde M = M (L, T, E(|Z|?)). Usaremos nuevamente induccion. Para k = 1

se tiene
d' (1) = E (1X'() - 22
)

< 2F ( /Otf(s,Z)ds 2) 4 2F (‘/Otg(s,Z)dW(s)

<2t ([ 1t 2 ds) + 26 [ lgts, 2P s )
< (2TL2 +2L2)E </0t(1 + |z|)2ds>

< 4(T+1)L2 (1 +E <|Z|2>> t= Mt

Supongamos cierto para k y lo demostramos para k + 1
dk+1(t) — E <|Xk+1(t) _ Xk(t)‘2>

< 2F (' [} 5. X5) = (s, X471 5) s

)
t 2
+2E (’/0 g(s,Xk(s)) —g(s,Xk_l(s))dW(s) )
< 2TE (/Ot )f(s, Xk (s)) —f(s,xk—1(s))‘2ds>
+2E (/Ot ‘g(s, Xk(s)) — ¢(s, Xk—1<s))rds)
< (2TL2 +212)E (/Ot }X"(s) — Xk1(s) )2 ds)
t Mksk MK+ k1

el PO et
0 kOSSR

<2(T+1)L?

Como queriamos demostrar, se tiene que

(Mt)*

d(t) < o

3) Gracias a la acotacién se tiene que {X*} es una sucesién de Cauchy en
L%(Q, F, P). Luego, sea X(t) su limite en L2(Q, F;, P), {X(t), Ft}1ejo,1) €s un
proceso estocdstico.
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Ahora vamos a ver que X(t) tiene una modificacién X(t) tal que X*(t) —
X(t) uniformemente en [0, T] casi seguro, probando que X¥(t) es uniforme-
mente de Cauchy casi seguro de la siguiente forma:

XK (1) — XK1(1)2 < 2T12 /OT [xk1(s) - Xk_z(s)‘zds

t 2
2 [ (s, X7 1(6)) — g5, X4 2w (s

Por tanto,

E ( max ‘Xk(t) - Xk—l(t)m < 2TI2E (/OT ‘Xk_l(s) - Xk_z(s)‘zds)

0<t<T
2)

[ X571 () = gl X572 (s)

+2E ( max
0<t<T

Usando la desigualdad martingal
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2.3. Soluciones de las EDEs
Luego,

0<t<T

E( max_|xk(t) —Xkl(t))z)

< (2TL? + 8I2)E (/OT XK1 (s) = XK2(s) (2 ds)

T Mk—lsk—l
< (2TL? L2 / _—
< ( +8 )0 (k—l)!ds

MFKTk
=C k!

donde C = C(T, L).

1 1
) Ky _ k=100 > ) k() _ xk=1(012 >
P <0 ;ntagT|X (1) =X (1) > _kz) =P (0 ;nta;(T|X (1) =X ()] > _k4>

< A . k(Y _ yek—=17p) (2

_kE((énta%(TD((t) X (t)|)
4 A rkTk

<CkMT

_— k! 7
Y como Y ;74 k4A]f!k T < oo se concluye por el Lema de Borel Cantelli que para

casi todo w con k > ko(w)

1
. ki k-1
OéntagT]X () =X ()| < 2

Luego X¥(t) — X(t) uniformemente en [0, T] casi seguro y por tanto
X(t) tiene trayectorias continuas casi seguro. Como para todo 0 < t < T,
XKk(t) — X(t) casi seguro tenemos que X(t) = X(t) casi seguro.

Supongamos entonces que X (t) = X(t). X(t) verifica ser continuo. Como
Xk — X(t) casi seguro, entonces X*(t,w) — X(t,w) casi seguro A ® P, siendo
A la medida de Lebesgue en [0, T].

) Veamos ahora que X € L2[0,T]. Para ello veamos que X — X en
24 q n q
IL5[0, T.

T
I35 = X g = E () 1356~ X1 5) P

thSk _ MTk—H

<
—Jo kK T (k+1)!
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Tenemos que { X*} es una sucesién de Cauchy en IL2 [0, , T}, como Xk(t,w) —
X(t,w) casi seguro en A ® P concluimos que X(t,w) = X(t,w) casi seguro.

5) Veamos que X(t) verifica la ecuacion diferencial estocastica. Sea:

Y(H) = Z + /0 ' f(s, X(5))ds + /O ' o(s, X(s))dW(s)

Y(t) estd bien definida pues X € .20, T], |g(t, X(t))| < L>(1+|X(t)|?) y
X € Ly[0, T], |f( X(#))] < L2(1 4| X(#)])
) VO

)

t 2
4 2F (‘/0 2(s, X(s)) — g(s, X (s))dW(s) )

< (2TL? + 21%)E (/Ot X(s) = Xk(s) ? ds>

< 2T+ DL2X — X207 — O

Veamos que X*t1(t) = Y(t)en L,(Q) VO <t < T

E(jv() - xH1(0)) < 26 (' [ 5.X(5)) = s, X¥)s

Como XM+1(t) — X(t) en L2(Q) tenemos que X(t) = Y(t) casi seguro
para 0 <t < T, entonces:

t t
X(t) = Z + /O (s, X(s))ds + /O 2(s, X(s))dW(s)
casi seguro, para todo 0 < t < T, como se queria demostrar.
IT) Unicidad

Supongamos que X, X € IL.2[0, T] son dos soluciones de la misma ecuacién
diferencial estocastica. Entonces:

/fs X(s)) = F(s, X(s) ds+/ 5, X(s)) — g(s, X (s))dW(s)

Luego,
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2.3. Soluciones de las EDEs

)

T 2E (] [ 55, X(5)) ~ (5, X)W (s

E(1X() - X()) < 2€ <' [} £5.x(5)) = s, X))

)
< (2TL? +212) /Ot E(1X(5) = X()[?) ds.

Tomando ¢(t) = E (|X(t) — X(#)|?) y C = 2TL? + 2L? tenemos que:

o) < C [ ple)as

Por el Lema de Gronwall, si

t
#(t) < Co+ [ fods
siendo Cp = 0y f = C, entonces:

47(t) < Coefot Cds — C0€Ct =0

Como ¢ = 0, entonces X es una modificacién de X pero como ambos
procesos son continuos casi seguro, concluimos que X y X son indistinguibles.
Por tanto, hemos probado la unicidad O

Acabamos de ver que si tenemos una ecuacién diferencial estocastica del
tipo (2.1) existe solucién y es tnica.

Si queremos obtener soluciones de SDEs se puede hacer de diferentes for-
mas. La primera forma consiste en calcular una solucién analitica aplicando
el lema de It6, que es una versién estocéstica de la regla de la cadena para
proceso estocdsticos. La segunda forma es calcular una solucién aproximada
aplicando algtin método numérico.
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas
2.3.2. Lema de Itd

A continuacién, se enuncia uno de los resultado mdas importantes del
calculo diferencial estocéstico, el lema de Ito [7].

Teorema 2.2. Sea X(t) la solucion de la siquiente ecuacion diferencial estocdstica:

dX(t) = f(t, X(£))dt + g(t, X(£))dW(t) (2.2)

Si tenemos que la funcion F : [0,T| x R — R tiene sus derivadas parciales

oF(t,x) oF(tx) OF(tx) . L .
5 ar s a5 continuas, entonces el proceso estocdstico F(t, X (t)) es solucidn

de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:

dF(t, X(t)) = a(t, X(t))dt + B(t, X(t))dW(t) (2.3)
donde:
x x 2F(t, x
at,x) = aFg;’ ) -I—f(t,x)ang; ) + %gz(t,x)—a 1;552' )
9F (1, x) (2:4)

Blt,x) = g(t,x) =512

Demostracién. Para la demostraciéon nos basamos en [11]. En primer lugar,
notemos que si tomamos incrementos en (2.2) obtenemos:

AX(t) = f(t, X(t))At + g(t, X(t))AW(¢) (2.5)

Consideremos At, Ax y la funcion F : [0, T] x R — R. Haciendo el desarro-
llo de Taylor en el punto (t + Af, x + Ax) alrededor del punto (f, x) obtenemos
una expresion de F(f 4+ At, x + Ax) — F(t,x) = AF como sigue:

oF oF 10°F,,
0°F 10°F,,

AF
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2.3. Soluciones de las EDEs

Como queremos que los términos At y Ax tiendan a cero podemos cambiar

Ax por fAt+ gAW como se sugiere en (2.5), donde AW = W(t + At) — W(t)
y f = f(t,x) y g = g(t, x) son funciones escalares, y consecuentemente (Ax)

por f2(At)? +2fgAtAW + g?(AW)?, para obtener:

AF = %—fAtJr oF (fAt+ gAW)

10°F 0°F 5
+§W(At) + 35 (f(At) +gAtAW>

182F 2 2 2 2
+55> |F2(A1) + 2 SAAW + G (AW)?| 4

Como AW ~ N(0,0?At) si ¢ = 1 entonces AW ~ N(0,At) = E(AW) = 0.
Si E(AW2) — E(AW)? = E(AW?) = At = (AW)2 < Aty |AW| < (At)z. Por
tanto, para At pequeios podemos aproximar (AW)? por At.

oF oF

AF = =-At+ - (fAt + gAW)
10°F 0°F )
+ 555 (At )2+ . ( F(AN? + gAtAw)

+353 P2 4 2fgMAW + 2(A)| + -+

Agrupando los términos que multiplican a At y AW tenemos:

2 32
AF = [aF 4 poE L 80 F] At+ggFAW—|—O(AtAW)

ox | 2 0x2

O ((At)2). Si en la ecuacién anterior tomamos Af — 0 se

con O(AtAW) =~
0

verifica (2.3) y (2.4), y el Lema de Itd quedaria demostrado

A continuaciéon vamos a dar una segunda version del Lema de Ito [18],
que nos serd de gran utilidad a lo largo del trabajo.
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Teorema 2.3. Sea X(t) un procesos estocdstico que satisface la siguiente ecuacion
diferencial tipo Ito:

{ dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW(t)
X(O) = X

y sea F(t,x) una funcién F : [0,T] x R — R tal que las siguientes derivadas
parciales existen y son continuas:

JoF(t, x
Fl(t,X) = gt )

oF(t, x
Fz(t,x) = E()x )

9%F(t, x
Ealt ) = "5

Entonces, para t > 0 se cumple:

F(t,x(t)) — F(s,xg) = /Ot Fi(r, X(r))dr + f(r,X(r))Ex(r, X(r))dr
+ [ 3 (80, X)) Bnlr, X()ir

+ [ st X0)E(r X)W ()

El lema de It6 nos permite pasar de una ecuacion diferencial estocastica a
otra de la cual se puede calcular la solucién, pero otras veces no nos propor-
ciona una solucién de manera explicita. Para ello es ttil tener férmulas como
las que da el siguiente resultado [17]:

Teorema 2.4. Si tenemos una ecuacion diferencial estocdstica del tipo:
dX(t) = [a(t)X(t) +c(t)] dt + [b(t) X(t) +d(t)] AW (t)

entonces se tiene:

X(t) = Py, (Xto + /t: qDS_,tlo (c(s) —b(s)d(s))ds+ /t: CIDS_’t%d(s)dW(s)) (2.6)
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2.3. Soluciones de las EDEs

donde ®y 4, vale:
t b(s)? t
Dy 4y = exp (/ <a(s) ~ = ) ds + b(s)dW(s))
to tO

Ejemplo 2.1. Vamos a aplicar el resultado anterior a la ecuacién diferencial
del movimiento Browniano geométrico:

{ AX (1) = uX(t)dt + X ()dW(T)
X(O) = X

Estamos en condiciones de aplicar la ecuacién (2.6) donde, en nuestro caso,
tenemos que a(t) = u, b(t) = o, c(t) = 0yd(t) = 0. Sabiendo que fot dW(s) =
W(t) tenemos:

CIDto—exp(/Ot( ——)ds+/adW ))
ol 5)evom

Y la solucién de la ecuaciéon del movimiento Browniano geométrico viene

dada por:

X(t) = Do - X(0) = xp - exp [(y — %2> t+ (TW(t)]

2.3.3. Meétodos numéricos

Los dos métodos que se van a desarrollar estdn basados en la version dis-
cretizada de una ecuacion diferencial estocéstica. En primer lugar se describe
uno de los métodos mds ampliamente utilizado conocido como método o
esquema de Euler-Maruyama. A partir de este, se introduce el método de
Milstein, que afiade un término de orden dos [10].
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

2.3.3.1. Método de Euler-Maruyama

A continuacién se presenta uno de los esquemas mds usados en la dis-
cretizacién de ecuaciones diferenciales estocasticas, el esquema o método de
Euler-Maruyama.

En el calculo de It6, es un método para calcular la solucién numérica
aproximada de una ecuacién diferencial estocéstica (SDE). Es una extensién
del método de Euler para ecuaciones diferenciales ordinarias a ecuaciones
diferenciales estocasticas.

Sea un proceso de Itd {X;,0 < t < T} que es solucién de la ecuacion
diferencial estocdstica siguiente:

{ dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW(t)
X(O) = Xy

donde W(t) representa el proceso de Wiener y supongamos que se quiere
resolver esta SDE en el intervalo de tiempo [0, T].

La aproximacién de Euler-Maruyama Y; a la verdadera solucién de X
viene definida de la siguiente manera:

» Dividimos el intervalo [0,T] en N subintervalos iguales de longitud
At=T/Nsiendo0 =ty <t <..<ty=T.

= EHstablecemos la condicién inicial Yy = xp.

» Definimos recursivamente Y; paral <i < N

Yi+1 =Y+ f(ti, Yi)At + g(ti, YZ')AWZ'

donde AW; = W; 1 — W;,.

Las variables AW; son variables aleatorias normales independientes e idén-
ticamente distribuidas, es decir, AW; ~ /AtZ con Z ~ N(0,1).
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2.3. Soluciones de las EDEs

2.3.3.2. Meétodo de Milstein

En matematicas, es una técnica que se usa para hallar la solucién numérica
aproximada de una ecuacién diferencial estocédstica (SDE). Lleva el nombre
de Grigori N. Milstein, quien publicé por primera vez el método en 1974 [13].

Este método se utiliza para incrementar la precisiéon del método de Euler-
Maruyama. Esto se consigue introduciendo un término de orden 2 al utilizar
la derivada parcial respecto de x de g(¢, x).

Dado un proceso de Itd {X;,0 < t < T} que es solucién de la ecuacion
diferencial estocdstica siguiente:

{ dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X(t))dW(t)
X(O) = Xy

donde W(t) representa el proceso de Wiener y supongamos que se quiere
resolver esta SDE en el intervalo de tiempo [0, T]. La aproximacién del método
de Milstein Y; a la verdadera solucion de X viene dada por:

» Se divide el intervalo [0, T] en subitervalos de tamafio At = T/N con
O=ty<t) <..<t,=N.

» Tomamos como condicién inicial Yy = xg.

» Definimos recursivamente Y; para 1 <i < N por:

1 d¢(t;,Y;
Yi—i—l =Y+ f(tl', Yi)At —+ g(ti, Yi)AWi + Eg(ti’ YJ%[(AWZ')Z — At]

donde AW, = W;. . — W;..

i+1 i

Las variables AW; son variables aleatorias normales independientes e idén-
ticamente distribuidas, es decir, AW; ~ VAtZ con Z ~ N(0,1).

Como vemos la expresion del esquema es el mismo que el de Euler, salvo
que se afiade el sumando

2t ) U a2 — g

Por tanto, si aggi’x) resulta ser 0 este método es equivalente al método de

Euler-Maruyama.
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2. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Cuando se tiene que un método cumple E (|Y; — X(t;)|) < K(At)7 para
cierto 7y se dice que ese método es una aproximacion fuerte de orden 7.

Aplicando esto se tiene que el método de Euler-Maruyama es una apro-
ximacién fuerte de orden y = 1/2 mientras que, el método de Milstein es
una aproximacion fuerte de orden v = 1si f(t, X;) y g(t, X¢) son funciones
C!. Las funciones con las que se esté trabajando en estos modelos cumplen
esto, por lo que el orden de convergencia del método de Milstein siempre
serd mayor que el de Euler-Maruyama.
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3. Modelos diferenciales estocasticos

Como hemos dicho, nuestro estudio se centra en ecuaciones diferenciales
estocdsticas que contienen una componente determinista y una aleatoria o
estocdstica que involucra al movimiento Browniano. Entre los procesos esto-
casticos mds estudiados se encuentra el movimiento Browniano geométrico,
el proceso de Vasicek y el proceso CIR.

3.1. Movimiento Browniano geométrico

El movimiento Browniano geométrico o modelo Log-normal es un proceso
estocdstico que suele usarse con mucha frecuencia en el &mbito financiero
para modelar los activos financieros [18].

Este modelo se basa en la siguiente ecuacién diferencial estocéstica tipo
It6:

{ dX(t) = uX(t)dt + o X (t)dW(t) (3.1)

X(0) = xo
donde:
» xp representa el valor en el instante t = 0.
» 1 € R es un parametro del modelo denominado drift o tendencia.
= 0 > 0 es un pardmetro del modelo denominado volatilidad local.
= W(t) es un poceso estocastico de Wiener o Movimiento Browniano.

En la figura 3.1 se puede observar algunos caminos del Movimiento Brow-
niano Geométrico para xo =3,y =2y o =0,5.

A continuacién, haciendo uso del calculo de Itd, en particular del Lema de
Itd, visto en el capitulo anterior, hallaremos la solucién del modelo, asi como
la media y la varianza.

27



3. Modelos diferenciales estocdsticos

Figura 3.1.: Caminos simulados del Movimiento Browniano Geométrico
Escribimos (3.1) en forma integral:
t t t
/ axX(r) = / uX(r)dr + / o X (r)dW(r)
0 0 0
o equivalentemente:

X(t) — X(0) = /0 iX(r)dr + /0 X (r)dW(r)

A continuacién, aplicamos el Lema de Ito:

f(t,x(t)) = uX(t)
gt x(t)) = oX(t)

escogiendo

F(t,x) = In(x)
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3.1. Movimiento Browniano geométrico

Calculamos las siguientes derivadas parciales:

oF (t,x)

ot 0

oF(t,x) 1

— =
*F(t,x) 1
T X

Por tanto,
t 1 1 —1
In(X(t)) —In(xg) = /0 <ﬂX(T)X(r) + E(UX(T’))Z ((X (r))2>> dr

+/o oX(r) er)dw(r)

simplificando obtenemos:

In (%;)) = /Ot (;t - %(72) dr + /Ot adW (r)

In (&) = (y — %02> t+ o (W(t) —W(0))

X0

Como W(0) = 0 con probabilidad 1 se obtiene:

In (%{f)) = (y - %(72) t+oW(t)

Operando de manera oportuna tenemos:
X(t) _ (n-o?)t+ow(
X0
X(i’) _ xoe(y—%az)t—&-UW(t)

Por tanto, la expresion de la solucién del Modelo Log- Normal es:

X(t) = xpexp { (y — %2) t+ (TW(t)}
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

La solucién anterior se utiliza para hacer predicciones con una cierta con-
tianza, por ello es importante calcular las funciones media y varianza en
t=T.

Tomando el operador media tenemos
o2
E[X(T)] = xoe"~ %) TE[erW(D))

La propiedad de %-autosemejanza del Movimiento Browniano nos decia
que:
W(T-t)=VT-W(t), t>0,T>0

aplicada al caso particular t = 1 se tiene:

W(T) =VT-W(1)

donde por definiciéon de Movimiento Browniano se sabe que W(1) ~ N(0,1).
Por tanto

o2

E[X(T)] = xoe("~ %) TE[ervTW (D)
Por otra parte se requiere de la siguiente propiedad:
A2
TI

E[e*] =e7, Z ~ N(0,1)

Aplicandola se tiene:

Por tanto,

E[X(T)] = xpetT

Si queremos comprobar que los valores esperados de la media y la des-
viacién estandar coinciden con los valores teéricos calculados no nos bastara
con 10 caminos, asi que tendremos que aumentar al ntiimero de simulaciones.
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3.1. Movimiento Browniano geométrico
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Figura 3.2.: Comparaciéon media numérica (Azul) y tedrica (Roja) del Mo-
vimiento Browniano Geométrico usando el método de Euler-
Maruyama para 1000 caminos, con xop = 3,4 = 2y o =05y
5000 subintervalos.

La comparacion de la media numérica calculada a partir de 1000 caminos
y la media tedrica del Movimiento Browniano Geométrico se puede observar
en la figura 3.2.

Ahora calculamos la varianza de manera anéloga a la media:

Var[X(T)] = E[(X(T))*] — E[X(T)]?
_ E[QW (D420 5)T] _ 22T
— eZyT(E[ ZO'W(T)]E—U'ZT _ 1)
. e2yT( ee (72T_1)
Por tanto,

Var[X(T)] = x5e*T (e° T _ 1)
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

Asfi se tiene que la varianza crece a medida que lo hace T.

De la misma forma que antes, a partir de 1000 simulaciones, en la figura
3.3 se puede ver como la desviaciéon estdindar numérica se aproxima a la
tedrica.

Figura 3.3.: Comparacién desviacion estdndar numérica (Azul) y tedrica (Ro-
ja) del Movimiento Browniano Geométrico usando el método de
Euler para 1000 caminos, con xg = 3,4 = 2y ¢ = 0,5 y 5000
subintervalos.

El método de Euler-Maruyama es una aproximacién de primer orden por
lo que es interesante aplicar otro método de orden superior que sea més
preciso, como puede ser el método de Milstein.

En la figura 3.4 se puede ver la comparacion de la media y la desviacion
estdndar numéricas frente a las teéricas aplicando el método de Milstein para
el Movimiento Browniano Geométrico.
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3.2. Modelo de Vasicek

20 /

Figura 3.4.: Comparacién media (izquierda) y desviacién estandar (derecha)
numéricas (Azules) y tedricas (Rojas) del Movimiento Browniano
Geométrico usando el método de Milstein.

Si comparamos el error que se comete con ambos métodos respecto a la
media y a la varianza, obtenemos resultados muy parecidos (véase la ta-
bla 3.1), por tanto, podemos afirmar que ambos métodos son buenos y que
aproximan bien los valores exactos.

Euler | Milstein
Error media 0.04227 | 0.0013
Error desviacién | 0.0284 | 0.0221

Cuadro 3.1.: Comparacion errores método de Euler y Milstein

3.2. Modelo de Vasicek

Este modelo fue introducido en 1977 por Oldrich Vasicek [21] para predecir
los tipos de interés a largo plazo mediante la simulacion de tipos de interés a
corto plazo basandose en un proceso de tipo Ornstein—-Uhlenbeck [20].

Sea {W(t),t > 0}, un movimiento Browniano definido sobre (Q, A4, P), el
modelo de Vasicek viene dado por la siguiente ecuacién:

dr(t) = a(p —r(t))dt + cdW(r)
{ r(0) =ro 3:2)
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

cona >0,0>0yu>0.

Este tipo de ecuacién ha sido usado extensamente para la evaluaciéon de
bonos y derivados que requieren de una estimacién de la estructura temporal.
En la figura 3.5 se puede observar algunos caminos del proceso de Vasicek.

/ “\-mw i ;MWH
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”' 0/ w N
'\" ' W ‘ i ;.J M
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TR ) W
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0 | 'Vl
_0'50 0.1 0.2 0.3 0.4 u.‘s 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 3.5.: Caminos simulados del modelo de Vasicek.

La ecuacién anterior es una ecuacién diferencial estocéstica de tipo It
la cual se puede resolver aplicando el Calculo de It6 como se muestra a
continuacion.

En primer lugar vamos a reformular la ecuacién haciendo el siguiente
cambio de variable:

r(t) = X(t) +u
X(t)=r(t) —u=
0 =r0-1={ ixtoy 2 art
Sustituyendo en la ecuacion (3.2) se obtiene:

AX(1) = a(—X(1))dt + cdW(t) = —aX (t)dt + odW(t)
X(0) =r(0) —p=ro—p
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3.2. Modelo de Vasicek
Por tanto, la nueva ecuacién del modelo viene dada por:
{ dX(t) = —aX(t)dt + ocdW(t)
X(0) =ro—p
A continuacién aplicamos el Lema de Ito:
F(EX() = —aX;
gt X(t) =0

escogiendo

F(t,X) = "X

Es necesario calcular las siguientes derivadas parciales:

OF(t, X)
ot
OF(t, X)
0X
0?F(t, X)
ox?

= ae™X

ot

=0

Una vez calculadas aplicamos la formula del Lema de Ito:

e X (t) — X (0) = /Ot (we™ X(s) — aX(s)e™) ds

t1 t
+/ —az-Ods-l—/ ce®dW (s)
0 2 0
simplificando obtenemos:

X (1) — X(0) = /0 et AW (s)

Despejando X(t), se llega a:

X(t) = e~ (X(O) ‘o /O t e”‘de(s))
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

Figura 3.6.: Comparaciéon media numérica (Azul) y tedrica (Roja) del modelo
de Vasicek con el método de Euler para 1000 caminos, con xg = 1,
a=2,u=2yoc =0,5y5000 subintervalos.

La incégnita a calcular inicialmente era r(t) por tanto se debe deshacer el
cambio de variable que se introdujo: X(t) = r(t) — u con X(0) = r(0) — u

(0 == (1)~ ot [ eaw(s))

Simplificando la dltima expresién y teniendo en cuenta que r(0) = g se
tiene:

t
r(t) =u+ e M (ro—p) + (7/0 e_”‘(t_s)dW(s)

A partir de esto, vemos que puede ser negativo, lo que no suele ser una
propiedad deseable en muchas ocasiones. Esto se puede ver observando en
la grafica 3.5.

La densidad de la distribucion de r(t) dada una condicién inicial, 7(0) = 7
es una normal con media:
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3.2. Modelo de Vasicek

t
E[relro] = p + e (rg — #)+oE {/0 e_"‘(t_s)dW(s)}

t

= e (o —p) +o [ HIE@W(S))

Como dW(s) = AW(s) = W(s) — W(s — At) ~ N(0,At) = E[dW(s)] =0,
por tanto se tiene que

—at

Elrilro] = p+e7 (ro — )

Si hacemos tender t a infinito y usando que a > 0 tenemos:

lim E[ry] = u

t—o0

Notese que el valor esperado describe un movimiento que tiende a p ()
la media, a mayor velocidad cuanto mayor es |rg — y| y |a|. En este caso, el
limite t — oo diverge.

Si fuese o < 0, el valor esperado describe un movimiento que se aleja de
i, a mayor velocidad cuanto mayor es |ryp — y|

La varianza condicionada viene dada por

t
Var[ri|ry] = Var {y +e ™ (rg—p) + 0/ e_“(t_s)dW(s)]
0

‘
= Var [0’/ e_“(t_s)dW(s)}
0

Si tomamos s < s’ se tiene que

Cov (dW(s),dW(s")) = E [(dW( E[dW( )]) (AW (s") — E[dW(s")])]
:Emw s')]
= E [(dW( +dW( ") —dW(s)) dW(s)]
= E[dW(s)?| + E[(dW(s') — dW(s)) dW(s)] =
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

Teniendo en cuenta que Var[aX + b] = a?Var[X], siendo a y b ntimeros
reales cualesquiera y que Var[dW(s)] = ds, de la expresion de la varianza se
obtiene:

Var[ri|ry] = o* /Ot (e”‘(ts)>2ds

Desarrollando el término de la derecha se obtiene la varianza del proceso
estocdstico solucion:

t 2 =1 2
_ - _ 5 o _
Var[re|ro] = o2e 2"“/ e ds = —e 2t [ez“s] = (1 —e 2‘”)
0 20 s=0 2«

Consecuentemente, si hacemos tender f a infinito se tiene:
2

o
lim V. =
lim Var[r] = 5

0.3

Figura 3.7.: Comparacién desviacién estdndar numérica (Azul) y tedrica (Ro-
ja) del modelo de Vasicek con el método de Euler para 1000 ca-
minos, con xo =1, a =2, u =2y ¢ = 0,5 y 5000 subintervalos.
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3.3. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

3.3. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Este modelo surge en 1985 de la mano de John C. Cox, Jonathan E. In-
gersoll y Stephen A. Ross [3] como una mejora del modelo de Vacicek para
afrontar las tasas de interés negativas de este. La aplicaciéon de modelo CIR es
muy importante en economia y existes numerosos estudios sobre extensiones
de este modelo y su calibrado [15, 16].

El modelo CIR se basa en la siguiente ecuacion:

{ X(t) = a(p— X(t) dt + o/X(H)dW(t) (3-3)

X (O) = X0
Aqui, «, y y 0 son constantes positivas, X () es la tasa de interés, t es el
tiempo y W(#) denota el proceso estandar de Wiener.

Sobre los pardmetros cabe mencionar lo siguiente:

» a(pu— X(t)) es el mismo factor que en el modelo de Vasicek, por lo que
la interpretacion de la solucién determinista es la misma.

» El factor de desviacién estdndar o/ X(t) elimina las tasas negativas.

» /X(t) incrementa la desviacién estandar cuando la tasa a corto plazo
se incrementa.

Este modelo solo puede tener soluciones positivas, ya que cuando la tasa
de interés es 0 acaba siendo positiva subsecuentemente. Ademads, cuando es
baja o cercana a 0 la desviacién estandar es cercana a 0.

La tnica solucién de (3.3) es lo que se conoce como proceso CIR. Se tiene
que:

t t
X; = X, +/ al(— Xt)du+(7/ VXadW,,  s<li
S S

Por tanto,

t
E[X;|Xs] :r5+/ a(j — E[X:| X)) du, s <t

Si llamamos m; = E[X;|X;] se tiene
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

3.5

3t
i

Jlﬂ N

‘Wp;"

25 ‘Mh F
Mot

hn

‘I ""f\bﬁm\fﬂ" M/M’ ‘w

‘1

o "

Hm! "Wq M\
W WA
d.

J'
WW,{;# ?““ ‘Wﬂ / r/LV

M
¥ \”\,v“m,
v

Il
0.7 0.8

Figura 3.8.: Caminos simulados del modelo CIR

im—oc( — my) s <t
at t = (| t),

cuya solucion es:
my = Xee¥9) oy (1 — em(79))

Por tanto,
s <t

[Xt|X] _ Xse—zx(t—s) +y(1 . e—a(t s))’

De manera similar se llega a que la varianza es
X50'2 —u(t—s) —2u(t—s) MUZ —ua(t—s)\2
Var[X¢| Xs] = (e —e )+ —(1—e )
b 20
Como se ha dicho al principio la ventaja fundamental de este modelo frente
al modelo de Vasicek es que las soluciones son no negativas. Sin embargo, la
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3.3. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Figura 3.9.: Comparaciéon media numérica (Azul) y tedrica (Roja) del modelo
CIR con el método de Euler para 1000 caminos, con xg =1, & = 2,
u =2y o =1y 5000 subintervalos.

distribucién del modelo CIR no es Gaussiana como en la de Vasicek, lo que

hace que sea més dificil su analisis.

La funcién de densidad viene dada por:

u
donde
- 2u
u = cXze At
v =cX;
_ 2ap
=5
At=1t—s
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

0.7

Figura 3.10.: Comparacion desviacion estdndar numérica (Azul) y tedrica (Ro-
ja) del modelo CIR con el método de Euler para 1000 caminos,
conxg=1,a=2,u=2yoc =1y 5000 subintervalos.

I,(+) es una funcién de Bessel de primer tipo y orden g:

2 /x\ 2+ 1
Lx)=Y ()"
1(%) ];) (2) KT(j+q+1)

siendo I' la funcién gamma.

Sea z; = 2cr;. Entonces la distribucion condicionada de z; dado zs es una
X3(2u) no centrada, con d = 45—2’4 grados de libertad y el pardametro de no
centralidad es A = 2u.

Por tanto,
zt|zg ~ )(z(d,)\)
donde:
4oy
d == ?
A= dn e By,
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3.3. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Como z; = 2cry, r condicionado a 7, tiene la misma distribucién que z¢/2c
condicionado a zg/2c. Por tanto,

Zt
~ =t
2c

ESVRICIIPY

Para terminar este capitulo vamos a hacer un estudio de los diferentes
comportamientos que puede presentar la solucién determinista de la ecuacion
del modelo CIR, lo cual nos sera de utilidad en el siguiente capitulo para dar
una interpretacién de los pardmetros del modelo, aunque sabemos que la
parte estocastica darfa oscilaciones respecto a dicho comportamiento.

Consideramos
dX = a(p — X)dt

Haciendo separacién de variables tenemos

dX

a—x) M

Integrando ambos miembros obtenemos

-1

log|lp — X| = a(c—t)
Tomando exponenciales se tiene

|;Ll _ Xl _ ezx(c—t) —e M. C

siendo C una constante.

Distinguimos dos casos, dependiendo si X es mayor o menos que j y en
cada caso dos subcasos, dependiendo su « es positiva o negativa.

1. Si X <

= Si « > 0 entonces X tiende a y por abajo con una exponencial
decreciente.

» Si o < 0 entonces X se aleja de y por debajo con una exponencial
creciente.
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3. Modelos diferenciales estocdsticos

2. 51 X >
» S5i & > 0 entonces X tiende a y por arriba con una exponencial

decreciente.

» S5i a < 0 entonces X se aleja de p por arriba con una exponencial
creciente.

Ahora ya estamos en condiciones de pasar al siguiente capitulo donde
pondremos en préctica lo visto en los capitulos anteriores y aplicindolo a un
caso real, como es el impacto de la pandemia del COVID-19 en la ciudad de
Jaén.
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4. Aplicacion: pandemia del COVID-19 en
Jaén

El objetivo de este capitulo es dar aproximaciones numéricas de la evolu-
cién de la pandemia del COVID-19 en Jaén utilizando el software MATLAB.

En primer lugar se dard un breve resumen sobre qué es el COVID-19 y
sobre cuando aparecieron los primeros casos en Espafia, y concretamente, en
Jaén, a principios del afio 2020.

A continuacién, para dar una primera aproximacion, se elegira el modelo
CIR visto en el capitulo 3. Para su aplicaciéon usaremos los datos de las medias
moviles de la capital a 14 dias, es decir, cada dato representa el promedio
de los infectados en los 14 dias anteriores. Nuestro mayor problema serd
estimar los pardmetros del modelo CIR, de tal forma que éste se ajuste lo
mejor posible a los datos que se tienen sobre los casos de COVID en Jaén.

Seguidamente se dara otra aproximacion, esta vez aplicando un modelo
estadistico ARIMA (AutoRegresive Integrated Moving Average), para poste-
riormente comparar los resultados con los del modelo anterior.

4.1. ELCOVID-19

La enfermedad del coronavirus 2019 (COVID-19) es una enfermedad pul-
monar producida por el sindrome respiratorio agudo grave coronavirus 2
(SARS-CoV-2). En diciembre de 2019, las autoridades chinas informaron so-
bre diferentes casos de este virus en Wuhan. Esta enfermedad se expandi6
rapidamente a todo el mundo desde menos de 30 casos a finales de diciembre
del 2019 a mas de 8.455.738 casos confirmados el 20 de junio de 2021.

El primer caso en Espafia fue un turista aleman, el 31 de enero de 2021, que
estaba de vacaciones en La Gomera. A partir de ese momento, se empezaron
a confirmar varios casos en todo el pais. En Andalucia, el primer positivo se
detect6 en el Hospital Virgen del Rocio de Sevilla el 26 de febrero de 2020. Dos
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4. Aplicacion: pandemia del COVID-19 en Jaén

dias después se confirmé el primer caso en la provincia de Jaén, en Arjonilla,
y el 6 de marzo se registré el primer caso de coronavirus en la capital.

Con el paso de los dias, tras el elevado nimero de contagios en el pais,
se decreto el 14 de marzo el estado de alarma que se prorrogé hasta el 21 de
junio. La aplicacién de medidas como el empleo de mascarilla, los confina-
mientos perimetrales, el cierre de servicios no esenciales, etc., mejoraron el
indice de contagios a las dos semanas de la declaracion de cuarentena.

Durante estos afios, multitud de investigadores de varias disciplinas han
utilizado diversas herramientas de modelado para analizar el impacto de
la pandemia a nivel global y local. En nuestro caso nos vamos a centrar en
aproximar los contagios en Jaén de dos maneras diferentes. La primera se
basard en el modelo CIR, estudiado en el capitulo 3 y la segunda, en un
modelo ARIMA.

Los datos que tenemos son las medias méviles a 14 dias de los infectados
en la capital, desde el 2 de febrero de 2020 hasta el 8 de octubre de 2021 y han
sido cedidos por la Consejeria de Salud y Familia de la Junta de Andalucia.
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Figura 4.1.: Total casos capital por dias medias moéviles 14 dias. En el eje
de abscisas se representan los dias transcurridos desde el 2 de
tebrero de 2021.



4.2. Modelo CIR

Nosotros solo usaremos algunos de esos datos, atendiendo a las etapas
de la pandemia que nos resulten mds interesantes, ya sean por un repunte
de casos o por la baja incidencia, y se intentard dar una explicacién a dicho
fenémeno.

En la figura 4.1 representamos el total de casos en la capital por dias de
las medias méviles de 14 dias.

4.2. Modelo CIR

El modelo que se va utilizar para modelar los datos del COVID es el
modelo CIR, que como vimos en el capitulo 3 viene dado por la siguiente
ecuacion diferencial estocéstica:

X = DC(“L{ — Xt)dt + a\/Ytth

En este capitulo utilizaremos la notacion simplificada X; = X(t).

4.2.1. Estimacion de los parametros

Para aproximar bien los datos es necesario dar un buen ajuste de los pa-
rdmetros. En el caso del modelo CIR debemos estimar tres pardmetros, «,
u y 0. Generalmente nos referiremos a ellos como el vector de pardmetros
6 = («, p, o). El procedimiento que se seguird para estimar los parametros es
el que se muestra en [9] y es el método de méxima verosimilitud, conocido
como EMV vy, en ocasiones MLE, por sus siglas en inglés, el cual se basa en
maximizar la funcién objetivo de estudio. Para la estimaciéon de maxima ve-
rosimilitud del vector de pardmetros 6 = (&, i, o) se requieren las densidades
de transicion. El proceso CIR es uno de los procesos de los que conocemos su
funcién de densidad de forma explicita. Dado X; en el tiempo ¢, la densidad
de X; s en el tiempo t + At es:

N

p(Xesat| Xi; 0, At) = ce~#+9) (Z) 1,(2y/uv)
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4. Aplicacion: pandemia del COVID-19 en Jaén

donde
- 2w
u = cXpe 0
v = cXpint
2ou
02

siendo I;(2+/uv) una funcién de Bessel.

La funcién de verosimilitud para series de tiempo con N observaciones es:

N
L(6) = H p(Xt,,, | X5 0, At) (4.1)

-1
i=1
Para simplificar los calculos se suele trabajar con la expresién de log-

verosimilitud que consiste en tomar logaritmos en la ecuacién (4.1).

N-1
InL(0) = Y Inp(Xy,,,|Xs;6,At)
i=1

de donde se puede derivar facilmente la funcién de log-verosimilitud del
proceso CIR.

N=1 v,
InL(#) = (N—1)Inc ) |—uy, —v,, +0,59In (%) +In (I; (2y/u01,,))
i=1 ti
(4.2)
donde u;, = cXpe "My vy, = Xy,

Para encontrar la estimacién de maxima verosimilitud 6 del vector de para-
metros  hay que maximizar la funcién (4.2) sobre su espacio de pardmetros.

0= (&7,0)=arg mea’x InL(0) (4-3)

Como la funcién logaritmo es monétonamente creciente, maximizar la
funcién de log-verosimilitud es equivalente a maximizar la funcién de vero-
similitud.
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Para resolver el problema (4.3) recurrimos al calculo numérico.

Para la convergencia 6ptima global, los puntos iniciales de optimizacién
son esenciales, para ello se va a usar el método de minimos cuadrados.

Primero escribimos la ecuacion del método CIR discretizada:

Xipar — Xe = a(p — Xp) At + o/ Xe Wy (4-4)
donde W; se distribuye con media cero y varianza At.
Dividiendo la ecuacién (4.4) por v/ X; obtenemos:

Xt—l—At — Xt o OCI/lAt

Ve VX

Atendiendo a esta expresion, los valores iniciales de & y fi se encuentran
minimizando la funcién:

— X/ XtAt + U'Wt

2
N-1 X: . — X4, (X}[At
(&, ﬁ) = arg ma ’yn E < fit f + (x\/th.At>

VX VX,

La expresion exacta de la solucion se encuentra en la pagina 3 de [9]. La
estimacion de 0 se encuentra como la desviacion estdndar de los residuos.
La implementacién en Matlab se puede encontrar en el Anexo, en la funcién
Cirestimation.

Para implementar la funcién objetivo (4.2) se necesita evaluar la funcién
de Bessel I,(2+/uv). En Matlab se encuentra implementada la funcion besseli,
pero esta suele dar problemas, porque la funcién I, = (2/uv) se aproxima
muy rdpidamente a infinito. Afortunadamente, Matlab nos permite dar otra
versién escalada, a la que llamaremos IL} (2y/uv), que resuelve el problema de
divergencia de manera que:

I}2Viw) = [,(2/u0) exp(~2+/0)

Y por tanto:

11(2/i)
I‘](z\/ﬁ) - ex;(—2\/ﬁ)
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Reescribiendo la expresion (4.2) se obtiene :

N-1

InL(0) = (N—1)Inc+ Y (—uy, — vy, +05q1In (v;+1) n
i=1 t

i

-'— ln <Iq1 (2\/ utivi’H,l )) + 2 V utith»l)

El cédigo de Matlab de la log-verosimilitud usando Besseli se puede en-
contrar en el Anexo con el nombre CIRobjectivel.

4.2.2. Simulaciones numéricas

Presentamos los resultados de estimar el proceso CIR para series de tiempo
de observaciones diarias de positivos COVID en la ciudad de Jaén.

Para obtener una aproximacién de la solucion exacta de la ecuacién nece-
sitamos establecer un esquema numérico. En nuestro caso implementaremos
el esquema numérico de Euler-Maruyama y el de Misltein, para ver si existen
diferencias destacables entre ellos.

Como tenemos datos diarios establecemos el paso en el tiempo At = 1.
Para comparar ambos métodos y ver que ajustan bien los datos reales que
tenemos, vamos a elegir un periodo de tiempo concreto. Se va a tomar una
ventana de 50 dias a partir del primer dato real que se tiene y se estimaran los
30 dias siguientes, es decir, del dia 51 al 8o, a partir de 1000 simulaciones. La
prediccién se hace para el dia siguiente al altimo de la ventana, se desplaza
la ventana en una unidad a la derecha y se repite el proceso.

En la figura 4.2, la curva roja representa la estimacién aplicando el método
de Euler-Maruyama de los casos reales COVID usando una media mévil de
14 dias y las curvas negras discontinuas el intervalo de confianza al 95 %. Se
puede observar que los datos reales, representados por la curva gris, estdn
dentro del intervalo de confianza dado, con lo que podemos concluir que
el modelo es adecuado. Del mismo modo, en la misma figura se muestra la
aproximacion a los casos COVID reales utilizando el método de Milstein. La
curva azul representa la estimaciéon de Milstein y las curvas negras disconti-
nuas el intervalo de confianza al 95 %.

A simple vista podriamos decir que las dos estimaciones son practicamente
idénticas. Para compararlas de manera exacta se han intentado representar
en la misma grafica pero a esa escala una estimacién cubre la otra, por lo
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4.2. Modelo CIR

L L L L L L L L
50 55 60 65 70 75 80 85 50 55 60 65

Figura 4.2.: Estimaciones aplicando los métodos de Euler (rojo) y Milstein

(azul) para el modelo CIR, con win=50, tin=1, nforecast=30 y
nsim=1000.

que se ha decidido no incluirla en la memoria. Con el fin de comparar ambas
estimaciones, en la figura 4.3 se muestran las diferencias entre los valores
calculados aplicando el método de Milstein y los valores obtenidos con el de
Euler-Maruyama. Asi podemos ver que la diferencia de las aproximaciones
es practicamente cero ya que difieren en las milésimas.

%x10™ Diferencias aproximaciones Milstein y Euler
T T T

50 55 60 65 70 75 80

Figura 4.3.: Diferencia de las aproximaciones de Milstein y Euler para el mo-
delo CIR, con win=50, tin=1, nforecast=30 y nsim=1000.
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4. Aplicacion: pandemia del COVID-19 en Jaén

El error méas grande se da en el dia 56. En la gréfica 4.4 se ha hecho zoom
ese dia para comparar ambos métodos y comprobar que efectivamente la
diferencia se da en la tercera cifra decimal.

Forecast and 95% Forecast Interval with CIR

Euler
2485 — — 95% Interval

Milstein

5.49 &

5.485

5.48

5.475 - i

Il I
55.96 55.97 55.98 55.99 56 56.01 56.02 56.03 56.04

Figura 4.4.: Diferencia de las aproximaciones de Milstein y Euler el dia 56.

También se ha calculado el error cuadratico medio (RME) de ambos méto-
dos para ver la bondad del ajuste, que mide la distancia euclidea por término
medio entre los valores observado y los estimados. Cuanto menor es el resul-
tado del RMS, menor serd el error en el modelo presentado.

Para los 30 valores estimados, en el caso del método de Euler-Maruyama,
el RMS es 0,4476 mientras el RMS aplicando Milstein es 0,4486. Por tanto, una
vez mds se puede decir que ambos son muy parecidos y se puede concluir
que los dos esquemas funcionan bien.

Si nos volvemos a fijar en la grafica 4.2 podemos pensar que parece que
existe un retraso en la predicciéon de los datos. Esto se debe a que cuando
tomamos una ventana para estimar los pardametros del modelo CIR estamos
estimando justamente los pardmetros que mejor ajusta dicha ventana y al
hacer la prediccién de un dato siguiente se esta haciendo con los pardmetros
anteriores y seguirdn la tendencia de esos dias. Por tanto, siempre se va a
percibir una especie de retraso, ya que si la tendencia de los datos es subir y
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de repente baja, el método no es capaz de detectar un cambio brusco debido a
la tendencia de los parametros ajustados hasta que no avancemos la ventana.

Este problema se suavizarfa con méas datos o con medias méviles de mas
dias. En Jaén no se tienen muchos casos y es dificil predecir las tendencias,
por mucho que la media mévil haya suavizado las posibles fluctuaciones.
En ciudades mds grandes como Madrid o tomando los casos de toda la
provincia de Jaén, las tendencias tardarian mucho mds en cambiar y por tanto
la prediccion del modelo seria mejor.

4.3. ARIMA

En 1970, Box y Jenkins desarrollaron una metodologia para series tempo-
rales que tienen en cuenta la dependencia existente entre los datos, es decir,
cada observacién en un momento dado es modelada en funcién de los valo-
res anteriores. Una parte importante de esta metodologia estd pensada para
liberar al investigador econdmetra de la tarea de especificacion de los mode-
los dejando que los propios datos temporales de la variable a estudiar nos
indiquen las caracteristicas de la estructura probabilistica subyacente [4]. Es-
tos modelos se conocen con el nombre de ARIMA (AutoRegresive Integrated
Moving Average), que deriva de sus tres componentes AR (Autoregresivo),
I(Integrado) y MA (Medias Méviles). La metodologia de Box y Jenkins se
resume en 4 fases segin [5]:

1. Identificar el posible modelo ARIMA que sigue la serie. Para ello se
requiere decidir qué transformaciones aplicar para convertir la serie
observada en estacionaria y determinar un modelo ARMA para dicha
serie, es decir, los 6rdenes p y g, de su estructura autorregresiva y de
media moévil.

2. Estimacion de los pardmetros que mejor ajusta el modelo seleccionado.
Para ello se usa el método de maxima verosimilitud.

3. Validacién del modelo estimado, donde se comprueba que los residuos
son independientes y siguen un proceso de ruido blanco. Si no se cumple
esto se repiten las etapas anteriores hasta conseguir un modelo adecua-
do.

4. Prediccién. Una vez se tienen el modelo adecuado se realizan prediccio-
nes con él.
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4. Aplicacion: pandemia del COVID-19 en Jaén

En el Anexo se puede ver el c6digo que se ha implementado con este
método. En el script en el “forecast” ademas del valor estimado se obtiene la
desviacién estdndar, y se dibujan ademéds las graficas por encima y por debajo
que proporcionan el intervalo de confianza.

Para simular el modelo ARIMA hemos utilizado el mismo periodo que
se utilizé con el modelo CIR, para poder comparar los resultados con los
obtenidos anteriormente. Recordemos que se estimaron 30 dias, del 51 al 8o,
tomando una ventana de 50 dias empezando por el primer dato real que
tenemos.

50 55 60 65 70 75 80 85

Figura 4.5.: Estimacion aplicando ARIMA, con win=50, tin=1, nforecast=30 y
Nsim=1000.

La curva magenta representa la estimaciéon de un modelo ARIMA de
los contagios de COVID vy las curvas negras discontinuas el intervalo de
confianza al 95 %. Al igual que con el modelo CIR, se ha calculado el RMS
obteniendo un error de 0.3925, es decir un error ligeramente menor a los
anteriores. Sin embargo, con este resultado no seria adecuado asegurar que
el modelo ARIMA es mejor que el CIR, ya que se estdn estimando solamente
30 dias. Por ello, es necesario hacer un mejor anédlisis teniendo en cuenta un
mayor namero de dias.
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4.4. Comparativa

En esta seccién nos vamos a encargar de dar un andlisis mds preciso,
comparando el modelo CIR con el método de Euler-Maruyama, el modelo
CIR con el método de Milstein y el modelo ARIMA. Ademds, se intentard dar
una interpretacion de los parametros del modelo CIR en diferentes etapas de
la pandemia.

Para las simulaciones vamos a utilizar una ventana de 100 dias y se cal-
culardn las estimaciones del resto de dias, es decir, de 500 dias. Al ejecutar
el codigo con el modelo ARIMA se muestra un mensaje error, avisando de
que el polinomio autorregresivo no estacional es inestable. Esto significa que
algunos de los valores propios de la parte AR de la serie estdn fuera del
circulo unitario, por lo que no son estacionarios. También encontramos casos
en los que el polinomio no es invertible y por tanto no somos capaces de
obtener una estimacion de los valores. Para solucionar esto, se tomard un
modelo ARMAX, que es una variante del ARMA, el cual no detallaremos
de manera tedrica ya que se escapa de nuestro objetivo. El nuevo cédigo se
puede encontrar en el Anexo.

120

Euler

— — 95% Interval
Milstein
ARMAX &

100

80

60 -

40 -

20 -

-20 ! ! I I 1
0 100 200 300 400 500 600

Figura 4.6.: Aproximaciones del método CIR con Euler-Maruyama y Milstein,
y ARMAX con win=100, tin=1 y nsim=1000.
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En la figura 4.6 se muestra las tres estimaciones que queremos comparar,
pero como es légico, con ese tamafio no se ven con detalle, simplemente se ha
querido dar para mostrar como a simple vista las estimaciones de nuestros
modelos se asemejan a los casos de COVID reales.

En la figura 4.7 la curva gris representa los datos reales que tenemos, la
curva magenta son los valores calculados utilizando el modelo ARMAX y
la curva azul se ha calculado utilizando el modelo CIR. Al igual que pasaba
en la seccién anterior, el método de Euler-Maruyama y Milstein son muy
parecidos por lo que no se llegan a ver las diferencias en la gréafica a menos
que se haga un zoom mayor.

Figura 4.7.: Comparacién de los modelos CIR y ARMAX.

Se puede ver que la curva azul generalmente se ajusta mejor a los datos
reales, por tanto es légico pensar que el modelo CIR es ligeramente mejor
que el ARMAX. Para comprobar esto de manera rigurosa se han calculado
los RMS del modelo CIR con el método de Euler-Maruyama y Milstein, y el
RMS del modelo ARMAX. Estos errores se recogen en la siguiente tabla 4.1.
Como vemos, el modelo CIR da mejores resultados que el modelo ARMAX.

CIR con Euler | CIR con Milstein | ARMAX
’ RMS 1.0556 1.0558 2.2157

Cuadro 4.1.: Comparacion errores modelo CIR (Euler-Maruyama y Milstein)
y ARMAX

Para terminar la seccién vamos a dar una interpretacién a los pardmetros
del modelo CIR en diferentes etapas de la pandemia, basandonos en el analisis
de la solucién determinista del modelo CIR que se hizo al final del capitulo 3:

56



4.4. Comparativa

1. Si X <

» Sia > 0 entonces X tiende a u por abajo.

» Sia < 0 entonces X se aleja de u por debajo.
2. 51X > u:

» Sia > 0 entonces X tiende a y por arriba.

» Sia < 0 entonces X se aleja de y por arriba.

Comenzamos estudiando una etapa en la que los contagios estén aumen-
tando.

Para que los parametros estimados tengan la misma tendencia, la ventana a
partir de la que se estiman tiene que estar también en el tramo de crecimiento,
lo que nos obligard a tomar una ventana pequefia y estimar pocos valores,
ya que si nos fijamos en la figura 4.1, vemos que los periodos en los que
los contagios crecen no son de muchos dias. Teniendo en cuenta esto, nos
vamos a centrar en el tramo que va del dia 210 al 229, es decir, 20 prondsticos,
tomando una ventana de 30 dias.

Atendiendo a los resultados obtenidos observamos que tanto la media de
« como yu son negativas. Como los valores de los datos estimados son mayores
que el de la media, entonces X se alejaria de la media por arriba.

Para corroborar que esto es cierto, se ha tomado otra etapa de aumento de
casos de la pandemia, concretamente del dia 310 al 319, es decir, 10 dias, y
una ventana de 30 dias. Se ha tenido que reducir el nimeros de pronésticos
porque como ya se avisé anteriormente, la ventana de dias debe de estar en
el intervalo de crecimiento para un buen analisis.

En la grafica 4.8 se puede observar ambos tramos y en la tabla 4.2, los
valores exactos de la media de los pardametros en las dos etapas.

Etapa 1 | Etapa 2
Media « | -0.0562 | -0.0990
Media u | -3.6346 | -3.5105
Media ¢ | 0.2253 | 0.2007

Cuadro 4.2.: Etapas crecientes

Manteniendo las ideas que usamos del caso anterior, ahora tomamos un
periodo de tiempo en el que los casos disminuyan. Estimamos la etapa de
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L L L . L L L L L L L L L L L J
180 190 200 210 220 230 240 250 260 280 290 300 310 320 330 340 350 360 370 380

Figura 4.8.: Etapa 1 (izquierda) y Etapa 2 (derecha) de crecimiento de la pan-
demia del COVID-19.

tiempo que va del dia 265 al 284. En este caso volvemos a obtener la media
de a negativa, lo que tiene sentido, ya que en los periodos de crecimiento o
decrecimiento fuertes los valores se alejan de la media. Por el contrario, ahora
la media del pardametro y es muy grande y supera la media de contagios en
ese tramo, por tanto, los valores X se alejan de la media, pero esta vez por
abajo.

Al igual que en el caso anterior se ha tomado otro tramo para verificar los
resultados. Las estimaciones de ambas etapas se puede ver en la grafica 4.9 y
la comparacion de los valores medios de los pardmetros en la tabla 4.3.

Figura 4.9.: Etapa 3 (izquierda) y Etapa 4 (derecha) de decrecimiento de la
pandemia del COVID-19.



Etapa 3 | Etapa 4
Media « | -0.01664 | -0.0305
Media p | 190.5401 | 95.5082
Media 0 | 0.2644 | 0.2925

4.4. Comparativa

Cuadro 4.3.: Etapas decrecientes

Por dltimo, vamos a interpretar los parametros en un tramo donde los
valores sean relativamente constantes.

Tal y como se ve en la figura 4.1, hay pocos tramos donde ocurra esto.
Vamos a tomar el periodo de dias que va del 110 y 139, en el que se observa
que los casos covid rozan el valor 0. Esto puede parecer sorprendente, pero
tiene sentido porque justamente coincide con el estado de alarma. Como
se observa en la parte derecha de la grafica, a partir del dia 150 los casos
empiezan a aumentar, coincidiendo con el proceso de desescalada y el verano
del 2020, donde se relajaron las restricciones.

25F T T T T T ]

Figura 4.10.: Etapa relativamente constante de la pandemia.
En esta etapa, la media de los pardmetros « es 0.1397, es decir, positivo a

diferencia de los casos anteriores. La media de los pardmetros u es 0.3303 y
la de o es 0.1448, por lo que tenemos una desviaciéon pequeiia.
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Etapa 5
Media « | 0.1397
Media p | 0.3303
Media 0 | 0.1448

Cuadro 4.4.: Etapa relativamente constante

Segun el andlisis de la solucién determinista, X tiende a la media por
abajo, lo que tiene sentido, ya que la media real de esos dias es cercanaa 0y
el valor de los datos estimados no va a superar los 0.5 casos de COVID.
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Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo ha sido el estudio y desarrollo de
algunos modelos estocdsticos para aplicarlos en el impacto de la pandemia
del COVID-19 en la ciudad de Jaén.

La realizacién del presente Trabajo de Fin de Master ha requerido una
ampliacién de los conocimientos adquiridos en el Grado y en el Master de
Matematicas. Lo primero que hemos tenido que hacer es asentar las bases del
cdlculo estocéstico, una rama hasta ahora desconocida para mi.

Durante la primera parte de la memoria nos hemos centrado en dar un
desarrollo tedrico para cimentar las bases del trabajo, comenzando con algu-
nos conceptos bésicos de la teoria de la probabilidad, a partir de los cuales se
construye la integral de It6, un concepto imprescindible en el calculo estocas-
tico. Esta introduccién es totalmente necesaria para tratar de manera rigurosa
las ecuaciones diferenciales estocdsticas y para la resolucién teérica de los
diferentes modelos de estudio.

En el capitulo 2 se ha estudiado la ecuacién diferencial estocéstica, y se
da un resultado para garantizar que tenga solucién y esta sea tnica, enun-
ciando el Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones. Para el calculo
exacto de soluciones se ha enunciado el lema de Ito, uno de los resultados
mas importantes del calculo estocéstico. Tras ello se revisaron dos métodos
numéricos importantes para resolver ecuaciones estocésticas, el método de
Euler-Maruyama y el de Milstein.

En el capitulo 3 de esta memoria se abarca el estudio y desarrollo de tres
modelos estocésticos: el Browniano Geométrico, el de Vasicek y el CIR. Una
parte complicada ha sido la creacion propia de los algoritmos correspondien-
tes a los métodos de Euler-Maruyama y Milstein para estos modelos, a partir
de los cuales se generan los célculos y los gréficos que se muestran en esta
memoria. Los cédigos se han desarrollado con MATLAB.

Posteriormente, en el capitulo 4, se adaptaron los c6digos del modelo CIR,
con el objetivo de modelizar los casos COVID de la pandemia en Jaén. Cabe
notar que los datos que se tenian eran del dia 2 de febrero de 2020 al 8 de
octubre de 2021.

Para la construccién del modelo que aproxima esos valores, se ha requeri-
do estimar los pardmetros del modelo CIR. Para esta tarea se ha utilizado el
método de méxima verosimilitud. Las estimaciones dadas con este modelo se
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han validado con intervalos de confianza al 95 % y con medidas estadisticas
de bondad de ajuste, como el RMS. Los resultados obtenidos son coherentes
con las observaciones y en ambos casos son bastante precisos. En este capi-
tulo también se ha querido aproximar los datos con un modelo ARIMA y
comparar ambos modelos, resultando ser el modelo CIR ligeramente mejor.

En futuros estudios que se quisiesen realizar, continuando con el trabajo
de esta memoria, seria interesante tomar los casos no solo de la ciudad de
Jaén, sino de toda la provincia, incluso de toda Andalucia, con lo que quizas
se podrian mejorar los errores, ya que al tener un mayor niimero de datos
la tendencia de los mismos tardarian mas en cambiar. También se podria
estudiar el nimero de curados y el de fallecidos, aunque este tltimo, al ser
mucho mds pequefio, va a presentar los problemas antes mencionados.

Aunque nuestro trabajo se ha hecho solamente para una ecuacién, también
se podria generalizar para sistemas de ecuaciones y ver la interrelaciéon entre
diferentes ciudades.

Por ultimo, notar que las ecuaciones diferenciales estocasticas no solo son
una herramienta muy potente para modelar variables econémico-financieras,
sino también en el dmbito epidemiolégico, quedando probado desde este
punto de vista practico.

62



A. Apéndice

En este apéndice adjuntamos los cédigos de los métodos que hemos utili-
zado para hacer las simulaciones del capitulo 3. El software matemaético que

hemos usado es Matlab.

A1.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

clear all; close all;
T =1; % Longitud del intervalo [0,T]
tit = 'Browniano_Geométrico';

%% Parametros especificos del mddelo

X0 = 1; % Posicidn inicial

sigma = 1; % Desviacidn estandar (volatility)
mu = 2; % drift

%% Parametros de la simulacidn

NTime = 128; % Numero de pasos de tiempo

NSim = 500; % Numero de simulaciones

dt = T/NTime; % Tamano de los pasos de tiempo
td=0:T/NTime:T;

% Media tedrica esperada para el MBG
xbrownianogeo=x0.xexp(mu.*td);

% Desviacion estandar esperada para el MBG
stdbrownianogeo=sqrt(x0*2.xexp(2*xmu.*xtd) .*(exp(sigma
r2.%xtd)-1));

Cddigo para el modelo Browniano Geométrico
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%% Monte Carlo

Tic=tic;

[Pathse,Pathsm]= MC_brownianogeo(x@,sigma,mu,T,NTime,
NSim);

Toc=toc(Tic)

%figure (1)

%plot (td,Pathse ')

%title('Caminos simulados del Movimiento Browniano
Geométrico ')

figure(2)

plot(td,mean(Pathse)','b',td,mean(Pathsm),'m', td,
xbrownianogeo, 'r')

%title('Media Movimiento Browniano

Geométrico: (Azul) numérica, (Rojo) teodrica');

figure(3)

plot(td,std(Pathse)','b',td,std(Pathsm),'m', td,
stdbrownianogeo, 'r')

%title('Desviacion estandar Movimiento Browniano

Geométrico: (Azul) numérica, (Rojo) teodrica');

figure (4)

plot(td, abs(mean(Pathse)-xbrownianogeo), 'b',td, abs(mean
(Pathsm)-xbrownianogeo), 'r"')

title('Error:(Azul)Euler,(Rojo)Milstein');

errmediae immse (mean(Pathse), xbrownianogeo)
errmediam immse (mean(Pathsm), xbrownianogeo)
errdesviacione = immse(std(Pathse),stdbrownianogeo)
errdesviacionm = immse(std(Pathsm),stdbrownianogeo)
rmserrore=rms (mean(Pathse)-xbrownianogeo, 'all"')
rmserrorm=rms (mean(Pathsm)-xbrownianogeo, 'all')

function [Ye,Ym] = MC_brownianogeo(x@,sigma,mu,T,NTime,
NSim) ;

dt = T/NTime;
Ye = zeros(NSim,NTime+1);
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o Ye(:,1) = x0;

e Ym=Ye;

62

s Z = randn(NSim,NTime);
64

s for k = 1:NTime

66

67 dW = sqrt(dt)* Z2(:,k);

¢ % Solucion exacta

6 % Y(:,k+1) =Y(:,k) . *xexp((mu-sigma”*2/2).*xdt+sigma.=*
dw) ;

o % Aproximacidén de Milsteinn

7t Ym(:,k+1) =Ym(:,k)+¥Ym(:,k) . *x(mu.*xdt+sigma.*dW)+Ym(:,
k) .*sigma”*2/2.*%(dW.*2-dt);

= % Aproximacidén de Euler

7 Ye(:,k+1) =Ye(:,k)+Ye(:,k) . *(mu.*dt+sigma.xdW);

» end

» end

A.2. Cddigo para el modelo de Vasicek
. clear all; clc; close all;

;T = 1; [0,T]

s tit = 'vasicek';

; %% Parametros especificos del moédelo

8§ X0 = 1; % Posicidn inicial

o Sigma = ©0.5; %% Desviacion estandar
omMu = 2; % drift

n alpha = 2;

12

5 %% Parametros de la simulacion

4 NTime = 5000; % Numero de pasos de tiempo
5 NSim = 1000;

16

7z dt = T/NTime; % Tamano de los pasos de tiempo
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44

45
46
47
48
49
50
51
52

53

td=0:T/NTime:T;

% Media tedrica esperada para el mdédelo de Vasicek
xvasicek=mut+exp(-alpha.xtd)*(x0-mu) ;

% Desviacion estandar esperada para el médelo de Vasicek
stdvasicek=sqrt ((sigma”*2/(2xalpha))*(1-exp(-2*xalpha.*td
)));

%% Monte Carlo

Tic=tic;

Paths= MC_Vasicek(x0,sigma,mu,alpha,T,NTime,NSim);
Toc=toc(Tic)

figure (1)
plot(td,Paths ')
%title('MonteCarlo Paths for Vasicek')

figure (2)

plot(td,mean(Paths)','b',td,xvasicek, 'r"')

%title ('Mean of Monte Carlo paths for Vasicek: (Blue)
numerical, (Red) theoretical');

figure(3)

plot(td,std(Paths)','b',td,stdvasicek, 'r')

%title('Standard deviation of Monte Carlo paths for
Vasicek: (Blue) numerical, (Red) theoretical ');

function Y = MC_Vasicek(x@,sigma,mu,alpha,T,NTime,NSim)
dt = T/NTime;

Y = zeros(NSim,NTime+1);

Y(:,1) = x0;

Z = randn(NSim,NTime);

for k = 1:NTime

66



54
55
56
57

58

A.3. Cédigo para el modelo CIR

dW = sqrt(dt)* Z(:,k);
Y(:,k+1) =Y(:,k)+ alpha.x(mu-Y(:,k))*dt+sigma.*dW;

end
end

A.3. Coadigo para el modelo CIR

1

10

11

12

clear all; clc; close all;
T =1,; % Longitud del intervalo [0,T]
tit = 'CIR';

%% Parametros especificos

X0 = 1; % Posicidn inicial
sigma = 1; % Desviacidn estandar
mu = 2; % drift

alpha = 2;

%% Parametros de la simulacidn

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

NTime = 1200; % Numero de pasos de tiempo
NSim = 10000;

dt = T/NTime; % Tamano de los pasos de tiempo
td=0:T/NTime:T;

% Media teodrica esperada para el médelo CIR
xcir=x0xexp(-alpha.xtd)+mu.*(1-exp(-alpha.xtd));

% Desviacion estandar esperada para el mdédelo CIR

stdcir=sqrt(((x0*sigma.”2)/alpha)*(exp(-alpha.*td)-exp
(-2xalpha.*td))+((mu.*sigma.”2)/(2xalpha))*(1-exp(-
alpha.xtd)).*2);

%% Monte Carlo
Tic=tic;
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» [Pathse,Pathsm]= MC_Cir(x0,sigma,mu,alpha,T,NTime,NSim)

5 Toc=toc(Tic)

3

;2 figure (1)

5 plot(td,Pathse ')

% %title('MonteCarlo Paths for Cir')

35

% figure (2)

;7 plot(td,mean(Pathse)','b"',td,xcir,'r")

s %title('Mean of Monte Carlo paths for Cir: (Blue)
numerical, (Red) theoretical');

39

o figure(3)

» plot(td,std(Pathse)','b',td, stdcir,'r")

~ %title('Standard deviation of Monte Carlo paths for Cir

(Blue) numerical, (Red) theoretical');

43

« errmedia = immse(mean(Pathse), xcir)

s errdesviacion = immse(std(Pathse),stdcir)

« mediaerrore=mean(abs(mean(Pathse)-xcir))

w Mediaerrorm=mean (abs(mean(Pathsm)-xcir))

s rmserrore=rms (mean(Pathse)-xcir,"all")

o rmserrorm=rms (mean(Pathsm)-xcir,"all")

50

s function [Ye,Ym] = MC_Cir(x@,sigma,mu,alpha,T,NTime,
NSim) ;

52

55 dt = T/NTime;

s Ye = zeros(NSim,NTime+1);

55 Ym = zeros(NSim,NTime+1);

s Ye(:,1) = x0;

57
58
59
60
61
62
63

64

randn (NSim ,NTime);

sqrt(dt)* Z(:,k);
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A.q. Cédigo para estimar los pardmetros del modelo CIR

%Euler

Ye(:,k+1) =Ye(:,k)+ alpha.*(mu-Ye(:,k))*xdt+sigma
xsqrt(Ye(:,k)) .*xdW;

%Milstein

Ym(:,k+1) =Ym(:,k)+ alpha.*x(mu-Ym(:,k))*dt+sigma
Asqrt(Ym(:,k)) . xdW +sigma*2/4.x(dW.*2-dt);

end

~ end

A.4. Codigo para estimar los parametros del modelo

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

CIR

function Results = CIRestimation(Model)

%
%
%
%
%
%
%

%

%
%

%

%

%
%

%

%
%
%
%

PURPOSE : CIR process maximum likelihood estimation
1) OLS initial parameters estimation
2) Log-likelihood function optimization
3) Printing Results

USAGE : Model .Data = Time series of interest rates
observations
:Model.TimeStep = Delta t; recommended: 1/250 for

daily data
1/12 for monthly data
:Model .Disp = 'y' , 'n', (default: 'n')
Model .Method = 'ncx2pdf', besseli' (default: '
besseli ')
Model .MatlabDisp = 'off',6 'iter', 'notify', 'final' (

default: 'off ')

RETURNS : Results.Params =Estimated parameters (alpha
, mu, sigma)
Results.Fval = Objective function value

Kamil Kladivko; Technical Computing Prague 2007
Date: October 2007
Questions? kladivko@gmail.com
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% Initial parameters using OLS

Nobs = length(Model.Data);

X = Model.Data(l:end-1);

dx diff (Model.Data);

dx dx./x."0.5;

regressors = [Model.TimeStep./x.”0.5, Model.TimeStep
*x."0.57;

drift = regressors\dx;

res = regressors*drift - dx;

alpha = -drift(2);

mu = -drift(1)/drift(2);

sigma = sqrt(var(res, 1)/Model.TimeStep);

InitialParams = [alpha mu sigmal;

if ~isfield(Model, 'Disp'), Model.Disp = 'y'; end;
if strcmp(Model.Disp, 'y')
fprintf('\n_initial_alpha_=_%+3.6f\n_initial_mu=
_%t3.6f\n_initial_sigma_=_%+3.6f\n', alpha,
mu, sigma);
end

% Optimization using fminsearch
if ~isfield(Model, 'MatlabDisp'), Model.MatlabDisp =
'off'; end;
options = optimset('LargeScale', 'off', 'MaxIter',
300, 'MaxFunEvals', 300, 'Display', Model.
MatlabDisp, 'TolFun', 1e-4, 'TolX', 1e-4, 'TolCon

', le-4);

if ~isfield(Model, 'Method'), Model.Method = '
besseli'; end;

if strcmp(Model.Method, 'ncx2pdf')

[Params, Fval, Exitflag] = fminsearch(@(Params)
CIRobjective2(Params, Model), InitialParams,
options);

else

[Params, Fval, Exitflag] = fminsearch(@(Params)
CIRobjectivel (Params, Model), InitialParams,
options);

end
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" %tol = 1e-6;

50 %lb = [ tol, tol, toll];

51 %ub = [ inf, inf, inf];

52 %[Params, Fval, Exitflag] = fmincon(@(Params)
CIRobjectivel (Params, Model), InitialParams, [],
(1, 1, [1, 1lb, ub, []l, options);

53

54 Results.Params = Params;

55 Results.Fval = -Fval/Nobs;

56 Results.Exitflag = Exitflag;

57

58 if strcmp(Model.Disp, 'y')

5 fprintf('\n_alpha_.=_%+3.6f\n_mu_=_%+3.6f\n_sigma
_=.%+3.6f\n', Params (1), Params(2), Params(3)
)

60 fprintf('_.log-likelihood_=_%+3.6f\n', -Fval/Nobs
)5

61 end

e end

A.5. ClRojectivel

. function 1nL = CIRobjectivel(Params, Model)

5 % PURPOSE : Log-likelihood objective function (
multiplied by -1) for the

s 5 CIR process using MATLAB besseli function

5 % SE====================================

6 % USAGE: Model.TimeStep = Delta t

; % Model.Data = Time series of interest rates
observations

s % Params = Model parameters (alpha, mu, sigma)

9 % SE====================================

w % RETURNS : 1InL= Objective function value

1 % SESSSSSS=ZSSZSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS=S

= % Kamil Kladivko for Technical Computing Prague 2007
13 % Date: October 2007
u % Questions? kladivko@gmail.com
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15
16 Data = Model.Data;

17 DataF Data(2:end);

18 Datal Data(l:end-1);

19 Nobs = length(Data);

20 TimeStep = Model.TimeStep;
21 alpha = Params(1);

2 mu = Params (2);

23 sigma = Params(3);

24

25 c = 2%xalpha/(sigma”2*x(1-exp(-alpha*TimeStep)));
26 g = 2*alpha*mu/sigma”*2-1;

27 u = cxexp(-alpha*TimeStep)=*Datal;

28 v = c*DataF;

29 z = 2xsqrt(u.*v);

30 bf = besseli(q,z,1);

31 InL= -(Nobs-1)*log(c) + sum(u + v - 0.5xqgxlog(v./u)
- log(bf) - z);

5 end

A.6. Modelo ARIMA

. clear all; clc; close all;

. datosdial4=1load ('
total_casos_capital_por_dia_medias_moviles_14_dias.
dat');

; datosdial4(1:end,1)=datosdial4(1:end,1)-13;

5 Win=100;

e tin=1;

; hforecast=50;

s snforecast=size(datosdial4 ,1)-win;

9 pqrange=1:2;

o Logl = zeros(pqrange(1),pqrange(2)); % Initialize
« PQ = zeros(pgrange (1),pgrange(2));

= YF=NaN(size(datosdial4,1),1);

;3 lower=yF; upper=lower; yMSE=upper;

y J=win;

72



A.6. Modelo ARIMA

15

s for i=1:nforecast

17

18 Y=datosdial4 (tin:win+i-1,2);

19 [minP, minQJ]=estpar (pqrange,LoglL,PQ,Y);
21 Mdl = arima(minP,0,minQ);

23 EstMdl = estimate(Mdl,Y);

2 %summarize (EstMdl);
25

26 %Estimaciones

27 j=j+1;

28 [yF(j) yMSE(j)] = forecast(EstMdl,1,Y);

2 upper(j) = yF(j) + 1.96*sqrt(yMSE(]j));
30 lower (j) yF(j) - 1.96*sqrt(yMSE(j));

3

3 tin=tin+1;

;3 end

34

5 figure

% plot(datosdial4(:,2), 'Color',[.75,.75,.75])

57 hold on

3 hl = plot(yF,'m', " 'LineWidth',62);

s h2 = plot (upper, 'k--"','LineWidth' ,1.5);

o plot(lower, 'k--','LineWidth',1.5)

g x1im ([0, size(datosdial4,1)1)

2 %title('Forecast and 95% Forecast Interval')

s %legend([h1,h2], 'Forecast','95% Interval', 'Location',’
NorthWest ')

« hold off

45

6 tin=1;

s % hold on

8 % plot(datosdial4(tin:win+nforecast,1),datosdial4(tin:
win+nforecast,2),'b',datosdial4(tin+win:win+
nforecast ,1),Yf,'r")

o % hold off

50

s mediaerror=0;
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52

55 mediaerror=mean(abs(datosdial4(win+l:win+nforecast,2)-

s, rmserror=rms (datosdial4 (win+l:win+nforecast,2)-yF(win

55

56

yF(win+1:win+nforecast)))

+1:win+nforecast), 'all')

s> function [minP,minQ]=estpar (pgrange,Logl,PQ,Y);

58
% len
o for
61
62

63

64
65
« end
67
68
69
70
71
72
73

74

% end

74

=pqrange (2) -pqrange (1) +1;
p = pqrange
for q = pqrange
Mdl = arima(p,9,q);

[EstMdl,~,LoglL(p,q)]
Display', 'off');

PQ(p,q) = p + q;
end

logl = LogL(:);
pg = PQ(:);

= estimate(Mdl,Y,'

[~,bic] = aicbic(loglL,pq+1,length(Y));
BIC = reshape(bic,len,len);

minBIC = min(BIC,[], 'all"');

[minP,minQ] = find(minBIC
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A.7. Comparacion CIR y ARMAX

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

clear all; clc; close all;

Model .TimeStep = 1

Model .Disp = 'y';
Model .MatlabDisp = 'iter';
Model .Method = 'besseli';

% load data

%datosdial4=1load('../datos_preparados/
total_casos_capital_por_dia_medias_moviles_14_dias.
dat');

datosdial4=1load ('
total_casos_capital_por_dia_medias_moviles_14_dias.
dat');

% Shift the initial date (14, due to the moving average
) to 1
datosdial4(1:end,1)=datosdial4(1:end,1)-13;

% Define initial parameters for starting and window
width to estimate parameters. It cannot be too small
otherwise the estimation does not work
win=100;
tin=1; % time to start estimating

% number of forecast

nforecast=length(datosdial4(:,1))-win-tin+1; % To
forecast all data

%nforecast=30;

% number of simulations (for averaging ) in each step
of the forecast
Nnsim=10000;

% Initialize variables

yFe=NaN(size(datosdial4,1),1);
yFm=NaN(size(datosdial4,1),1);
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2 YFimp=NaN(size (datosdial4,1),1);

» lowere=yFe; uppere=lowere; yMSEe=uppere;

5 lowerm=yFm; upperm=lowerm; yMSE=upperm;

32

5 % initialize index to label vectors in the forecast
loop

% jJ=win+tin-1;

35

% % Loop for the moving window to estimate and forecasts

;; for i=1:nforecast

s %increase index

39 j=3+1;

40

s % Model .Data=datosdial4(tin:win+i-1,2);

2 Model .Data=datosdial4(j-win:j-1,2);

43

“ % Estimate parameters for the CIR model

45 Result=CIRestimation(Model);

46

- alpha=Result.Params(1);

8 mu=Result.Params(2);

49 sigma=Result.Params(3);

50

51 %Store parameters in a vector

52 valpha(i)=alpha;

5 vmu(i)=mu;

54 vsigma(i)=sigma;

55

56 % Forecast: nsim simulations (of a single step) and
store the mean and std

57 sys = armax (Model.Data,[2 1], 'IntegrateNoise', true);

58 %sys = ar(Model.Data,2);

50 p(j) = forecast(sys,Model.Data,1);

60 % forecast with one step of MonteCarlo Simulation
with calibrated data

61 % and original observations

62 Y = MC_Cir (Model.Data(end),sigma,mu,alpha,1,1,nsim);

63

6 % forecast with one step of MonteCarlo Simulation
with calibrated data
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91

2nd

93

94

95
96
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98

99

%

A.7. Comparacion CIR y ARMAX

% and original observations including the armax
estimation
if j==win+tin
Yimp = MC_Cir(p(j),sigma,mu,alpha,1,1,nsim);
else
Yimp = MC_Cir(p(j-1),sigma,mu,alpha,1,1,nsim);
end

yF(j3) =mean(Y(:,2));
YMSE (j)=std(Y(:,2));
yFimp(j)=mean(Yimp(:,2));

% Forecast: nsim simulations (of a single step) and
store the mean and std

[Pathse,Pathsm] = MC_Cir (Model.Data(end),sigma,mu,
alpha,1,1,nsim);

yFe(j) =mean(Pathse(:,2));

yFm(j) =mean(Pathsm(:,2));

yMSEe (j)=std(Pathse(:,2));

yMSEm(j)=std(Pathsm(:,2));

% Confindence interval

uppere(J) yFe(j) + 1.96xsqrt(yMSEe(j));
lowere(j) yFe(j) - 1.96xsqrt(yMSEe(j));

+
—_

.96*xsqrt (yMSEm(3j));
.96%sqrt (yMSEm(j));

yFm(3)
yFm(3)

upperm(j)
lowerm(j)

|
—

Mean and std of the parameters (this makes sense for

small intervals)

meanalpha=mean(valpha);
meanmu=mean (vmu) ;
meansigma=mean(vsigma);

stdalpha=std(valpha);
stdmu=std (vmu) ;
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103

104

105

106

107

108

109

113

114

115

116

124

125

126

127

128

129

130

131

132

stdsigma=std(vsigma);

% Plot results

figure (1)

plot(datosdial4(:,1),datosdial4(:,2), " 'Color'
,[.75,.75,.751)

hold on

h1 = plot(datosdial4(:,1),yFe,'r', 'LineWidth',2);

h2 = plot(datosdial4(:,1),uppere, 'k--"',"'LineWidth',1.5)
plot(datosdial4(:,1),lowere, 'k-=-","'LineWidth',1.5)

xlim([0,size(datosdial4,1)])

%title('Forecast and 95% Forecast Interval with CIR")

h3 = plot(datosdial4(:,1),yFm,'b"', " 'LineWidth',2);

h4 = plot(datosdial4(:,1),yFimp,'m', 'LineWidth' ,1.5);

legend ([h1,h2,h3,h4], 'Euler', '95% Interval', 'Milstein',
"ARMAX ', 'Location', 'NorthWest')

hold off

% Compute the mean error and std

start=win+tin;

finish=start+nforecast-1;

errore=abs(datosdial4(start:finish,2)-yFe(start:finish)
)

errorm=abs(datosdial4(start:finish,2)-yFm(start:finish)
)

mediaerrore=mean(errore)

mediaerrorm=mean(errorm)

stande=std(errore)

standm=std(errorm)

rmserrore=rms(datosdial4(start:finish,2)-yFe(start:
finish), 'all"')

rmserrorm=rms (datosdial4(start:finish,2)-yFm(start:
finish), 'all"')

errorAR=abs(datosdial4(start:finish,2)-yFimp(start:
finish));

mediaerrorAR=mean(errore)
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A.7. Comparacion CIR y ARMAX

rmserrorAR=rms (datosdial4(start:finish,2)-yFimp(start:
finish), 'all')

figure (2)
plot(datosdial4(:,1),datosdial4(:,2), " 'Color'
,[.75,.75,.751)

hold on

h1t = plot(datosdial4(:,1),yFe,'r', 'LineWidth',2);

h2 = plot(datosdial4(:,1),uppere, 'k--"',"'LineWidth',1.5)
plot(datosdial4(:,1),lowere, 'k--"','LineWidth',1.5)

x1lim([0,size(datosdial4,1)1])
hold off
figure(3)

plot(datosdial4(:,1),datosdial4(:,2), " 'Color'
,[.75,.75,.75])

hold on

h3 = plot(datosdial4(:,1),yFm,'b', 'LineWidth',2);

h4 = plot(datosdial4(:,1),upperm, 'k--"','LineWidth',1.5)
plot(datosdial4(:,1),lowerm, 'k--","'LineWidth',1.5)

xlim([0,size(datosdial4,1)])

hold off

dif=yFm-yFe;

figure (4)
h5=plot (datosdial4(:,1),dif)
title('Diferencias_aproximaciones_Milstein_y_Euler')

function [Ye,Ym] = MC_Cir(x@,sigma,mu,alpha,T,NTime,
NSim);
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167

w8 dt
69 Ye
7o YM
o Ye (:
iz Ym(:
173

174Z =

175
w6 for
177

178

183
s, end
185 en d

8o

T/NTime;
zeros (NSim,NTime+1);
zeros (NSim,NTime+1);
1) = x0;
,1) = x0;

randn (NSim,NTime);
k = 1:NTime

dW = sqrt(dt)* Z(:,k);

%Milstein

Ym(:,k+1) =Ym(:,k)+ alpha.x(mu-Ym(:,k))*dt+sigma.=*
sqrt(Ym(:,k)).*xdW + sigma”*2/4.x(dW.*2-dt)

%Euler

Ye(:,k+1) =Ye(:,k)+ alpha.*(mu-Ye(:,k))*dt+sigma.=*
sqrt(Ye(:,k)) .xdW;
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