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RESUMEN

Este trabajo tiene por objetivo general describir y analizar la ensefianza y aprendizaje de
la divisibilidad en la Educacion Secundaria Obligatoria.

El empleo de las nociones de configuracion epistémica e idoneidad diddctica,
proporcionadas por el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matemadticos, permiten realizar un analisis didactico de diferentes libros de texto para
Educacion Secundaria Obligatoria. El significado institucional de referencia puede
establecerse a partir de la fundamentacion epistemoldgica.

Por otra parte, se ha realizado una revision de la bibliografia relacionada con la
investigacion en Diddactica de las Matematicas en esta temadtica, seleccionando aquellos
articulos que versen sobre el surgimiento y desarrollo de conceptos intervinientes en
divisibilidad.

Finalmente, se desarrolla una unidad diddactica, en torno a esta materia, que permita a
los estudiantes alcanzar los objetivos propuestos y desarrollar las competencias clave
recogidas en las leyes educativas.

Palabras clave: Divisibilidad, Educacion Secundaria Obligatoria, Didactica de las
Matematicas, enfoque ontosemidtico

ABSTRACT

The general aim of this work is to describe and analyse the teaching and learning of
divisibility in Secondary Education.

The notions of epistemic configuration and didactical suitability, provided by the Onto-
Semiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction, enable to realise a
didactical analysis of different types of Secondary Education textbooks. Institutional
meaning may be established from epistemological foundation.

On the other hand, a review of the literature related to research in Didactics of
Mathematics in this subject has been done, selecting those articles that discuss the
emergence and development of divisibility concepts.

Finally, a teaching unit, linked with this topic, is developed, which makes possible for
students to fulfil the proposed objectives and to develop the key competences gathered
in education laws.

Keywords: Divisibility, Secondary Education, Didactics of Mathematics, onto-semiotic
approach
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SECCION 1. INTRODUCCION

La concepcidn del presente trabajo tuvo lugar en las primeras reuniones con mis tutores,
ambos del 4rea de Algebra. Entre todos, estuvimos barajando posibles lineas de
desarrollo de dicho trabajo. Finalmente, se optd por la ensefianza y aprendizaje de la
divisibilidad en Educacion Secundaria Obligatoria, dado la enorme cantidad de
aplicaciones a situaciones de la vida cotidiana, como puede ser el calculo de afios
bisiestos, la seguridad y el cifrado de las cuentas bancarias o de los datos que circulan
por Internet, la determinacion de la letra asociada al nimero del DNI o el estudio de los
ciclos vitales de algunos seres vivos, por citar algunos ejemplos.

Segun la Orden 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente
a la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia, el
estudio de la divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales debe impartirse en el
primer curso. El aprendizaje de dicha materia no queda reducido a este intervalo
temporal, sino que se amplia tanto a niveles inferiores como superiores, modificando
los dominios en los que se trabajan estos conceptos.

En el caso de la Educacién Primaria, en el quinto curso, comienza a aparecer la relacién
de divisibilidad, aunque mencionada de forma implicita, mediante la presentacién de la
division exacta. El concepto divisor aun no se muestra como una relaciéon entre nimeros
naturales, quedando reducido al papel que desempefia en la operacion division. En
cuanto al sexto curso, se introducen los conceptos de multiplo, divisor, nimero primo,
ndmero compuesto y minimo comun multiplo (mcm). Empiezan a sugerirse
procedimientos muy elementales para el calculo del mecm de dos numeros, esto es, la
obtencion de listas de multiplos y la comparacién entre ellas para obtener el mayor de
los multiplos, segun el orden usual en N.

En el tercer y cuarto curso de la ESO, se amplia la divisibilidad al anillo de los polinomios,
tanto en Matemdticas Orientadas a Ensefianzas Académicas como en Matemdticas
Orientadas a Ensefianzas Aplicadas, aunque en esta ultima se hace con un nivel de
profundizacién menor.

En las ensefianzas de Bachillerato, la asignatura de Matemdticas Aplicadas a las Ciencias
Sociales | dedica una parte del segundo bloque al estudio esta misma tematica.

Asimismo, el estudio de la divisibilidad es una parte esencial de ensefianzas
universitarias de caracter técnico, como es el caso de aquellas relacionadas con la
informatica, donde la criptografia ocupa una posicién de primacia.
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Con todo lo expuesto anteriormente, el objetivo general que propone este trabajo es
describir y analizar la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad en el conjunto de los
numeros naturales, que es el impartido en Secundaria, aplicando, para ello, los
conocimientos adquiridos durante los estudios del master.

Por lo que respecta a la estructura del trabajo, se articula en torno a siete secciones.
La primera de ellas es en la que el lector se encuentra actualmente, la introduccién.

En la segunda seccidn, se establecen los objetivos que se persiguen en este Trabajo Fin
de Master.

En tercer lugar, se encuentra la fundamentacién curricular, destinada, por una parte, a
determinar en qué curso se ubican los contenidos sobre divisibilidad en el curriculo
oficial vigente y, por otra, a analizar y comparar la forma en la que dos libros de texto
de diferentes editoriales presentan dichos contenidos. Dicho analisis y comparacion se
llevan a cabo mediante el empleo de las entidades primarias y la nocién de idoneidad
diddctica, desarrolladas en un marco tedrico conocido como Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matemadticos (en adelante, EQOS).

Seguidamente, se localiza la fundamentacion epistemolégica, en la que se desarrolla el
tema de las oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria que versa
sobre la divisibilidad.

A continuacidn, aparece la seccion quinta, que contiene apostillas sobre investigaciones
en Didactica, de donde se extraen dificultades, errores o fendmenos que intervienen en
los procesos de instruccién matematicos en torno a esta tematica.

En la sexta seccion, se sugiere el disefio de una didactica relativa a la divisibilidad en N.
Para su elaboracién, se aplica la informacién emanada de las fundamentaciones
anteriores. Los contenidos y objetivos que propone dicha unidad se consiguen alcanzar
gracias a las actividades propuestas, implementadas con diferentes metodologias
(tradicional, modelizacion matematica, uso de herramientas TIC,
investigacion/indagacién y aprendizaje basado en juegos), a la vez que se favorece la
adquisicion de las competencias clave.

Se concluye el trabajo con una valoracion general del proceso de realizacion del mismo.
Finalmente, se adjuntan los anexos, en los que se recogen todos aquellos aspectos
complementarios disponibles para que el lector interesado pueda ampliar la
informacién que considere oportuna.



(J

o
@ :
&
’

&

o_'.%
MNNeD

Universidad de Jaén SECCION 2 OBIETIVOS

SECCION 2. OBIETIVOS

El objetivo general de este trabajo es describir y analizar la ensefianza y aprendizaje de
la divisibilidad en Educacion Secundaria Obligatoria, aplicando, para ello, los
conocimientos adquiridos durante los estudios del mdster.

Para alcanzar este objetivo general, se proponen los siguientes objetivos parciales:

O1. Poner en prdctica los conocimientos tedricos adquiridos en el mdster y
aplicarlos al estudio de la divisibilidad en Educacion Secundaria Obligatoria.

Respecto de la fundamentacion curricular, se plantea:

02. Realizar un andlisis diddctico de los contenidos relacionados con la
divisibilidad en dos libros de texto seleccionados, de diferentes editoriales,
utilizando para ello las nociones de configuracion epistémica e idoneidad
diddctica proporcionadas por el marco tedrico Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matemdticos, estableciendo una comparativa
entre ellos.

Respecto de la fundamentacidn epistemoldgica, se acomete:

03. Desarrollar los contenidos curriculares relacionados con el tema de
divisibilidad que se cursan en Educacion Secundaria, y que se encuentran en el
temario de las oposiciones al Cuerpo de Profesores de Secundaria.

La investigacion en Didactica de las Matematicas juega un papel esencial en cualquier
proceso de instruccion, en particular, en la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad.
Por tanto, el cuarto objetivo propuesto sera:

04. Analizar algunas investigaciones en Diddctica de las Matemdticas sobre
divisibilidad, en las que se pongan de manifiesto las dificultades, errores o
fenomenos diddcticos que intervienen en la ensefianza y aprendizaje de la
divisibilidad.
El estudio de las secciones anteriores invita a extraer distintas implicaciones en la
ensefianza vy, asi, elaborar una propuesta personal, materializada en el siguiente
objetivo:

O5. Disenar y desarrollar actividades relacionadas con la divisibilidad en el primer
curso de Educacion Secundaria Obligatoria.






(J

o
@ :
&
’

&

NN N

Universidad de Jaén SECCION 3 FUNDAMENTACION CURRICULAR

SECCION 3. FUNDAMENTACION CURRICULAR

Esta seccion esta destinada, por una parte, a determinar en qué curso se ubican los
contenidos sobre divisibilidad en el curriculo oficial vigente y, por otra, a analizar y
comparar la forma en la que los libros de texto presentan dichos contenidos.

3.1. Andlisis de los documentos curriculares

La unidad didactica a elaborar se enmarca en el estudio de la divisibilidad. Segun el Real
Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de
la Educacion Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, los contenidos vinculados a
divisibilidad son los siguientes:
= Divisibilidad de los nUmeros naturales. Criterios de divisibilidad.
=  Numeros primos y compuestos. Descomposicion de un numero en factores primos.
=  Mdltiplos y divisores comunes a varios niumeros. Mdximo comun divisor y minimo comun
multiplo de dos 0 mas nimeros naturales (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 20154, p.
411).
La normativa establece estos contenidos dentro del bloque de Numeros y Algebra para
los cursos 12 y 22 de la ESO, pero no especifica en cual de ellos concretamente. Para
dilucidar esto, se acude a las leyes educativas de la Comunidad Auténoma de Andalucia.
En la Orden de 14 de Julio de 2016, se especifica que estos contenidos deben impartirse
el primer curso (Consejeria de Educacién, 2016, p. 207).

3.2. Metodologia de andlisis de los libros de texto

En este apartado, se van a presentar dos libros de texto de diferentes editoriales,
elegidos para analizarlos utilizando las herramientas de un marco tedrico, el cual se
introducird y desarrollara mas adelante. Asimismo, con objeto de contextualizar los
contenidos de divisibilidad que se estudian en la Educacidon Secundaria, se completa
toda esta informacidn con una revisién de los antecedentes educativos relacionados con
este tema en los dos ultimos cursos de la Educacidn Primaria.

3.2.1. Criterios de eleccion de las editoriales

Las editoriales seleccionadas han sido Anaya y Oxford. El motivo de la eleccion de la
editorial Anaya es la hegemonia que tiene en el centro donde he realizado las practicas
docentes, puesto que sus libros de texto son utilizados en todos los niveles de la
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asignatura de matematicas. El otro manual me fue facilitado por el profesorado del
departamento de matematicas de dicho instituto.

En el subapartado inmediatamente ulterior, se procede a la introduccién y desarrollo
del marco tedrico que servira de base para analizar los mencionados manuales.

3.2.2. Marco teorico

La Diddctica de las Matemdticas es aquella disciplina cientifica encargada de investigar
los factores que intervienen en los procesos de transmisién y aprendizaje de las
matematicas en las instituciones educativas, con el objetivo de disefiar propuestas que
aumenten la eficacia y eficiencia de dichos procesos (Godino, Batanero & Font, 2012, p.
47).

Asi pues, estas caracteristicas idiosincraticas de la Didactica de las Matematicas
proporcionan una coyuntura para el surgimiento del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matemdticos (Godino, 2002; Godino & Batanero, 1994;
Godino, Batanero & Font, 2007; Godino, 2017). Este es el marco tedrico que se utilizara
para el analisis didactico de los libros de texto de Secundaria seleccionados, puesto que
sus constructos han proporcionado las herramientas necesarias para estudiar los
fendomenos que emergen de la ensefianza y aprendizaje de la matematica en esta
materia.

La estructura tedrica del EOS se sustenta en las aportaciones de otras ramas de la ciencia
gue tienen como denominador comun el estudio de la cognicién humana, tales como la
psicologia, sociologia, epistemologia, semidtica y las ciencias de la educacién (Godino,
2014, p. 6). Para comenzar a desarrollar, de forma sintetizada, los principios basicos del
EOS que intervienen es este trabajo, se construirdn en los préoximos subapartados
algunas definiciones necesarias.

3.2.2.1. Dimensiones de los procesos de instruccion matematicos

Se entiende por institucion al conjunto de personas que estan implicadas en un mismo
tipo de situaciones problematicas. Estas, al ser compartidas entre los miembros
integrantes, hacen de ellos generadores de practicas sociales caracteristicas,
condicionadas por los preceptos de dicha institucion (Godino, 2014, p. 11).

La prdctica matemdtica se concibe como aquellas acciones llevadas a cabo por un sujeto
con el fin de resolver problemas matematicos, compartir con otros sujetos la solucion
alcanzada, cuestionarla o generalizarla a otras situaciones (Godino & Batanero, 1994, p.
334). Si las practicas son llevadas a cabo por una persona, se denominan prdcticas
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personales. En cambio, si son realizadas en el seno de una institucién, reciben el nombre
de prdcticas institucionales (Godino, Batanero & Font, 2012, p. 52). En lugar de hablar
de una practica matematica en particular, resulta mas interesante considerar sistemas
de prdcticas. Andlogamente, se tienen sistemas de prdcticas institucionales y personales,
dependiendo de su procedencia (Godino, Batanero & Font, 2012, p. 52).

Por lo que se refiere al proceso de instruccion matemdtica, se puede entender como
aquellos procesos planificados de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en los
gue intervienen cuatro elementos: unos sistemas de practicas matematicas concretos;
los sujetos, o estudiantes, que deben asimilar dichos sistemas de practicas; el profesor
y los recursos instruccionales (Godino, Contreras & Font, 2006, p. 2). Segun Godino,
Bataneroy Font (2012, p.51), este proceso de instruccidn tiene siete dimensiones:

= FEpistémica: referente al conocimiento institucional.

= Docente: labores propias del profesor.

= Discente: labores propias estudiante.

=  Mediacional: referente al empleo de recursos instruccionales.
=  Cognitiva: origen de los significados personales.

=  Emocional: comportamientos y emociones manifestados por los discentes a la
hora de instruirse en matematicas.

= Fcoldgica: referente a las interferencias que ejerce el contexto social y educativo
sobre los procesos de instruccién matematicos.

3.2.2.2. Significados personales e institucionales

Los significados de los objetos matematicos son los sistemas de practicas. Dependiendo
de su autoria, se distinguen, por una parte, los significados personales, que son aquellos
gue surgen cuando los sistemas de practicas son llevados a cabo por una persona
(sistema de practicas personales), y, por otra parte, los significados institucionales, que
se manifiestan si estos sistemas de practicas estan normalizados entre los integrantes
de una institucion (sistemas de practicas institucionales) (Godino & Batanero, 1994, p.
334).

Atendiendo a los significados institucionales, se pueden establecer los siguientes tipos:

= Referencial: es aquel que se asigna a un objeto matematico (Gea, 2014, pp. 34-
35).
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= Pretendido: aquel que surge al realizar la planificacidn del proceso de instruccion
(Godino, Batanero & Font, 2012, p. 53).

» |mplementado: es el significado que emerge de los sistemas de practicas
ejercidos por el docente (Godino, Batanero & Font, 2012, p. 53).

=  Fvaluado: el que emana de los sistemas de practicas que emplea el docente para
realizar la evaluacion de aprendizajes (Godino, Batanero & Font, 2012, p. 53).

Respecto a los significados personales, Godino, Batanero y Font (2012, pp. 53-54)
distinguen tres tipos:

= Global: sistema de practicas que el estudiante tiene capacidad de desarrollar
respecto a un objeto matematico determinado.

= Declarado: significado emergente de los sistemas de practicas manifestados por
el estudiante en las pruebas de evaluacién de aprendizajes. Se incluyen los
sistemas de practicas considerados tanto correctos como incorrectos desde la
perspectiva institucional.

= |ogrado: atafie a los sistemas de practicas expresados por el estudiante que son
afines a la institucion.

Asimismo, estos autores muestran, de forma esquematica, esta clasificacion a través
de la Figura 3.1:

(" SIGNIFICADOS Y. . ( s:cmmcmos\
/ PERSONALES | Participacion |\ e ri/CIONALES

Global

“En soﬂa:iza Referencial

Declarado Pretendido
Implementadao

g Abrendizéjej Evaluado

ropiacién
J Aprop [

Operativas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, bioldgico y social)

Figura 3.1. Tipologia de significados personales e
institucionales (Godino, Batanero y Font, 2012, p. 54).
Una forma de caracterizar los significados personales de los estudiantes, sera analizar
las dificultades y errores en términos de conflictos semidticos, que se definen como
«toda disparidad o desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresiéon
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por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion comunicativa y pueden explicar
las dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las ensefanzas implementadas»
(Godino, 2002, p. 258).

3.2.2.3. Entidades primarias y configuraciones epistémicas

Para estudiar mejor los procesos de enseifanza y aprendizaje, el EOS propone una
clasificacién de los objetos matematicos emergentes de los sistemas de practicas.
Segun Godino, Batanero y Font (2012, p. 55), tales objetos reciben el nombre de
entidades elementales o primarias:

= Situaciones-problemas: Son la génesis o la razon de ser la actividad matematica.
Pueden ser ejercicios o aplicaciones extra-matematicas.

= Conceptos: Son aquellos objetos introducidos mediante definiciones.
=  Proposiciones: Enunciados sobre conceptos.
= Procedimientos: operaciones, métodos de cdlculo o algoritmos.

= Argumentos: enunciados elaborados para justificar o validar las proposiciones y
procedimientos.

= |enguaje: vocablos especificos, expresiones, notaciones, representaciones
graficas, etc. empleados en los diversos registros, tales como oral, escrito o

gestual.
//——-\ ‘ SITUACIONES PROBLEMAS J
EXPRESA
¥ SOPORTA [ DEFINICIONES (CONCEPTOS) ]
‘ PROCEDIMIENTOS |
LENGUAJE REGULAN
MATEMATICO EL SO [ PROPOSICIONES ]
INTERYIENEN
Y CONDICIONAN
‘ ARGUMENTOS J

Figura 3.2. Configuracion de entidades elementales (Godino, Font, Wilhelmi
& de Castro, 2009, p. 65).
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Dichas entidades (esquematizadas en la Figura 3.2), a su vez, se unen y organizan dando
lugar a configuraciones ontosemiéticas (Giacomone, 2017): configuraciones epistémicas
(CE) referidas a significados institucionales, o cognitivas, referidas a los significados
personales.

3.2.2.4. |doneidad didactica

La nocion de idoneidad diddctica (Godino, Contreras & Font, 2006) es considerada el
punto de partida para la creacidon de una teoria de disefio instruccional que tenga en
cuenta las siete dimensiones de todo proceso de instruccion matematica. Se presenta
como una herramienta disefiada para la intervencién en el aula (Godino, 2013, p. 115).
Tal y como sefala Godino (2017):
La idoneidad didactica de un proceso de instruccién se define como el grado en que dicho
proceso (o una parte del mismo) relne ciertas caracteristicas que permiten calificarlo como
6ptimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los significados personales logrados por
los estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos o implementados

(ensefanza), teniendo en cuenta las circunstancias y recursos disponibles (entorno) (Godino,
2017, p. 13).

Ademas, esta nocion puede emplearse en Didactica de las Matematicas a distintos
niveles. Asi lo expresa Godino (2013) en el siguiente fragmento:
La nocidn de idoneidad didactica se puede aplicar al andlisis de un proceso de estudio puntual
implementado en una sesion de clase, a la planificacion o el desarrollo de una unidad didactica,
o de manera mas global, al desarrollo de un curso o una propuesta curricular. También puede ser
util para analizar aspectos parciales de un proceso de estudio, como un material didactico, un

manual escolar, respuestas de los estudiantes a tareas especificas, o “incidentes didacticos”
puntuales (Godino, 2013, p. 118).

Consecuentemente, se podrd aplicar esta herramienta para valorar la idoneidad

didactica de los libros de texto de la ESO seleccionados. Este andlisis se desarrolla en el
apartado 4 de esta misma seccioén.

La idoneidad didactica se determina a través de la articulacién de las seis componentes
(Godino, 2013, p. 115), las cuales se presentan esquematizadas en la Figura 3.3.

A su vez, cada componente se determina por sus respectivos indicadores, desarrollados
por Godino (2013). Por cuestiones de espacio, se proceden a detallar en este trabajo
solamente los indicadores de las componentes epistémica y cognitiva, que se aportan
en el Anexo I. Godino (2013) define estas idoneidades parciales como se muestra a
continuacion:

10
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ﬂisﬁ;mn HQ[:Llran tacnicas
Comunicacion Tiempo
INTERACCIONAL hEDION AL
(Negociacion) {Disponibilidad)
AFECTIVA ECOLOGICA
({Implicacion) (Adaptacion)
Egntgf:nses Sociedad
Maotivaciones ESCL!E!H
Cumiculo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Praximidad) (Representatividd)
Acoplamianto
Participacion
Apropiacién

Figura 3.3. Componentes de la idoneidad didactica (Godino, 2013, p. 116).

Idoneidad epistémica: es el grado en el que los significados institucionales
implementados o pretendidos representan bien a un significado de referencia,
teniendo en cuenta el nivel educativo al que estd dirigido el proceso de
instruccion (Godino, 2013, pp. 118-119).

Idoneidad cognitiva: tiene en cuenta la idea de zona de desarrollo proximo
planteada por Vygotsky (1934). Es el grado en que los significados institucionales
que se pretenden implementar pueden ser asumidos correctamente por los
estudiantes (Godino, 2013, p. 121).

La valoracion de la idoneidad didactica serd establecida como alta, media o baja en cada

una de
efecto:

las componentes, segun los indicadores expuestos en el mencionado anexo. En

El juicio sobre la idoneidad didactica del proceso de estudio tiene un caracter ordinal, y se aplica
a cada faceta. Se valora como alta, media, baja, segun la presencia o ausencia de un conjunto de
indicadores empiricos de idoneidad incluidos en una pauta o guia elaborada en trabajos previos
(Godino, 2011), lo cual permite atribuir una cierta objetividad a la valoracion. Tales indicadores
reflejan “principios didactico-matematicos” sobre los cuales existe un cierto consenso en la
comunidad de educacidn matematica. La valoracién ordinal de la idoneidad didactica no es
relevante. Lo importante es la identificacion de aspectos especificos del disefio o de la
implementacion que podrian ser cambiados de una manera fundamentada en préximos ciclos de
estudio realizados en circunstancias similares (Godino et al., 2014, p. 194).

11
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3.3. Antecedentes educativos en la Educacion Primaria

En primer lugar, con la intencion de establecer un contexto inicial para analizar la
ensefianza y aprendizaje de los estudiantes en esta materia, considero necesario definir
sus antecedentes educativos en aras de acotar los conocimientos ya adquiridos y
determinar la base cognitiva sobre la que seguir construyendo el saber matematico. Los
libros de texto que se van a utilizar para explorar los mencionados antecedentes son las
propuestas para 52 (Ferrero, Gaztelu, Martin & Alonso, 2015) y 62 (Ferrero, Martin,
Gdémez, Carvajal & de la Rosa, 2015) de Educacion Primaria editadas por Anaya. Esta
editorial también serd analizada posteriormente para los libros de Secundaria, ya que es
la utilizada en el instituto donde realicé las practicas.

A continuacidn, se exponen las entidades primarias consideradas por el EOS: conceptos,
proposiciones y procedimientos mas destacados encontrados en los dos libros de
Primaria. Por razones de espacio, y por no ser objeto de este estudio, no se presentan
las entidades situaciones-problemas, lenguaje y argumentaciones intervinientes en
Educacién Primaria.

3.3.1. El estudio de divisibilidad en 52 de primaria

Dentro de la entidad conceptos, se trabajan las definiciones de divisor, introducido
mediante el resultado del algoritmo de la division (ver Figura 3.4), y la relacidon de
divisibilidad, aunque mencionada de forma implicita mediante la presentacién de la
divisidn exacta.

En cuanto a la entidad proposiciones, se menciona la invariabilidad del cociente al
multiplicar el dividendo y el divisor por un mismo ndmero natural. Esto se interpreta
como una propiedad fundamental de la division. Adicionalmente, se introduce el
algoritmo de la division.

Por lo que se refiere a la entidad procedimientos, se presenta la divisién (con una, dos y
tres cifras; y con ceros finales en el dividendo y divisor).

3.3.2. El estudio de la divisibilidad en 62 de primaria

Respecto a la entidad conceptos, los objetos matematicos que intervienen son: multiplo,
divisor, minimo comun multiplo, niUmero primo y nimero compuesto.

Por lo que se refiere a la entidad proposiciones, no aparecen resultados expresados
explicitamente, si bien se usa de forma implicita el algoritmo de la division.

12
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En cuanto a la entidad procedimientos, estan la obtencidon de multiplos y divisores
mediante el algoritmo de la divisidn; calculo del minimo comun multiplo mediante la
obtencion de las listas de multiplos y la comparacion de ellas para obtener el mayor de
los multiplos, segun el orden usual en N; y los criterios de divisibilidad.

Division exacta e inexacta

En una division exacta, el resto es siempre cero v el dividendo es igual al
divisor por el cociente

r:l) [_)Zd.‘f".(
En una divisidn inexacta. el resto es distinto de cero y menor que el divi-
sor, v el dividendo es igual al divisor por el cociente mis el resto

rz0 r<d D=dxXc+r

Propiedad fundamental de |a division exacta
En una division exacta, si multiplicamos o dividimos el dividendo y el
divisor por un mismo nimero, el cociente no varia.

) % 2

30 |3 60 \n 130
00 10 00 10 no 10

Figura 3.4. Introduccién del algoritmo de la divisién (Ferrero, Gaztelu, Martin &
Alonso, 2015, p. 46).

3.3.3. Impresiones surgidas durante el analisis de antecedentes

En el libro de 62 de Primaria, como se dijo anteriormente, se utilizan las listas de
multiplos para el calculo del mcm, tal y como puede observarse en la Figura 3.6. Este
método no es muy eficaz cuando los nimeros considerados son suficientemente
grandes, por lo que, en mi opinién, deberian, al menos, observar esta circunstancia y
abrir asi el camino hacia nuevos métodos mas eficaces, correspondientes a curriculos de
Cursos superiores.

Por otro lado, como se ve en la Figura 3.5, se utiliza un lenguaje grafico para representar
en una recta los multiplos de 3 y 4, respectivamente. En mi opinién, este lenguaje grafico
puede suponer un obstaculo para el cdlculo del mcm o mcd en cursos superiores, donde
se trabajan otros dominios, en los que no es posible una representacion de este tipo
(piénsese en el anillo de polinomios, enteros de Gauss u otros dominios euclideos).

13
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Minimo comdn maltiplo

- e 4 — = -

B e —— - —

| 1 4 i i 7 B 9 10 1 12 13 14 ¢ i 17 18 19 20

Miltiplos de 4: 0, 4, 8, 12, 106

El menor Illlllilpit) comun de 3 v de 4 distinto de 0 es 12; por eso, deci-

NS t|'LlL'f

min.c.m. (3, 4) = 12

El minimo comun muiltiplo de dos o mids numeros es ¢l menor de
los muiltiplos comunes distinto de 0.

Figura 3.5. Calculo del mcm (1) (Ferrero, Martin, Gémez, Carvajal & de la Rosa, 2015, p. 41).

Minimo comun multiplo

El minimo comun multiplo (min.c.m.) de
dos o mas nimeros es ¢l menor de los
multiplos comunes distinto de 0

Miltiplos de 3 =0, 3, 6,9, 12, 15, 18, 21
Multiplos de 4 = 0, 4, 8, 12, 10, 20, 24

\l'lllllplu\ de 6 =0, 6, 12, 18, 24, 30..

]
i

)

min.c.m. (3, 4 v 0) =

Figura 3.6. Célculo del mcm (2) (Ferrero, Martin, Gémez,
Carvajal & de la Rosa, 2015, p. 46).

3.4. Andlisis de los libros de texto del curso 12 de ESO

En este apartado, se realiza el andlisis didactico de los libros de texto de las editoriales
Anaya (Colera, Gaztelu & Colera, 2016) y Oxford (Contreras, Fernandez, Lobo, Pérez &
Uriondo, 2011). Para llevarlo a cabo, segun el EOS, se determinaran las entidades
primarias: situaciones-problemas, lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos, en la unidad de divisibilidad de los dos manuales. Esto se encuentra en los
subapartados 3.4.1y 3.4.2.
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3.4.1. Andlisis de la divisibilidad en la editorial Anaya

En el manual de Colera et al. (2016), aparecen las siguientes entidades elementales:

3.4.1.1. Situaciones-problemas

Dentro de las situaciones-problemas, siguiendo a Orddfiez (2018, pp. 74-75), se

consideran los items detallados a continuacién:

Elementos introductorios: la unidad comienza con elementos histdricos
introductorios, donde se habla de la vida de Euclides y su obra Elementos;
divisiones al estilo egipcio; construccion de todos los posibles rectangulos que
tengan un area determinada (como primera toma de contacto con los conceptos
multiplo y divisor), y generacion de series numéricas en la calculadora (como
primera toma de contacto con el concepto de multiplo).

Ejemplos: se presentan un total de 43 ejemplos dispuestos antes y después de la
introduccidn de cada concepto nuevo. Ademas, incluye un ejemplo, al final de la
unidad, para aprender a resolver problemas.

Ejercicios: 69 actividades repartidas en sus secciones correspondientes.
Adicionalmente, al final de la unidad, se proponen 19 ejercicios de repaso; 7
problemas de nivel inicial y medio; 2 problemas de nivel avanzado; un taller de
matematicas con 5 problemas de ampliacion y aplicacion a la vida real, y 12
actividades de autoevaluacién.

Aplicaciones: un problema de relacion entre la divisibilidad y la geometria; un
problema de investigacion y aplicacion de los numeros primos a la criptografia
(que se presenta bajo el epigrafe «Inférmate e investiga») y un problema
numérico relacionado con el 101.

3.4.1.2. Lenguajes

Para el andlisis de esta entidad, se consideran los tipos de lenguajes extraidos de

investigaciones realizadas por Orddfiez (2018, pp. 54-56). Se considera en este trabajo

la siguiente tipologia: natural-verndculo, numérico, tabular, grdfico y formal,

considerando también el lenguaje algoritmico, caracterizado por sus instrucciones,

cortas y precisas, organizadas en pasos.
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Vernaculo Grafico y numérico

Descomposiciones de 18

, — 18=2.9
«Los numeros, como el 18, que se pueden

descomponer en factores mas sencillos se i 1B =3k
llaman compuestos» (Colera et al., 2016,

0.49). ﬁ S IB=T-3r3

Figura 3.7. Empleo de lenguaje graficoy
numérico (Colera et al., 2016, p. 49).

-

Tabla 3.1. Lenguajes presentes para los nimeros primos y compuestos en el libro de la editorial Anaya.

Enla Tabla 3.1, se muestran los tipos de lenguaje empleados para introducir los nUmeros
primos y compuestos. Del mismo modo, la Tabla 3.2 contiene los lenguajes utilizados en

el cdlculo del minimo comun multiplo.

Vernaculo Grafico Numérico
«Comprueba quetodoslos | 3 ¢ | 2 20 | 2 20 =922.5
factores escogidos son | |1 5 3 1 0| 2
imprescindibles, pues si se S| S 5 |5 30=2.3.5

suprime cualquiera de 1 |
Figura 3.9. Ejemplo de lenguaje
3 Figura 3.8. Ejemplo de lenguaje | numérico (Colera et al., 2016, p.
de alguno de los nimeros» grafico (Colera et al., 2016, p. | 53).

(Colera et al., 2016, p. 53). | 53).

ellos, deja de ser multiplo

Algoritmico

Para calcular el minimo comiin mi'ﬂtiplu de varios niimeros:
1. Se descomponen los niimeros en factores primos.

2. Se toman todos los factores primos (comunes y no comunes) elevado cada

uno al mayor cxponcnte con L_'l quc aparccc.

. Se¢ multiplican los factores clcgidus.

L

Figura 3.10. Ejemplo de lenguaje algoritmico (Colera et al., 2016, p. 53).

Tabla 3.2. Lenguajes en el calculo del minimo comdn multiplo presentes en el manual de Anaya.

3.4.1.3. Conceptos
En cuanto a los conceptos, se pueden apreciar en este manual los siguientes:
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= Relacidn de divisibilidad: «dos nimeros estdn emparentados por la relacién de
divisibilidad cuando uno contiene al otro una cantidad exacta de veces; es decir,

cuando su cociente es exacto» (Colera et al., 2016, p. 44).

= Multiplo y divisor: «cuando dos niumeros estan emparejados por la relacion de
divisibilidad, decimos que el mayor es multiplo del menor y el menor es divisor
del mayor» (ibid., p.44).

» Numero compuesto: «los numeros, como 18, que se pueden descomponer en
factores mas sencillos, se llaman nidmeros compuestos» (ibid., p. 49).

=  Ndmero primo: «los numeros, como el 13, que no se pueden descomponer en
factores mas sencillos, se llaman ndmeros primos. Un niumero primo solo tiene
dos divisores: él mismo y la unidad» (ibid., p. 49).

=  Minimo comun multiplo: «el menor de los multiplos comunes de dos o mas
nuameros, a, b, c... se llama minimo comun multiplo, y se expresa asi: min.c.m (a,
b, c...)» (ibid., p. 52).

=  Madximo comun divisor. «el mayor de los divisores comunes a dos o mas
numeros, g, b, c... se llama maximo comun divisor, y se expresa asi: max.c.d. (g,
b, c...)» (ibid., p. 55).

3.4.1.4. Proposiciones

Con respecto a las proposiciones, se pueden distinguir las que se mencionan a
continuacion:

= «a es multiplo de b, o lo que es igual, b es divisor de a, si la divisién a : b es
exacta» (ibid., p. 44).

= «Todo numero natural, a, es multiplo de si mismo y de la unidad» (ibid., p. 46).
=  «Un numero distinto de cero tiene infinitos multiplos» (ibid., p. 46).

= «Todo numero es divisor de si mismo» (ibid., p. 46).

= «El 1 es divisor de cualquier nimero» (ibid., p. 46).

= (Criterio de divisibilidad por 2: «un nimero es divisible por 2 (es multiplo de 2) si
termina en cifra par: 0-2-4-6-8» (ibid., p. 47).

= (Criterio de divisibilidad por 3: «un numero es divisible por 3 (es multiplo de 3) si
la suma de sus cifras es multiplo de 3» (ibid., p. 47).
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= (Criterio de divisibilidad por 5: «Un nimero es divisible por 5 (es multiplo de 5), si
termina en 0 o en 5» (ibid., p. 47).

= (Criterio de divisibilidad por 9: «un numero es divisible por 9 (es multiplo de 9) si
la suma de sus cifras es multiplo de 9» (ibid., p. 47).

= (Criterio de divisibilidad por 10: «un nimero es divisible por 10 (es multiplo de 10)
si termina en O» (ibid., p. 47).

= (Criterio de divisibilidad por 11: «un nimero es divisible por 11 si la suma de las
cifras de lugar par menos la suma de las cifras de lugar impar es 0 o un multiplo
de 11» (ibid., p. 47).

= «El ndmero 1, como solo tiene un divisor, no se considera primo. Cualquier otro
numero, o es primo o es compuesto» (ibid., p. 49).

= Teorema Fundamental de la Aritmética: «un nimero, si no es primo, se puede
descomponer en factores, y estos, a su vez, en otros factores, hasta que todos
sean primos» (ibid., p. 50).

= «En la descomposiciéon de los multiplos de un numero, aparecen todos los
factores primos del niumero (y, generalmente, algunos mas)» (ibid., p. 51).

= «En la descomposicidn de los divisores de un nimero, aparecen algunos de los
factores primos del nimero (generalmente, no todos) y ningun factor mas»
(ibid., p. 51).

3.4.1.5. Procedimientos

Los procedimientos que aparecen son: la divisidn egipcia; divisién euclidea; calculo de
los multiplos de un nimero; cdlculo de los divisores de un namero; ejecucion de los
criterios de divisibilidad; criba de Eratdstenes para los 30 primeros niumeros naturales;
descomposicion de un niumero en factores primos; calculo de los divisores de un numero
mediante su descomposicion en factores primos; calculo del mcm de dos numeros
mediante la determinacion del menor de sus multiplos comunes; calculo del mcd y mcm
de dos numeros mediante su descomposicion en factores primos, y cdlculo del mcd de
dos numeros a partir de la obtencién de todos sus divisores.

3.4.1.6. Argumentos

Finalmente, las argumentaciones que ofrece este manual son directas y basicas, en las
que se deduce de forma natural a partir de los conceptos o proposiciones. No se
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muestran otros tipos de demostraciones, como son las de tipo recurrente, reduccién al
absurdo, etc., correspondientes a niveles superiores.

3.4.2. Andlisis de la divisibilidad en |a editorial Oxford

En el libro de texto de la editorial Oxford (Contreras et al., 2011), aparecen las siguientes
entidades elementales:

3.4.2.1. Situaciones-problemas

Al igual que se hizo con el primer manual, dentro de las situaciones-problemas, se
consideran los items detallados a continuacion:

= Flementos introductorios: al inicio de la unidad, aparecen problemas
introductorios contextualizados de aplicacion a la vida real y ejercicios
introductorios del algoritmo de la divisidn, relacién entre una multiplicacion y
una division exacta y el significado de una potencia.

= Fjemplos: se presentan un total de 23 ejemplos dispuestos antes y después de la
introduccidn de cada concepto nuevo. Ademas, incluye un ejemplo, al final de la
unidad, de estrategias para resolver problemas.

= Fjercicios: 94 actividades repartidas en sus secciones correspondientes.
Adicionalmente, al final de la unidad, se proponen 6 problemas para practicar las
estrategias de resolucidn; 27 ejercicios de repaso; 18 problemas, y 12 actividades
de autoevaluacion.

= Aplicaciones: no se proponen situaciones de aplicacion a la realidad o
investigacion.

3.4.2.2. Lenguajes

Al igual que en el manual anterior, segun la clasificacién de Ordéfiez (2018, pp.54-56),
los tipos de lenguaje encontrados para introducir el calculo del minimo comdn multiplo
aparecen en la Tabla 3.3.
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Vernaculo Numérico

«Observa que para obtener el m.c.m, se multiplican |32 =2-2-2-2-2 = 2°
los factores primos comunes y no comunes que 12=2-2.3=122.3
aparecen en las dos descomposiciones elevados al

—95.79
mayor exponente» (Contreras et al., 2011, p. 50). m.c.m (12,32) = 2°- 3 = 96

Algoritmico

Para obtener el minimo comun multiplo de dos o0 mas nimeros se procede de la siguiente manera:
1. Se descomponen los numeros en factores primos.

2. Se multiplican todos los factores que aparecen en las descomposiciones, elevado cada uno al mayor
exponente con el que figuran en ellas (Contreras et al., 2011, p. 50).

Tabla 3.3. Lenguajes en el calculo del minimo comun multiplo presentes en el manual de Oxford.

En cambio, para la descomposicion factorial de un numero, se utilizan los tipos de
lenguaje de la Tabla 3.4.

Tabular, numérico y vernaculo

Miiltiplos Divisores D{12) ={1, 2, 3, 4, 6,12}
24=12:2=(2-2-3):2 2=2(factorde (D -2-3)
36=12-3=(2-2-3):3 3=13(factorde2-2-(3)
48=12:4=(2:2-3)-2-2 4=72-2(factorde (@ 2)-3)

6=2-3(factorde 2-2-3)

Cualquier miltiplo de 12 contiene todos ~ Cualquier divisor de 12 mayor que 1
los factores primos de 12. contiene solo factores primos de 12.

Figura 3.11. Ejemplo de combinacién de lenguajes tabular, numérico y vernaculo (Contreras et al.,
2011, p. 49).

Grafico y vernaculo

2 es nomero primo, Y 90 es divisible por 2. 90 s
3 es nomero primo, y W5 es divisiblepor 3. | 0 45 |3
[ 2 es nimero primo, y 15 es divisible por 3. 0 S 4N

Figura 3.12. Ejemplo de combinacidon de lenguaje grafico y vernaculo (Contreras et al., 2011 p. 48).

Tabla 3.4. Lenguajes en la descomposicion factorial de un nimero presentes en el libro de Oxford.
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3.4.2.3. Conceptos

Se sefialan a continuacién los conceptos intervinientes en la unidad de divisibilidad de

este segundo manual:

Elementos de la division euclidea: dividendo, divisor, cociente y resto (ver Figura
3.14);

Elementos de una multiplicacion: factores y producto (ver Figura 3.13);

Division exacta: «una division exacta es aquella cuyo resto es cero» (Contreras
etal., p.41) (ver Figura 3.14);

Relacion de divisibilidad: «Hay relacion de divisibilidad entre dos numeros
naturales, a y b, cuando el mayor, a, contiene al menor, b, una cantidad exacta
de veces. Entonces, se dice que a es divisible por b» (ibid., p. 42);

Divisor: «un niUmero natural, b, es divisor de otro, a, cuando la divisién a : b es
exacta» (ibid., p. 43);

Multiplo: «un numero natural, a, es multiplo de otro, b, si al multiplicar b por un
numero natural, se obtiene a como resultado» (ibid., p. 43);

Numero primo: «un numero es primo si solo tiene dos divisores: el 1y él mismo»
(ibid., p. 47).

Numero compuesto: «un numero es compuesto si tiene mas de dos divisores»
(ibid., p. 47);

Minimo comun multiplo: «el minimo comun multiplo de dos o mas numeros, a,
b, c..., es el menor de los multiplos que tiene en comun. Se expresa como m.c.m
(a, b, c...)» (ibid., p. 50);

Maximo comun divisor: «el maximo comun divisor de dos o0 mas numeros, a, b,
c..., es el mayor de los divisores que tienen en comun. Se expresa como M.C.D.
(a, b, c...)» (ibid., p. 52);

Numeros primos entre si: «como el 1 es divisor de todos los nUmeros naturales,
dos numeros naturales tienen al menos un divisor en comun, el 1. Si el 1 es el
Unico divisor que tienen en comun, los nimeros son primos entre si» (ibid., p.
52).
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En una multiplicacion: Una division exacta es aquella
5-8B=40 Cuyo resto es cero.
factores producto Entre sus términos se cumple

En una division:

dividende 20 I_]_-di'-.*n,ar

la siguiente relacion:
dividendo = divisor - cociente

2 6 8 |2 -
| = = §=2-4
resto cociente 0 4
Figura 3.13. Elementos de la multiplicacién Figura 3.14. Definicion de divisidon exacta y
y divisién (ibid., p. 41). algoritmo de la divisién (ibid., p. 41)

3.4.2.4. Proposiciones

Por otra parte, las proposiciones que emplea este segundo manual son:

Algoritmo de la division (ver Figura 3.14);

«Cualquier nUmero natural, a, es multiplo de si mismoyde 1, yaque:a-1=a»
(ibid., p. 44);

«El 1 es divisor de cualquier nimero natural, a, porque a : 1 =a» (ibid., p. 45);

«Cualquier numero natural es divisor de si mismo y de la unidad, yaque a:a=
1» (ibid., p. 45);

Criterio de divisibilidad por 2: «un nimero es divisible por 2 si es par, es decir, si
terminaen0, 2,4, 6 u 8» (ibid., p. 46);

Criterio de divisibilidad por 3: «un niumero es divisible por 3 si la suma de sus
cifras es multiplo de 3» (ibid., p. 46);

Criterio de divisibilidad por 5: «un nimero es divisible por 5 si termina en 0 o en
5» (ibid., p. 46);

Criterio de divisibilidad por 11: «un numero es divisible por 11 si la diferencia
entre la suma de las cifras que ocupan los lugares pares y la suma de las cifras
gue ocupan los lugares impares es 0 o multiplo de 11» (ibid., p. 46);

«El 1 solo tiene un divisor, él mismo, asi que no se considera ni primo ni
compuesto» (ibid., p. 47);

«Hay infinitos niUmeros primos» (ibid., p. 47);
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= Teorema Fundamental de Ila Aritmética: «factorizar un numero es
descomponerlo en producto de factores primos. Esta descomposicién es Unica
para cada numero» (ibid., p. 48);

= «Un numero, para ser multiplo de otro, tiene que contener todos sus factores
primos» (ibid., p. 49).

= «Un numero, para ser divisor de otro, solo puede contener factores primos de
este» (ibid., p. 49).

3.4.2.5. Procedimientos

Los procedimientos que aparecen son: la division euclidea; calculo de los multiplos y
divisores de un numero; ejecucion de los criterios de divisibilidad; procedimiento para
saber si un numero es o no primo; descomposicién de un numero en factores primos;
calculo del mcm y mcd de dos y tres numeros por descomposicidn factorial, y calculo de
los divisores de un niumero a partir de su factorizacion.

3.4.2.6. Argumentos

Por ultimo, anadlogamente al primer manual, los argumentos empleados vuelven a ser
directos y basicos. Se deduce todo de forma natural y coherente a partir de los
conceptos o proposiciones intervinientes, sin emplear otro tipo de demostraciones mas
complejas.

3.4.3. Valoracion de las idoneidades epistémica y cognitiva

A continuacion, y por cuestiones de espacio en este trabajo, se hara una primera
aproximacion a la valoracién de la idoneidad didactica (Godino, 2013), en el sentido en
que se abordara el analisis de los indicadores de dos idoneidades parciales: epistémica
y cognitiva (dichos indicadores se adjuntan en el Anexo ). En adelante, recuérdese que
el libro de Anaya es el primero, mientras que el de Oxford es el segundo analizado.

3.4.3.1. Valoracion de la idoneidad epistémica

Las situaciones-problemas que se proponen en ambos libros son representativas y
variadas, aunque el primero ofrece problemas de investigacidon y aplicacién a la vida real,
deduccion de propiedades aritméticas y relaciones entre divisibilidad y geometria. El
segundo carece de este tipo de problemas. En ninguno de ellos se proponen situaciones
de problematizacion o generacion de problemas.
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Tanto en el primero como en el segundo, aparecen lenguajes de distintos tipos, aunque
el primero ofrece un lenguaje grafico mas intuitivo y ameno y, ademds, combinado con
lenguaje numérico, de forma que el alumno puede ver las relaciones entre ambos. Un
ejemplo de esto es la Figura 3.7. El indicador relativo a las situaciones de expresion
matematica que se plantean es bajo en ambos manuales, pues estas son escasas,
aunqgue se percibe un intento por algebrizar algunos procedimientos y proposiciones,
tales como la obtencién de los multiplos de un nimero a, expresado como a - k, en el
primer manual, o la proposicién que asegura que el 1 es divisor de cualquier nimero
natural a, expresado como a : a = 1, tanto en el primero como en el segundo.
Adicionalmente, el primero introduce un lenguaje mas formal de la matematica, al
representar el conjunto de los multiplos de a como a. En cambio, el segundo lo expresa
como M (a), utilizando una terminologia propia que no es usual en niveles superiores.

En cuanto a los conceptos y proposiciones, ambas editoriales los presentan de forma
clara y correcta, sin ambigliedades, adaptados al nivel educativo de 12 de ESO y en
concordancia con los requerimientos curriculares vigentes. Sin embargo, existe una gran
carencia, por ambas partes, de situaciones de generacidn y negociacion de definiciones,
proposiciones o procedimientos (nUmero primo, nimero compuesto o la relacién entre
mcd y mcm, por ejemplo). Andlogamente, no aparecen argumentos mas alld de unas
cuantas demostraciones basicas y naturales, aunque, quizas, esto pueda justificarse por
tratarse de un nivel educativo no muy superior.

Por lo que se refiere a las relaciones entre los conceptos, se aprecia en ambos libros la
ausencia de relaciones existentes el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo
de dos numeros, que es importante, pues proporciona un procedimiento de calculo del
mcm a partir del mcd.

Consecuentemente, con todo lo expuesto anteriormente, se concluye que la idoneidad
epistémica del primer manual puede valorarse como media-alta, mientras que en el
segundo libro de texto, puede valorarse como media.

3.4.3.2. Valoracion de la idoneidad cognitiva

El bagaje de conocimientos que ha adquirido el estudiante, con un progreso académico
dentro de lo esperado en los cursos de primaria, es suficiente para desarrollar con
normalidad los procesos de instruccion matematicos inherentes al uso de los dos libros
de texto seleccionados. Los contenidos que se proponen en ambos manuales son
practicamente los mismos vy se situan dentro de la zona de desarrollo préximo, esto es,
su dificultad es manejable.
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Por otra parte, el segundo ofrece un total de 157 actividades, incluyendo actividades de
seccidén, refuerzo, ampliacion y autoevaluacién, frente a las 114 del primero. En este
sentido, el de la editorial Oxford tiene una mayor variedad de ejercicios. Ambos libros
clasifican los problemas en tres niveles de dificultad, lo cual permite que cada estudiante
los resuelva segun sus capacidades. No obstante, tanto el primero como el segundo,
incluyen Unicamente un modelo de autoevaluacién, con lo que no se tiene en cuenta la
diversidad y las diferencias individuales en el aprendizaje.

En consecuencia, con lo expuesto anteriormente, se concluye que la idoneidad cognitiva
del primer manual es media; y la del segundo, media-alta.
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SECCION 4. FUNDAMENTACION EPISTEMOLOGICA

Epistemologia es un sustantivo de origen griego, que proviene de la fusion de los
vocablos episteme (conocimiento cientifico o ciencia), y logos (estudio). Por tanto, se
podria definir como el estudio del conocimiento cientifico o estudio de la ciencia.

De modo que, si se pretende elaborar una fundamentacién epistemoldgica acerca de la
divisibilidad de numeros, una forma de proceder seria desarrollar un tema de las
oposiciones al Cuerpo de Profesores de Ensefianza Secundaria, relacionado con esta
tematica. Hay que tener presente que no siempre existe una reciprocidad rigurosa entre
los temas del curriculo oficial de la Ensefianza Secundaria Obligatoria y el temario de las
oposiciones. Estos contenidos se incluyen en Tema 4: Numeros enteros. Divisibilidad.
Numeros primos. Congruencia (Ministerio de Educacién y Ciencia, 1993, p. 27414).
Ademas, se considera la construccién axiomatica de Peano para N, y a través de ella, la
construccion de Z. Como ambas no estan intimamente relacionadas con el tema, por
motivos de extension, se han desarrollado en los anexos Il y llI, respectivamente.

4.1. Introduccion

Contando los dos anexos mencionados anteriormente, el desarrollo del tema se
extiende a lo largo de seis apartados.

El primero de ellos, correspondiente al Anexo /I, estd dedicado a la construccién del
conjunto de los nimeros naturales, con la intencion de servir de base para la exposicidon
del segundo apartado, reservado a la construccidén de los nimeros enteros.

En el segundo apartado, desarrollado en el Anexo Ill, se definen las operaciones internas
suma y producto, que dotan a Z de la estructura de anillo unitario conmutativo; y un
tipo de subanillos particulares, denominados ideales.

El tercero de ellos habla de la relacién binaria de divisibilidad y sus propiedades.

En el cuarto, se desarrolla teoria de nimeros primos, la definicion de maximo comun
divisor, minimo comun multiplo, el Teorema de Euclides y el Teorema Fundamental de
la Aritmética.

Finalmente, los apartados penultimo y ultimo estan destinados a las congruencias y los
criterios de divisibilidad, respectivamente.
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Por cuestiones de dinamismo y espacio, solamente se han incluido en esta seccidn
algunas demostraciones. En el caso de que se desee un tratamiento mas profundo del
tema, el lector podra encontrar varias demostraciones complementarias en el Anexo IV.

4.2. Los numeros naturales

En el Anexo Il, puede consultarse la construccion del conjunto de los nUmeros naturales.

4.3. Los numeros enteros

En el Anexo Ill, puede consultarse la construccion de los nUmeros enteros.

4.4. Relacion de divisibilidad

No siempre es posible efectuar en Z divisiones exactas entre dos nimeros. Esta situacidn
genera el estudio de la divisibilidad (Garcia 2010, p. 412).

Definicién 4.4.1. Sean a, b € Z. El elemento a es divisor de b, a divide a b o a es factor

de b, y se escribe a | b, si y solo si existe otro elemento ¢ € Z tal que (Garcia, 2010, p.
400):

a-c=bhb.
En lenguaje matematico se puede expresar como:
albe3c€eZ/a-c=bh.

El conjunto de todos los divisores del elemento a € Z se expresa de la siguiente forma
(Garcia, 2010, p. 413):

D(a) ={b € Z / 3 ¢ € Z satisfaciendoque b - ¢ = a}

También se puede decir que b es multiplo de a. Se escribe a para representar el conjunto
de todos los multiplos del elemento a € Z (Garcia, 2010, pp. 412-413):

a={x-a/x€eZ}={.,-3a,-2a,—a,0,a,2a,3aq,..}

Proposicidén 4.4.2. La relacion | en Z, que se lee «ser divisor», es reflexiva y transitiva.

Constituye un preorden y no verifica las propiedades simétrica ni antisimétrica (Garcia,
2010, p. 413).
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Proposicién 4.4.3. La relacion de divisibilidad | verifica seis propiedades (Garcia, 2010, p.
413):

1) Elelemento 0 es multiplo de cualquier nimero x € Z — {0}.

2) Vx€Z I+t 1talquel|x,—1]x.

3) x|lxy —x|x,Vx€E€Z

4) Dadosx,y,z€Z,six |yyx |z entoncesx | (y+2z)yx| (y—2)
5) Dadosx,y €Z,six |y, entoncesx | (y-z),Vz €L

6) Dadosx,z€ Z,six | zyz # 0, entonces |x| < |z|

4.5. Numeros primos, mdximo comun divisor y minimo comun multiplo

4.5.1. Nimeros primos

Definicidn 4.5.1. Sea un numero p € Z. Dicho numero recibe el nombre de primo si

solamente es divisible por £p y £1. En caso contrario, se dice que p es un numero
compuesto si posee otros divisores aparte de £p y +1. Asimismo, se puede afirmar que
si p es un niumero primo, entonces —p también lo es (Garcia, 2010, p. 403).

Proposicion 4.5.2. Sea un numero compuesto ¢ € Z. Existe un numero primo p € Z

menor o igual que v tal que p | ¢ (Garcia, 2010, p. 414).

Corolario 4.5.3. Un numero p € Z sera primo si no es divisible por aquellos numeros
primos p’ € Z tal que (p')? < p (Garcia, 2010, p.414).

* %k

Criba de Eratdstenes

La criba de Eratostenes es un método, basado en la Proposicion 4.5.2, que sirve para
encontrar todos los numeros primos menores que un determinado x € N. Consiste en
construir una tabla que contenga a todos los numeros naturales consecutivos,
empezando por el 2, hasta el nimero que se desee, x. Una vez colocados, se tachan
aquellos numeros compuestos que se vayan encontrando segun el siguiente criterio:
cuando se encuentre un numero primo p no tachado, se tachan todos sus multiplos a
partir de p2. El proceso termina cuando p? > x. Finalmente, los nimeros que queden
en la tabla son primos menores que x (Garcia, 2010, pp. 413-414).
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Por ejemplo, si se quieren calcular los primos menores que 36, se ubican todos ellos en
una tabla y se aplica lo descrito anteriormente, hasta obtener la Tabla 4.1.

©) & | -
48
i5
28
25
38
35

8

®
@

IEEIOR10 O
¥
() e (5) k|-

O,
©)

Tabla 4.1. Criba de Eratostenes.

% %k %k

Proposicidn 4.5.4. El conjunto P de los nimeros primos es infinito (Garcia, 2010, p. 424);

(Demostracion en Anexo IV).

Proposicién 4.5.5. El menor divisor de un numero compuesto es un numero primo
(Garcia, 2010, p. 426); (Demostracion en Anexo 1V).

Lema 4.5.6. Sean p, py, Pz, ..., P, NUMeros primos € Z*, de forma que (Garcia, 2010, p.
425):

pl@ipy pp)=>3i€{1,2,..,n}talque p = p;
(Demostracion en Anexo V).

Teorema 4.5.7: Teorema Fundamental de la Aritmética

Sea a € Z — {0, +£1}. Este elemento a puede descomponerse de forma Gnica como un
producto de numeros primos positivos con exponentes naturales, es decir:

a=4pt py? .. py",Va€Z—{0,+1},cona; €N,

donde p; son numeros primos con p; < p; sii < j (Garcia, 2010, p.414). Esto hace de Z
un dominio de factorizacion tnica (DFU); (Demostracion en Anexo V).
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Proposicién 4.5.8. Sea a = +p;* - py? - p3° * .- py" con a € Z — {0, £1}. El elemento

b € Z es divisor de a si y solo si todos los factores primos de b son también factores
primos de a, con los exponentes de los factores primos de b menores o iguales que los
de a. Es decir (Garcia, 2010, p. 415):

b = +pi* 'sz .pfs } ---'anr

con0 < B; < «;,Vi=1,23,..,n(Demostraciéon en Anexo IV).

4.5.2. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo

Definicién 4.5.9. Sea a, b € Z — {0, +1}. Se llama mdximo comun divisor de a y b, y se

escribe d = (a,b) = mcd{a, b}, al elemento d € Z tal que es el mayor de los divisores
comunesde ayb. Este elemento debe cumplir las siguientes condiciones (Garcia, 2010,
p. 415):

1) dlayd]|b,
2) Siexistieraun elementod’ € Ztalqued' | ayd'| b, entoncesd’ | d.

Definicién 4.5.10. Sea a, b € Z — {0, +1}. Se llama minimo comun multiplode a y b, y se

escribe M = [a,b] = mcm{a, b}, al elemento M € Z tal que es el menor de los
multiplos comunes de a y b. Este elemento debe cumplir las siguientes condiciones
(Garcia, 2010, p. 415):

1) alMyb|M,

2) Siexistiera un elemento M’ € Ztalquea | M'yb | M', entonces M | M'.
Andlogamente, teniendo en cuenta las definiciones 4.5.9y 4.5.10, se puede obtener el
maximo comun divisor y minimo comun multiplo de mas de dos nimeros:

mcd{a,, a,,as, ..., a,}; mem{ay, a,, as, ..., a,}.

Definicidn 4.5.11. Sean los ideales en Z {a), {(b), {d). Si {(a) + (b) = (d), entonces el ideal
(d) recibe el nombre de ideal mdximo comun divisor de a y b. La base positiva de dicho

ideal se conoce como mdximo comun divisor de a y b (Centro de Estudios Académicos a
Distancia, s.f, p. 39).

Definicidon 4.5.12. Sean los ideales en Z {a),{b), (M). Si {a) N (b) = (M), entonces el
ideal (M) recibe el nombre de ideal minimo comtin multiplo de a y b. La base positiva de

dicho ideal se conoce con el nombre de minimo comun multiplo de a y b (Centro de
Estudios Académicos a Distancia, s.f, p. 41).
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Definicion 4.5.13. Se dice que dos numeros a,b € Z son primos relativos si y solo si
mcd{a, b} = 1 (Garcia, 2010, p. 416).

Proposicion 4.5.14. Sea p un numero primoy a € Z.Sip t a, entonces p y a son primos

relativos (Garcia, 2010, p. 424); (Demostracion en Anexo V).

Proposicidén 4.5.15. El maximo comun divisor de dos nimeros a, b € Z es Unico, salvo el

signo (NUmeros enteros. Divisibilidad. Numeros primos. Congruencia, s.f, p. 19).
Demostracidn. Se supone que existen dos mcd diferentes paraay b:
d = (a,b) = mcd{a, b},
d' = (a,b)’ = mcd'{a, b}.

Se aplica la Proposicion 5.5.11:
(d) = (a) +(b),

(d') = (a) + (D),

(d) =(d') = (a) + (b),
de{d)=>d=d,-d,

d e{d)y=d =d,-d.

Se multiplican estas dos ultimas igualdades y se obtiene:

d1=d2=1

d.d':dl.df.dz-d:d=d1'd2'd:>d1'dz:1:’{d1=d2=—1

Por tanto, d y d’' son iguales u opuestos, es decir, iguales salvo el signo.

Proposicién 4.5.16. El minimo comun multiplo de a, b € Z es Unico, salvo el signo.

Demostracidn. Se supone que existen dos mcm diferentes paraay b:

M = [a,b] = mcm{a, b},

M' = [a,b]' = mcem/{a, b}.
Se aplica la Proposicion 4.5.12:
(M) = (a) n (b),

(M') = (a) N (b),
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(M) =(M') = {a) N (b),
M eMy=>M =M,-M,
MeM)=>M=M, M.

Se multiplican estas dos ultimas igualdades y se obtiene:

M'M,:Ml'Mz'M,'M:)M:Ml'Mz'M:)Ml'MZ:1:>

{M1=M2=1
M1=M2=_1

Por tanto, M y M'son iguales salvo el signo.

Proposicidén 4.5.17: Regla para el célculo del mcd y mcm de dos nUmeros enteros

Sea a,b € Z — {0, +1} tales que su descomposicion en factores primos es la siguiente
(Garcia, 2010, p. 416):

_ a Q2 SN2 N 1T L aa0n
a=xp, P, Dy Prs1 " DPn

b= ipfl -pfz - ...-pf" -pfﬁl . ...-pf",
cona;,f; =0,Vi,j =1,2,..,n. Entonces:
d = (a,b) = mcd{a, b} = + pfl -pgz o p;" . p,i’fll DR,

donde e¢; = min{a;, B;},Vi=1,2,...,n,y:
M = [a,b] = mecm{a, b} = + p;* -p{z - ...-p,]:" -p,{f*ll e,
con f; = max{a;, B;},Vi=1,2,...,n.

Teorema 4.5.18: Algoritmo de la division.

Seana € Zy b € Z — {0}. Entonces, existen ¢, r € Z tales que:
a=b-c+r,
donde a se conoce como dividendo, b divisor, ¢ € Z cocientey r € N el resto, con 0 <
r < |b| (Garcia, 2010, p. 417).
Demostracién. Se distinguen 3 casos:

1) Sia <b, entonces c =0 y r = a. En estas condiciones, se verifica el
teorema.
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2) Sia = b, entoncesc = 1yr = 0. También se verifica el teorema.

3) Sia > b, hay que estudiar cuandob >0y b < O:

3.1.Sib > 0y c es un numero entero tal que:
b-c<a<b-(c+1).

Sear =a—b-c, entonces:
b-c—b-c<a—-b-c<b-(c+1)—b-c.
Luego:
0<a—-b:-c=r<b-c+b—b-c=b,
0<r<h.

Esto prueba la existencia de r y c. Para probar la unicidad, se utiliza el
método de reduccion al absurdo, por el que se supone que existen
dos valores diferentes parary c:

a=b-c;+n

rET
a=b-c2+r2} 177

Se igualan ambas expresiones y se obtiene:
b'C1+7”1=b'C2'T'2=>T'1—T'2 =b'C2_b'C1=>

=>T1—T2 :b(CZ _Cl) :>b | (1‘2 _Tl).
Esto es absurdo, puesto que:
0<r,r,<b>|r,—1r]| <b.

Entonces, r; = 1, y, en consecuencia, ¢; = C,.

3.2.Sib < 0, se opera con —b > 0y ¢’ es un nimero entero tal que:
(=b)-c'<a<s(=b)-(c'+1).

Sear =a—b-c, entonces:
(=b)-c"+b-c'"<a+b-c'<(-b)-(c'"+1)—b-;

0<a-b-c'=r<(-b)-c"—b+b-c"=-b.
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Luego:
0<r<-b=|b|

Ahora se toma ¢ =—c'= ¢’ = —c y, con esto, queda probado el
resultado. SiT y ¢ son Unicos, entonces también loson Ty ¢’ (Garcia, 2010,
p. 432).

Proposicion 4.5.19: Identidad de Bézout

Seana,b € Z — {0, +1}. Si d = mcd{a, b}, entones:
AALu€Ztalqued=a-A+b-pu,

donded = a- A+ b - u se conoce con el nombre de identidad de Bézout (Garcia, 2010,
p. 417); (Demostracion en Anexo V).

Corolario 4.5.20. Sean a, b, € Z — {0, +1} primos relativos. Existe 4, u € Z tal que d =
mcd{a,b} =a-A+ b-u =1 (Garcia, 2010, p. 417).

Proposicion 4.5.21. Si d = mcd{a, b}, entonces mcd{a - c¢,b - ¢} = d - ¢ (Garcia, 2010,
p. 434).

Teorema 4.5.22: Teorema de Euclides

Seaa,b,c €Z.Siay b son primos relativosy a | (b - ¢), entonces a | ¢ (Garcia, 2010,
p. 425); (Demostracién en Anexo V).

Lema4.5.23.Seana € Z,b € Z — {0} ysear; € N el resto de dividir a entre b. Entonces
(Garcia, 2010, p. 417):

mcd{a,b} = mcd{b, 1}
(Demostracion en Anexo V).

Proposicion 4.5.24. Sea p € Z un numero primo tal que (Centro de Estudios Académicos

a Distancia, s.f, p. 46):
pl(a-b)=plaoplhb.
Demostracidn. Sip | (a - b) pueden producirse dos situaciones:

= p | a.Enestecaso, sefinaliza porque ya se ha demostrado la proposicion.
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®= p ta. En este caso, la Proposicion 4.5.14, asegura que p y a son primos
relativos. Por tanto, se tiene que mecd{p,a} = 1.Comop | (a-b)ypya
son primos relativos, el teorema de Euclides asegura que p | b.

Teorema 4.5.25: Algoritmo de Euclides

Sean a,b € Z — {0}. Se aplica el algoritmo de la division:

a=b-c;+r; 0<mr <|b|
b=7”1'C2+T'2,' T2<T1
7‘1=T2'C3+T'3,' 7"3<7"2
Th-3 = Tp—2 " Cn-1 +Tn-1; Th-1 < Th-2

They =Tp1 ' Cpn+ 1 =Tp_1°Cpy T =0<nm,_1.

siendo 1,,_; el ultimo resto no nulo (Garcia, Ordéiiez & Ruiz, 2006, p. 278).

De esta forma, se obtiene que 1,,_; = mcd{a, b}. Asi pues, Z es un dominio euclideo
(DE).

El algoritmo de Euclides (Garcia, 2010, pp. 417-418) se basa en el Lema 4.5.23. Sirve para
calcular el maximo comun divisor de dos numeros enteros. Puesto que d =
mcd{a, b} = mcd{|al, |b|}, se supone que a = b > 0. Si se aplica el algoritmo de la
division entre a y b, se obtiene:

a=b-ci+r,con0<nr <b.
Segun el Lema 4.5.23, d = mcd{a, b} = mcd{b,r;}. Este Ultimo es mas sencillo de
calcular que el primero al ser menores los numeros. Pueden darse dos situaciones:
» 1, =0, entonces med{a, b} = mcd{b,r} = mcd{b,0} = b.

» 7, # 0. En este caso hay que volver a efectuar el algoritmo de la divisidén entre b
yn.

En este ultimo caso obtenemos:

b=r-c;+1r,con0<nr<rn.
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Aplicamos de nuevo el Lema 4.5.23 y se obtiene que:
mcd{a, b} = mcd{b,r} = mcd{r, r,},

donde puede volver a ocurrir que:
» 1, = 0. Entonces mcd{a, b} = mcd{b,r,} = mcd{r,, 0} = r;,.
= 1, # 0. En este caso hay que volver a efectuar el algoritmo de la divisién entre
ryTy:

rn=ry"c3+r3,c0on0<r;<nm.

Se procede sucesivamente de esta forma con restos cada vez mds pequeios, los cuales
constituyen una sucesién de nimeros naturales decrecientes acotada inferiormente por
el elemento 0. Al aplicar el algoritmo de la division un numero finito de veces, se
obtendra un resto r;; = 0. Esto quiere decir que 1,_1 | 1,5, por lo que:

Tne3z =Tp_2 " Cn_q +Tp_1,con0 <1 <1y,

Tney =Tp_q ' Cp+ 1y =Typ_q Cyp +0.

Asi, se determina que:
mcd{a, b} = mcd{b,r;} = mcd{r,,r,} = mcd{ry,r3} = -+ = mcd{r,_3,1—2} =
= med{r,_3, -1} = med{r,_4,0} = 1.

Proposicién 4.5.26. «Sean a, b € Zy d = mcd{a, b}.Sia’ y b’ son dos nimeros enteros

talesquea=d-a'yb =d-b’, entonces a’y b’ son primos relativos» (Garcia, 2010, p.
430).

Proposicién 4.5.27. Sean a, b € Z, se cumple la igualdad (Garcia, 2010, p. 431):

mcd{a, b} - mcm{a,b} =a-b

4.6. Congruencias

Definicién 4.6.1. Sean a, b,n € Z, conn > 1. Se dice que a es congruente con b mdédulo

n,y se escribe a = b mod n, siy solosin | (a — b), es decir (Garcia, 2010, p. 451):
a=bmodnen|(a—b)e=IkeZtalquen-k=a—-b=>a=b+n-k.

Proposicién 4.6.2. «La relacién de = mod n es una relacién de equivalencia en Z»
(Garcia, 2010, p. 451).
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Definicidn 4.6.3. La clase de equivalencia asociada a la relacidn de congruencia = mod n

se denota por:
[al ={x €Z / x = amodn}.

Definicién 4.6.4. El conjunto cociente asociado a la relacién de congruencia = mod n se

denota por:
Z, =7 /=modn = {[a] /a € Z}.

A este conjunto cociente se le denomina conjunto de las clases de restos modulo n
(Garcia, 2010, p. 451).

Proposicién 4.6.5. a es congruente con b mddulo n siy solo si se obtiene el mismo resto
al dividir a y b entre n (Garcia, 2010, p. 451):

a=n-c +rg,

b=n-c,+n

Corolario _4.6.6. Los elementos del conjunto cociente Z, son los distintos restos

obtenidos al dividir los nimeros naturales entre n. Entonces, el nUmero de elementos
pertenecientes a Z,, es igual an, conn > 1, es decir (Garcia, 2010, p. 451):

Proposicién 4.6.7. Se supone que a = b mod ny ¢ = d mod n. Entonces (Garcia, 2010,
pp. 451-452):

(a+c)=((+dmodn,
(a-c)=((b-d)modn

Corolario 4.6.8. En el conjunto cociente Z,, = Z / = mod n, se definen las operaciones

internas suma y producto, tal y como se expresa a continuacién (Garcia, 2010, p. 452):
[a] + [b] = [a + D],
[a] - [b] = [a - D]

Proposicidn 4.6.9. La operacion interna suma en Z,, verifica las propiedades asociativa,

elemento neutro, conmutativa y elemento simétrico (Garcia, 2010, p. 452):
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= Asociativa:
(la] + [bD) + [c] = [a] + ([b] + [cD), V]a], [b], [c] € Z,.

=  Elemento neutro:

3[0] tal que [0] + [a] = [a] + [0] = [a],V]a] € Z,.

=  Conmutativa:

la] + [b] = [b] + [a], V[a], [b] € Z,.

=  Elemento simétrico:

3 [—a] € Z, tal que [a] + [—a] = [0] = [—a] + [a],V][a] € Z,.

Proposicién 4.6.10. La operacién interna producto en Z, verifica las propiedades

asociativa, conmutativa, elemento neutro y distributiva respecto de la suma (Garcia,
2010, p. 452):

= Asociativa:
(la] - [b]) - [c] = [a] - ([] - [c]), ¥]a], [], [c] € Zy.

= Conmutativa:
[a] - [b] = [b] - [al, V[a], [b] € Zy.
= Elemento neutro:
A[1]/11] - [a] = [a] - [1] = [al], V]a] € Z,.
= Distributiva:
[a] - ([b] + [c]) = [a] - [b] + [a] - [c], V]al, [b], [c] € Zy.

Definicidon 4.6.11. El elemento [a] € Z,, # [0] es un divisor de cero si existe otro
elemento [b] € Z,, # [0], tal que [a] - [b] = [0] (Garcia, 2010, p. 452). Si no existen
divisores de cero en Z,, se dice que Z,, es un dominio de integridad (D).

Proposicion 4.6.12. Sea [a] € Z,, # [0]. Este elemento [a] es un divisor de cero en Z,

si y solo si a y n no son primos relativos, es decir (Garcia, 2010, pp. 452-453):

d = mcd{a,n} # 1.
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Corolario 4.6.13. «Z,, es un dominio de integridad si y solo si n es un numero primo»
(Garcia, 2010, p. 453).

Definicidn 4.6.14. Sea [a] € Z,,. Se dice que [a] es una unidad en Z,, si tiene un inverso
en Z,, es decir (Garcia, 2010, p. 453):

3 [b] € Z, tal que [a] - [b] = [1].

Proposicion 4.6.15. [a] es una unidad en Z,, siy solo si a y n son primos relativos (Garcia,
2010, p. 453).

Corolario 4.6.16. Si [a] € Z, tal que d = mcd{a,n} = 1, entonces el inverso de [a] es

[1], donde A es el nimero que aparece en la identidad de Bézout (Garcia, 2010, p.453):
d=a-A+n-pu=1

Corolario 4.6.17. Todo elemento no nulo de Z, es una unidad si y solo si n es primo.

Entonces Z,, es un cuerpo siy solo sin es primo (Garcia, 2010, p.453).

4.7. Criterios de divisibilidad

Definicién 4.7.1. Sea a € N — {0} y sea n € N — {0,1}. Se conoce con el nombre de

restos potenciales a mddulo n a los restos que se obtienen al dividir las sucesivas
potencias de a entre n (NUmeros enteros. Divisibilidad. Nimeros primos. Congruencia,
s.f, p. 32):
0 _ .
a- =mn-cqg+ry,
a=n-c +rg
2 _ .
a“=mn-cy+r,,

ak=n-c, +r,

dondec, yr,,conk =0,1,2,,...,n, son los cocientes y los restos resultantes de dividir

a' entre n, respectivamente.

Corolario 4.7.2. Si 1y, es el resto potencial que se obtiene al dividir a® por n, se tiene que

(NUmeros enteros. Divisibilidad. NUmeros primos. Congruencia, s.f, p. 33):

k

a“ =r, modn
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Definicién 4.7.3. Un sistema de numeracion queda determinado por el conjunto S que

contiene un numero finito de simbolos, y por aquellas reglas que rigen la representacién
de los nimeros. El nimero de elementos contenidos en S recibe el nombre de base, y
se denota por b (Garcia, Orddénez & Ruiz, 2006, p. 303).

Teorema 4.7.4: Teorema fundamental de la numeracion

Sea b la base de un sistema de numeracién, Vb € N — {0,1}. Cualquier nimero x € Z*
puede expresarse de forma tnica como:

X=2xo+x;b+x,-b%+ -+ x,-b*

Se observa en la Figura 4.1 que los elementos x; se corresponde con los restos de las

sucesivas divisiones entre b:

X Cq b

Figura 4.1. Restos de las divisiones entre b (Fuente: Garcia, Orddfiez & Ruiz, 2006, p. 304).
y a su vez, estos restos representan las cifras del nimero x en la base b.

Proposicidon 4.7.5. Sea x € Z un numero escrito en base b:

X =2xo+x;b+x,-b%+ -+ x, - b¥,

donde los coeficientes x,, X1, X5, ..., X) son las cifras del nUmero x expresado en la base
b. Si 1,714,175, ...7% son los restos potenciales de b mddulo n, entonces (NUumeros
enteros. Divisibilidad. Numeros primos. Congruencia, s.f, p. 33):

X=EXg Tog+x1° 1 +xX3 1+ -+ X, " 1, mod n.

(Demostracion en Anexo V).
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Corolario 4.7.6: Criterio general de la divisibilidad

Sea x € Z el numero definido en la proposicidon anterior. Este elemento x es divisible
por . si y solo si xg 79+ X1 71 + X375 + -+ X " 73, es divisible por n (NUmeros
enteros. Divisibilidad. Numeros primos. Congruencia, s.f, p. 33), es decir:

nlxen|(xyrg+x, - r+xrpt o+ xg 1)

(Demostracion en Anexo V).

Corolario 4.7.7. El criterio general de la divisibilidad se puede aplicar al sistema de

numeracion en base 10 que se utiliza habitualmente. En primer lugar, se calculan los
restos potenciales de 10 médulon, conn = 2,3,4,...,11, representados en la Tabla 4.2.

Un nimero x € Z queda expresado en base 10, segln la Proposicion 5.7.5, como:
X=X+ x; 10+ x5 - 10% + -« + x, - 105,

donde x, son las unidades, x; las decenas, x, las centenas y asi sucesivamente
(NUmeros enteros. Divisibilidad. NUmeros primos. Congruencia, s.f, p. 34). Con esto, se
definen los siguientes criterios de divisibilidad:

= Para saber si x es divisible por 2, se aplica el Corolario 4.7.6:
21lx© 2| (xg - 19+x1 11+ x5 15+ o+ X5 - T7).
Se sustituye el valor de 1y, 14,13, ..., 7 por los que aparecen en la Tabla 4.2 para
n=2:
2 | xp.

Con esto, se determina x divisible por 2 si la cifra de las unidades es multiplo de
2, es decir, que su ultima cifra sea un numero par.

= Para saber si x es divisible por 3, se vuelve a aplicar el Corolario 4.7.6:
B3lxe 3 (xg 1rg+x 11 +x3 15+ -+ X5 - 17).

Se sustituye el valor de 1y, 14,75, ..., 7% por los que aparecen en la Tabla 4.2 para
n=3:

3|(x0+x1 +x2+---+xk).

Con esto, se determina que x es divisible por 3 si la suma de sus cifras es multiplo
de 3.
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= Para saber si x es divisible por 4, se vuelve a aplicar el Corolario 4.7.6 y se
sustituyen los valores de 1y, 74, 75, ..., T3, por los que aparecen en la Tabla 4.2 para
n =4

4|(x0+2'x1).

Con esto, se determina que x es divisible por 4 si la suma de la cifra de las
unidades, mas el doble de la cifra de las decenas es multiplo de 4.

n T 7o n Ty 3 7 T5 Te
2 1 0 0 0 0 0 0
3 1 1 1 1 1 1 1
4 1 2 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0 0 0
6 1 4 4 4 4 4 4
7 1 3 2 6 4 5 1
8 1 2 4 0 0 0 0
9 1 1 1 1 1 1 1

10 1 0 0 0 0 0 0
11 1 10 1 10 1 10 1

Tabla 4.2. Restos potenciales de 10 médulo n (NUmeros enteros. Divisibilidad. NUmeros primos.
Congruencia, s.f, p. 34)

= Parasabersix esdivisible por 5, se vuelve a aplicar el Corolario 4.7.6 y sustituyen
los valores de 1y, 14, 13, ..., T, por los que aparecen en la Tabla 4.2 paran = 5:

51 xy.

Con esto, se determina que x es divisible por 5 si la cifra de las unidades es
multiplo de 5, es decir, que la cifra de las unidades sea 0 o 5.
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= Para saber si x es divisible por 6, simplemente, hay que observar que 6 se puede
expresar como un producto de dos nimeros primos, es decir, 6 = 2 - 3. De esta
forma, cualquier nUmero que contenga en su descomposicion factorial a estos
dos numeros primos sera divisible por 6. Consecuentemente, x sera divisible por
6siloespor2y3alavez.

= Para determinar si x es divisible por 7, se procede como en los criterios

anteriores:
71xg+3 % +2-%+6-x3+4-x4+5 x5+ x4 ...
Como4=7-3;5=7—-2y6 =7—1,nos queda:

71 (xg+3-x1+2x,+(7—-1) x3+(7—3)"x,+(7—2) x5+ x5 ...);

71 (xg+3x; +2x, + 7x3 — x5 + 7x4 — 3%, + 7x5 — 2X5 + X ... );
7 | ((xo + 3x; + 2x;,) — (x3 + 3x4 + 2x5) + -+ + 7);
Entonces, para que x sea divisible por 7, es necesario que:
(xo + 3x1 + 2x5) — (x5 + 3x, + 2x5) + -+
sea multiplo de 7.
= Para saber si x es divisible por 8:
8l (xg+2-x1+4-x,).

Con esto, se determina que x es divisible por 8 si el nUmero resultante de sumar la cifra
de las unidades con el doble de las decenas y el cuadruple de las centenas es multiplo
de 8.

= Para saber si x es divisible por 9:
91 (xg+ 21 + x5 + -+ x3),
es decir, que la suma de sus cifras sea multiplo de 9.
= Para saber si x es divisible por 10:

10 | x,,
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es decir, que la cifra de las unidades sea multiplo de 10. Para eso dicha cifra debe
ser 0.

= Para determinar si x es divisible por 11:
111 (xg +10 - x; + x, + 10x5 ...).

Como 10 =11 — 1, nos queda:
111 (g +10-x; + x5, + 10x5 ...);
11 (o + (11 —=1) - x; + x5, + (11— Dxz + -+ );
11 (g +11 -2 —x; +x, + 11 x5 — x5+ );
11| (xo—x1+x2—x3+---+11-(x1+x3+---));
111 (x0 — %y + x5 — x3 + -+ 11).

De aqui se deduce que x es divisible por 11 si la suma de sus cifras impares, menos la
suma de sus cifras pares, es multiplo de 11.
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SECCION 5. FUNDAMENTACION DIDACTICA

El objetivo O4 del trabajo plantea indagar acerca de investigaciones en Didactica de las
Matematicas, de forma que se centren en las dificultades, errores o fendmenos
didacticos que intervengan en los procesos de instruccion matematicos de divisibilidad.

Para alcanzar este objetivo, se han seleccionado un total de seis articulos (Roig, Llinares
& Penalva, 2010; Zazkis, 2001; Gascon, 2001; Etchegaray, 2017; Sepulveda & Tinoco,
2000; Pefiafiel, 1993) publicados en revistas prestigiosas de investigacion en Didactica
de las Matematicas (Ensefianza de las Ciencias, Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemdtica Educativa, Revista Tedrica e de Investigacdo, Educacion
Matemdtica) o ponencias en congresos internacionales (CIVEOS 2).

Para el criterio de seleccion, ha prevalecido que la investigacion estuviera dirigida a
estudiantes de Secundaria y que tratara sobre los conceptos relacionados con la
divisibilidad.

Por motivos de espacio y la complejidad que supone para un estudiante de master el
estudio de los articulos de investigacién, se analizaran cuatro trabajos: el primero de
ellos (Roig, Llinares & Penalva, 2010), publicado en la revista Ensefianza de las Ciencias,
trata sobre la construccion del concepto del minimo comun multiplo en alumnos de
Secundaria; el segundo (Zazkis, 2001) alude a los significados de mdultiplo, divisor,
factores y las relaciones establecidas entre ellos por parte de los estudiantes de
magisterio. En el andlisis de estos trabajos, se han ido marcando en negrita las
principales partes que componen un articulo de investigacién: objetivo, marco tedrico,
metodologia de investigacion y resultados. Los articulos de Sepulveda y Tinoco (2000) y
Pefafiel (1993) se encuentran en el Anexo V. El primero de ellos versa sobre la aplicacion
de un criterio de divisibilidad generalizado, mientras que el segundo propone una forma
didactica de realizar la criba de Eratdstenes.

Tal y como se ha comentado en esta memoria, no se abordaran de forma minuciosa los
trabajos de Gascon (2001) y Etchegaray (2017). Gascén (2001) propone una
reconstruccion de la ensefianza-aprendizaje de la divisibilidad en la Educacién
Secundaria Obligatoria mediante el empleo de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD). Etchegaray (2017) plantea un analisis de los significados personales e
institucionales de los objetos matematicos emergentes de los sistemas de practicas de
divisibilidad.
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5.1. Articulo 1

Este primer articulo de investigacion se titula Construccion del concepto multiplo comun
en el dominio de los numeros naturales (Roig, LLinares & Penalva, 2010). Asume por
objetivo describir cdmo se genera el concepto minimo comun multiplo de dos nimeros
naturales desde la perspectiva de las teorias piagetianas basadas en la abstraccion
reflexiva.

Piaget sugirié que cuando un estudiante asimila un nuevo concepto matematico, se
produce en su mente un proceso de construccion de estructuras cognitivas a partir de
otras estructuras ya creadas en el pasado. El mecanismo que impulsa este proceso es lo
que él denomina abstraccion reflexiva (Piaget, 2001). Dicho mecanismo se compone a
su vez de dos subprocesos mentales llamados proyeccion y reflexion. La explicacion de
ambos puede encontrarse en el siguiente fragmento de Piaget (2001):
Primero, se traspone a un plano superior lo que se toma de un plano inferior (por ejemplo, al
conceptualizar una accién). Llamamos a dicha transferencia o proyeccion un réfléchissement.
Segundo, se debe por tanto reconstruir en el nuevo nivel B lo que se ha tomado del nivel previo
A, o establecer una relacidn entre los elementos extraidos de A y aquellos todavia situados en B.

Esta reorganizacién que es forzada por la proyeccion serd llamada reflexién (réflexion) en el
sentido estricto (Piaget, 2001, p. 30).

Para dilucidar esto, se propone un ejemplo aplicado al concepto de minimo comun
multiplo: se supone un alumno que tiene ya construida la estructura de multiplo de un
numero. A partir de esto, puede pensar en dos conjuntos diferentes. Uno de ellos sera
aquel formado por los multiplos de g, y otro, el formado por los multiplos de b. Cuando
este estudiante considera ambos conjuntos al mismo tiempo, advierte que hay nimeros
gue cumplen las dos condiciones a la vez. Al percatarse de que un mismo nimero puede
ser multiplo de a y b a la vez, alcanza la idea de mdultiplo comun, y puede equipararse
con el subproceso proyeccion o transferencia a un plano superior, puesto que empieza
a ver que estos numeros desde una perspectiva que va mas alla de la que los veia antes.
En este momento, tienen lugar en su mente una serie de procesos mediante los cuales
establece relaciones con otras ideas, como puede ser la identificacion de un multiplo
comun de a y b cuando los niumeros estan expresados como un producto de factores
primos. Esto es lo que se denomina reconstruccion o reflexion.

La teoria piagetiana muestra limitaciones a la hora de explicar estos procesos que llevan
a los estudiantes a desarrollar relaciones con otras ideas. Por este motivo, los autores
se sirven del marco tedrico desarrollado por Simon, Tzur, Heinz y Kinzel (2004), el cual
asume las ideas de Piaget previamente mencionadas. Estos autores establecen una fase
de participacion y una fase de anticipacion.
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La fase de participacion es descrita por Tzur (2007) como:

[...] el estudiante no tiene todavia la comprensidon del elemento (matematico) que es pertinente
usar para resolver la situacién planteada. En esta fase, el estudiante puede realizar diferentes
actividades cognitivas y comparar el efecto producido con lo que pretende conseguir, razonando
por qué ciertos efectos siguen a su actividad (Tzur, 2007, p. 277).

Respecto a la fase de anticipacidon «el estudiante puede evocar vy utilizar el concepto
adecuadamente para resolver una situacién problematica» (Tzur, 2007, p. 278).

Por otra parte, la metodologia de investigacion que emplearon los autores del articulo
consistié en proponer a 71 estudiantes de 42 de ESO la resolucién de un problema que
implicara el uso del mcm. Esto se complementd con unas entrevistas personales
realizadas a posteriori para que los estudiantes justificaran sus calculos y
procedimientos. Este enunciado se encuentra en la Figura 5.1:

«Un fabricante de baldosas ha donado a la Comision de Fiestas
cierta cantidad de baldosas de 30 cm de largo y 33 cm de ancho.
La Comision decide hacer una pista de baile cuadrada en el recin-
to ferial, pero necesita que les digas:

—Cual es el lado del menor cuadrado que se puede construir con
este tipo de baldosas, sin necesidad de cortarias, y

—Que ofros tamarios podria tener la pista cuadrada para embaldo-
sarla usando solo baldosas enteras de este tamano. ;Por que?
Resuelvelo y explica qué has hecho para responder a la Comi-
sion».

Figura 5.1. Problema propuesto a los estudiantes (Roig et al., 2010, p. 264).

Respecto de los resultados obtenidos en la investigacion, de los 71 estudiantes
participantes, 43 no resolvieron el problema o contestaron que no era posible realizar
una pista cuadrada con baldosas rectangulares. Los 28 estudiantes restantes, 15 fueron
capaces de identificar y aplicar correctamente, desde un primer momento, la idea de
minimo comun multiplo. Estos alumnos alcanzaron, seguin el marco tedrico de Simon 'y

otros, la fase de anticipacién.

Los otros 13 estudiantes no reconocieron inicialmente la idea de mcm, pero mostraron
procesos de generacién y coordinacidén de la informacién referente a esta idea. No
obstante, esta generacion de informacion no fue suficiente para 3 de ellos, puesto que
la busqueda desorganizada de informacidn que llevaron a cabo no les permitié avanzar.
Los 10 estudiantes restantes, si supieron generar y coordinar adecuadamente la
informacidn. Tal es el caso del estudiante que proporciond la respuesta presentada en

las figuras 5.2 y 5.3.
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Se puede decir que todas las respuestas similares a la presentada en dichas figuras,
corresponden a estudiantes que se encuentran en la fase de participacién, puesto que
observan los efectos que producen los casos particulares que generany, a partir de ellos,
llevan a cabo una busqueda guiada de nuevos casos particulares cada vez mas préximos
a la respuesta requerida. En todas estas respuestas, los autores advirtieron la existencia
de dos momentos cognitivos diferenciados. El primero de ellos se denomina proyeccion,
y es aquel en el que los estudiantes generan casos particulares para obtener
informacidn. Se corresponde con la expresidn transposicion a un plano superior utilizada
por Piaget. En segundo lugar, aparece el momento cognitivo llamado anticipacidn local,
el cual se caracteriza por la busqueda guiada, que realiza el alumno, de nuevos casos

Resuélvalo y Explica qué has hecho para responder a la Comisidn.

33 %2266
O
IXIS=UTI5 _(6 5 —o
23em 36

IBX¥0=1320 4y — /7
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EC n®D me ha dalide @ wila, Y ke ddo e o) oy la sido 1 pot Chota,
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Figura 5.2. Respuesta de un estudiante en la fase de participacion (12 parte) (Roig et al.,
2010, p. 267).

particulares cada vez mas proximos a la solucion requerida, identificando en este
proceso una regularidad, que es laidea de mcm que empieza a generarse. De esta forma,
gueda caracterizado el proceso de abstraccién reflexiva aplicado al concepto de mcm.

No obstante, para que se produzca la transicion de un momento cognitivo a otro, es
necesario que tenga lugar una reconstruccion de las estructuras cognitivas previas del
estudiante, por medio del reconocimiento de algunas caracteristicas de la estructura
multiplicativa intervinientes en la situacién-problema, surgiendo asi el mcm como nueva
estructura. Esta transicion se designa con el término piagetiano reflexion.

En conclusion, para que tenga lugar la transicion entre momentos cognitivos, y con ello
el surgimiento de la idea del mcm, es indispensable que los estudiantes coordinen
adecuadamente la informacion proporcionada por los casos particulares generados.

Por ultimo, se desprende de esta investigacidn la veracidad de las evidencias detectadas
por Brown (2002) y otros investigadores, los cuales sugieren que, en los niveles de la
Educacidn Secundaria y superiores, los discentes no perciben de las relaciones ser divisor
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de y ser multiplo de con la misma facilidad, dependiendo si los niumeros estan
representados en forma decimal o factorial (Brown, 2002; Zazkis & Liljedahl, 2004; Zazkis
& Gadowsky, 2001). Esto queda reflejado en las palabras de los propios autores de este
primer articulo:

[...] el hecho de que tan pocos estudiantes de 15-16 afios reconocieran el minimo comun multiplo
como estructura de la situacidn aporta nuevas evidencias de la dicotomia identificada por Brown
y otros (2002) entre el método de la descomposicién factorial y la comprension del concepto
minimo comun multiplo de dos o mds nimeros. Estos autores consideran que el algoritmo no se
construye a través de una aplicacion consciente de la comprensidén previa de la estructura
multiplicativa, sino como un procedimiento memorizado que asocian al concepto minimo comudn
multiplo. No es de extrafiar, por tanto, que los estudiantes no reconozcan su utilidad en nuestra
situacion problematica, pues asocian la idea de minimo comun multiplo a un procedimiento y no
a su significado, lo cual segin Monaghan y Ozmatar (2006) seria un indicador de la no
consolidacién del concepto (Roig, LLinares & Penalva, 2010, p. 270).

v
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Figura 5.3. Respuesta de un estudiante en la fase de participacion (22 parte)
(Roig et al., 2010, p. 267).

5.2. Articulo 2

Este segundo articulo tiene por titulo Multiplos, divisores y factores: explorando la red
de conexiones de los estudiantes (Zazkis, 2001). El objetivo del autor es investigar los
significados que atribuyen los futuros maestros a los conceptos de multiplo, divisor,
factor, numeros primos, descomposicion en factores, divisibilidad, asi como las
conexiones establecidas entre ellos.

Las ideas de Hiebert y Lefevre (1986) constituyen el marco tedrico de la investigacion.
Estos autores consideran que los alumnos no construyen los conceptos matematicos de

51



Universidad de Jaén SECCION 5 FUNDAMENTACION DIDACTICA

forma aislada, sino que crean una red de conexiones. Sugieren la existencia de una red
de conocimiento, donde las piezas discretas de informacién, como pueden ser los
conceptos o proposiciones, estan vinculadas o conectadas entre si (Hiebert & Lefevre.
1986, pp. 3-4).

La metodologia de investigacidn consistid, en primer lugar, en la captacién de 19
estudiantes voluntarios, a los que se les impartid algunas clases de los conceptos de
divisibilidad mencionados anteriormente. En segundo lugar, se llevaron a cabo
entrevistas individuales, en las que se hicieron preguntas clasificadas en dos bloques

(ver figuras 5.4 y 5.5).

Conjunto de Preguntas 1

Observa los siguientes términos:

Numero entero, numeros naturales. suma. producto. divisor, factor. numero primo, nimero compuesto,
miultiplo (se presenta una tarjeta con esta lista).

;. Te suenan famihares? ;Qué significa cada una de esas palabras? ;Puedes ejemplificarlas?

Figura 5.4. Primer bloque de preguntas (Zazkis, 2001, parr. 21).

Conjunto de Preguntas 2

;Cuales son los factores primos de 1177 ;Puedes listarlos todos?

i Cuales son los factores de 11?=3:.v:13? ;Puedes listarlos todos?

i Cudles son los divisores de 117=3"x137 ;Puedes listarlos todos?

i De qué nimero 117 es un mmltiplo 7

i 117 es mmiltiplo de 267

i Puedes dar un ejemplo de un multiplo de 1177

i Tienes alguna observacion?

;Puedes pensar en un factor que no sea divisor?

;Puedes pensar en un divisor que no sea factor? ;Puedes explicarlo?
i Puedes pensar en un nimero que sea tanto mualtiplo como divisor de 1177 jAlgan otro?

Figura 5.5. Segundo bloque de preguntas (Zazkis, 2001, parr. 22).

Desde un punto de vista epistemoldgico, hay dos posibles significados para el concepto
factor. Uno de ellos es el factor como elemento de una multiplicacion. Por ejemplo, en
la operacidn a - b = c, todos ellos nimeros naturales, a y b se llaman factores, mientras
gue ¢ se denomina producto. El otro significado se asocia una relacidon entre nimeros.
Se dice que b es un factor de a si y solo si existe otro niumero c talquea = b - c.

Estas entrevistas permitieron extraer varios resultados. Cuando se preguntd por el
significado de factor, la mayoria de los alumnos empled en sus argumentaciones la
palabra «factores» mas que «factor». Esta preferencia por el plural sugiere que los
estudiantes no consideraran el significado de factor como relacién entre nimeros, sino

que lo asocian a la multiplicacién y a los pares de nimeros multiplicados.
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En cuanto al concepto de divisor, resultd ser bastante problematico. En este caso,
también pueden considerarse dos significados distintos: como el papel que juega en el
algoritmo de la divisién, o como una relacidon entre numeros naturales. Es decir, en la
divisiona = b = c, el primer elemento, a, es el dividendo; b es el divisor, y c, el cociente.
En cambio, también se puede decir que b es divisor de a si y solo si existe otro nUmero
c tal que a = b-c. Esta definicion es idéntica a la de factor, lo que provoca
ambigliedades entre los discentes. De hecho, quince de los diecinueve relacionaron
divisor con el papel que desempefia en el algoritmo de la divisiéon, y no como una
relacién entre ndmeros. Unicamente, los cuatro restantes advirtieron la equivalencia
entre factory divisor.

Por lo que se refiere al significado de multiplo, resultd ser el mas problematico.
Solamente cuatro estudiantes respondieron correctamente cuando se les pidié que
enunciaran ejemplos de multiplos. El resto, utilizaron las palabras mdaltiplo y factor como
sindnimos, creyendo que significan lo mismo y mencionando que mudltiplo les evocaba
a multiplicacion.

Esta conexion errénea entre factor y producto podria explicarse por analogia con la
suma. Como los sumandos son los elementos que se suman en la operacidon suma, los
discentes asumen, erréneamente, que los multiplos son los elementos que se
multiplican en la operacion multiplicacién, otorgandoles asi el mismo significado que a
los factores y creando una falsa relacion.

Con respecto a la identificacion de factores, todos los alumnos reconocieron
correctamente los factores primos cuando se les mostré el nimero 117 = 32 - 13. Sin
embargo, cuando se les pidid que escribieran todos sus factores, no se sirvieron de la
descomposicion prima facilitada y comenzaron a desarrollar arboles de factores y
divisiones con la calculadora. Uno de ellos afirmé que los divisores de 117 eran los
mismos que los factores de 117, pero se mostraba vacilante cuando se le pregunto si
sucederia lo mismo en el nUmero 525. Esto demuestra que los alumnos identificaron
correctamente lo que se les estaba pidiendo, pero no supieron utilizar la
descomposicion prima facilitada para generar todas la combinaciones posibles, ni
fueron conscientes de su generalizacion a otros casos. Consecuentemente, su red de
conexiones entre descomposicion prima, factores y factores primos es muy débil o
incompleta.

Después, se pidid a los discentes que hicieran una lista con todos los numeros que
tuvieran como multiplo al 117. Aqui se hizo notar la enorme dificultad que supone para
ellos el concepto de multiplo, tal y como se menciond anteriormente. La entrevista
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mostrada en la Figura 5.6 es una prueba mas de la propension a equiparar multiplo y
factor.

En relacidn con la definicion de multiplo, se dice que a es multiplo de b siy solo si b es
un factor de a. Esta proposicion no fue utilizada cuando se les preguntd si 117 es
multiplo de 26. Varios de estos estudiantes comenzaron a realizar multiplicaciones en la
calculadora, para encontrar algin nimero que multiplicado por 26 diera como resultado
117, en vez de realizar una simple division, por lo que se deduce que no han desarrollado
las conexiones entre multiplo, multiplicacion y division.

Entrevistador: ;Dirias que 117 es un multiplo de 267

Penny: No.

Entrevistador: De acuerdo. Mmm, j v de 397

Penny: De acuerdo, ;117 es un multplo de 397 Supongo. si, veo, no estoy segura s1 comprendo el
significado de nmiltiple (pausa). Realmente no. no creo (pausa) no. no podria decir que 117 es
un myiltiple de 39, diria que 39 es un multiplo de 117.

Entrevistador: 5i...

Penny: Porque creo, esto es lo que pienso. porque los mmiltiplos son las partes de, como puede ser
mas grande que los nimeres. como es una parte de 100, como 39 es una parte de 117. Si.
como 39 v 3 son multiplos v los multiplicas juntos.

Entrevistador: Asi. por qué, ;jpor qué piensas que los matematicos usarian la misma palabra tanto para
multiplo como para. digamos, factor?

Penny: Bueno, es justo el contexto que i uses en. .

Figura 5.6. Entrevista de identificacion del significado de multiplo (Zazkis, 2001, parr. 110).

Finalmente, en el turno de preguntas relacionadas con los numeros primos,
manifestaron que el nimero 91 era un namero primo, ya que su descomposicién en
factores primos, 91 = 7 -13, no se encuentra en las tablas de multiplicar basicas
estudiadas en la Educacion Primaria. Cometieron el error de suponer que los nimeros
menores que 100, cuando se descomponen en dos factores, éstos tienen que ser
menores que 12, que es la tabla de multiplicar mas elevada que se suele estudiar.

En conclusidn, se advirtid que las percepciones previamente existentes en la red de
conexiones de los estudiantes son mucho mas fuertes que los conocimientos y
percepciones mas recientes. Ergo, se debe prestar atencién a los conocimientos previos
para reducir al maximo la distancia entre lo que se debe saber y lo que se sabe
realmente.
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SECCION 6. PROYECCION DIDACTICA

En esta seccidn, se aplica la informacion emanada de las fundamentaciones curricular,
epistemoldgica y didactica, con el propdsito de disefiar una unidad didactica que verse
sobre la divisibilidad en N, que es estudiada en el primer curso de ESO. Los contenidos
y objetivos, que propone dicha unidad, se consiguen alcanzar gracias a las actividades
propuestas, implementadas con diferentes metodologias (tradicional, modelizacién
matematica, uso de herramientas TIC, investigacidon/indagacidn y aprendizaje basado en
juegos), a la vez que se incrementa la adquisicién de las competencias clave. Asimismo,
se presentan actividades dirigidas a alumnos cuyo rendimiento esté por encima o por
debajo del esperado o deseado. Adicionalmente, se ofrece un cronograma de los
procesos de instruccion y una forma de evaluacidon que revele el grado de consecucién
de los objetivos pretendidos, asi como el nivel del logro competencial.

6.1. Titulo

La divisibilidad en Educacion Secundaria.

6.2. Justificacion

La divisibilidad se estudia practicamente en todas las etapas educativas, dado el gran
numero de aplicaciones en distintas ramas de la ciencia. En primer lugar, en Educacién
Primaria, el Real Decreto 126/2014, de 28 de febrero, establece, en los estandares de
aprendizaje evaluables del 8.6 al 8.9, ubicados en el bloque de Numeros, la identificacion
de los multiplos de un nimero mediante las tablas de multiplicar; calculo de los primeros
multiplos de un nimero determinado; cdlculo de los divisores de cualquier nimero
inferior a la centena, y calculo del mcd y mcm (Ministerio de Educacidn, Cultura y
Deporte, 2014, p. 19390).

En segundo lugar, en la Educacién Secundaria, el Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, dispone, para los dos primeros cursos del primer ciclo, los estandares de
aprendizaje comprendidos entre el 2.1 y el 2.3, ambos inclusive. Dichos estandares
hacen referencia al reconocimiento, por parte de los alumnos, de los nuevos
significados que pueden adquirir los niumeros en problemas contextualizados en el
ambito de divisibilidad y paridad; conocimiento de los criterios de divisibilidad por 2, 3,
5, 9 y 11 para descomponer en factores primos un numero natural y su posterior
aplicacién a la resolucion de problemas, y el empleo de algoritmos para determinar el
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mcd y mcm de dos o mas numeros naturales (Ministerio de Educacion, Cultura y
Deporte, 20153, p. 411).

Respecto a los cursos de 32 y 42 de ESO, el curriculum se centra en la factorizacion de
polinomios. Concretamente, en el itinerario de ensefianzas académicas, los estandares
1.5y 3.3, para el tercercurso,y 3.2,3.4y4.1, para para el Ultimo, son los que desglosan
los criterios de evaluacidn de esta tematica. Dichos estandares son los que se muestran
a continuacion:

= «1.5. Factoriza expresiones numéricas sencillas que contengan raices, opera con
ellas simplificando los resultados» (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte,
201543, p. 392).

= «3.3. Factoriza polinomios de grado 4 con raices enteras mediante el uso
combinado de la regla de Ruffini, identidades notables y extraccién del factor
comun» (Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015a, p. 393).

= «3.2. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza utilizando la regla de
Ruffini u otro método mas adecuado» (Ministerio de Educacion, Cultura y
Deporte, 20153, p. 396).

= «3.4. Hace uso de la descomposicidn factorial para la resolucion de ecuaciones
de grado superior a dos» (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 20153, p.
396).

= «4.1. Hace uso de la descomposicion factorial para la resolucion de ecuaciones
de grado superior a dos» (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 20153, p.
396).

En cuanto a las ensefianzas aplicadas, los contenidos son mas elementales, puesto que
la divisibilidad aparece unicamente en el estandar 2.3 del cuarto curso, el cual hace
referencia a la extracciéon de raices de un polinomio y su posterior factorizacién
mediante la regla de Ruffini.

Por lo que se refiere a las ensefianzas de Bachillerato, concretamente en la asignatura
de Matemadticas aplicadas a las Ciencias Sociales I, puede considerarse como una
continuacion de los aprendizajes de divisibilidad en el anillo de los polinomios, tal y
como queda reflejado en el contenido «Polinomios. Operaciones. Descomposicidn en
factores» (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015a, p. 384), plasmado en el
mencionado Real Decreto.

Por otra parte, desde un punto de vista interno, los procesos de instruccion matematicos
de divisibilidad encuentran su justificacidon en la esencialidad de los mismos para la
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comprension del Teorema Fundamental de la Aritmética y, en consecuencia, para la
construccidon de los significados referentes a las estructuras multiplicativa y de
divisibilidad en N.

Ademas, en el ambito cientifico y profesional, pueden encontrarse varias aplicaciones
de estos conocimientos. Por ejemplo, en la rama de la biologia, se utilizan los nimeros
primos y sus multiplos para estudiar el ciclo vital de algunos seres vivos, como es el caso
de la Magicicada septendecim y Magicicada tredecim, dos especies diferentes de
cigarras. Estos insectos tienen un ciclo vital de 17 y 13 afios, respectivamente, siendo
ambos numeros primos. El primer tipo de cigarra pasa los 17 primeros afios de su vida
viviendo bajo tierra en estado de ninfa, junto a las raices de los arboles, de las que extrae
pequefias cantidades de savia para alimentarse. Cuando pasan esos 17 anos, emerge a
la superficie para realizar la metamorfosis, reproducirse y, finalmente, morir a los pocos
dias. Los bidlogos explican este comportamiento por medio de una teoria, en la que
interviene un potencial y peligroso parasito de las cigarras adultas, el cual posee un ciclo
de vida de 2 anos (Gracian, 2011, p. 20). Esta teoria queda perfectamente reflejada en
el siguiente fragmento de Gracian (2011):

Si el ciclo vital de la cigarra fuera un multiplo de 2, ambas especies acabarian coincidiendo cada

2, 4, 8,... afios. Lo mismo sucederia con otros miultiplos cualesquiera. Pero si el ciclo vital es un

numero primo de afios lo suficientemente alto, como es el caso de 17, el parasito y la cigarra solo
pueden coincidir cada 34 afios, que es el primer multiplo de 17 (Gracian, 2011, p. 20).

Al ser 34 el primer multiplo comin de 17 y 2, el contacto entre ambos seres vivos tendria
lugar cada 34 anos. Esto sugiere que los insectos podrian haber adaptado o modificado
su ciclo de vida para que éste tenga una duracién prima, con el objeto de limitar al
maximo su coincidencia con los parasitos en la superficie.

Otro ambito de aplicacién es el de la informatica, concretamente en el campo de la
criptografia. Los numeros primos son imprescindibles para generar claves secretas que
protejan las cuentas y transacciones bancarias o el trafico de datos personales por
internet. Adicionalmente, una aplicacion importante de los nimeros primos y el
algoritmo de la divisidn, es la determinacidn de la letra que acompana al DNI de cada
persona, obteniendo asi el NIF.

Por ultimo, pero no por ello menos importante, esta la vertiente cultural y estética.
Considero que una correcta implementacion de los sistemas de practicas de divisibilidad
puede contribuir a que el discente se apropie de esta pequefia parte del legado
matematico, absolutamente transcendental, a la vez que se le ofrece la oportunidad de
apreciar su belleza inherente. La pasion por la magnificencia de la matematica quedo
plasmada en estas palabras del fisico aleman Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894):
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éPuede uno evitar sentir que esas férmulas matemadticas tienen una existencia independiente y
una inteligencia propia, que son mas sabias de lo que lo somos nosotros, mas sabias, incluso, que
sus descubridores, y que obtenemos de ellas mas de lo que originalmente pusimos en ellas?
(Gracian, 2011, p. 17).

6.3. Contextualizacion del centro y del aula

Los contenidos de la unidad didactica, que se elabora en este trabajo, pueden llevarse a
cabo en el centro educativo donde realicé las Practicas Docentes; esto es, el I[ES Jandula,
sito en la localidad jiennense de Andujar.

La mayoria de las aulas disponen de cafidn proyector, pizarra digital y sonido integrado,
aparte de un carro de tabletas portatil, que se puede utilizar mediante la
correspondiente reserva en el intervalo temporal que se necesite. Este recurso podria
emplearse para implantar, en ciertas sesiones, un aprendizaje complementado con el
uso de herramientas TIC o software de calculo matematico, como puede ser una hoja
de célculo.

Por otra parte, este centro docente es veterano en la organizacion y realizacién, del
concurso matematico de la SAEM Thales, que tiene lugar con caracter anual. Los centros
de educacién primaria que estén interesados en participar seleccionan a sus mejores
alumnos del 62 curso en la materia de matematicas. Los desafios que se proponen
consisten en la realizacién de problemas matematicos. Estos se dividen en dos pruebas:
la primera es individual y la segunda, grupal. Con la intencion de aprovechar la
oportunidad que ofrece este acontecimiento, se podria planificar alguna actividad que
motive a los estudiantes a disefiar problemas en el contexto de divisibilidad
(problematizacién), susceptibles de ser incluidos en las pruebas del mencionado

concurso.

Respecto al espacio donde se llevarian a cabo los aprendizajes, una buena opcién seria
el aula 1.15. Es una de las aulas donde mas tiempo inverti en mis practicas docentes. Se
ubica en la primera planta del edificio, en el pasillo de menor longitud, que es el que da
paso a las aulas impares. Tiene planta rectangular con dimensiones 9,31 metros de largo
y 6,31 metros de ancho, que genera un drea de 58,75 m?2. Estas dimensiones, aptas para
grupos no demasiado numerosos, junto con la excelente luminosidad que dispone,
hacen de ella una de las mejores para el fin que se propone.

6.4. Objetivos

Segun el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, los objetivos son entendidos
como los «referentes relativos a los logros que el estudiante debe alcanzar al finalizar
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cada etapa, como resultado de las experiencias de ensefianza-aprendizaje
intencionalmente planificadas a tal fin» (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte,
20153, p. 172). Teniendo en cuenta esta definicion, se elabora el presente apartado con
el propdsito de dejar constancia de los objetivos que se espera que alcancen los
discentes al finalizar la unidad didactica de divisibilidad.

Estos objetivos se clasifican atendiendo a diferentes grados de concrecidn. En este caso,
se estableceran tres niveles. El primero de ellos tiene un alcance general, y esta
constituido por una seleccion de los objetivos globales de la etapa de Educacién
Secundaria Obligatoria, los cuales aparecen en el mencionado real decreto. Después, el
segundo nivel se presenta como un extracto de los objetivos del area de matematicas,
plasmados en la Orden 14 julio de 2016, de caracter autonémico. Finalmente, el tercer
nivel versa sobre aquellos objetivos especificos, de la unidad didactica de divisibilidad,
que deben conseguir los discentes. Este ultimo nivel no aparece en ninglin documento
curricular, por lo que su elaboracidn se apoya en la consulta de programaciones y guias
didacticas para el profesorado, con el objeto de tener una base de referencia. A
continuacion, se muestra la recopilacion realizada, en concordancia con las condiciones
aludidas anteriormente.

6.4.1. Primer nivel: objetivos generales de etapa

1. Desarrollary consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en equipo como
condicién necesaria para una realizacién eficaz de las tareas del aprendizaje y como medio
de desarrollo personal.

2. Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ambitos de la personalidad y en sus
relaciones con los demds, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de cualquier tipo, los
comportamientos sexistas y resolver pacificamente los conflictos.

3. Desarrollar destrezas bdsicas en la utilizacidn de las fuentes de informacién para, con sentido
critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacién basica en el campo de las
tecnologias, especialmente las de la informacidn y la comunicacion.

4. Desarrollar el espiritu emprendedor y confianza en si mismo, la participacién, el sentido
critico, la iniciativa personal y capacidad para aprender a aprender, planificar, tomar
decisiones y asumir responsabilidades.

5. Comprender y expresar con correccion, oralmente y por escrito, en la lengua castellana vy, si
la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma, textos y mensajes completos,
einiciarse en el conocimiento, la lecturay el estudio de la literatura (Ministerio de Educacion,
Cultura y Deporte, 20153, p. 177).
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6.4.2. Segundo nivel: objetivos de etapa del area de matematicas

1.

Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al lenguaje y modos de
argumentacion, la racionalidad y las formas de expresidn y razonamiento matematico, tanto
en los procesos matematicos, cientificos y tecnolégicos como en los distintos ambitos de la
actividad humana.

Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos,
elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando
los recursos mas apropiados.

Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos, graficos, célculos,
etc.) presentes en los medios de comunicacion, Internet, publicidad u otras fuentes de
informacién, analizar criticamente las funciones que desempefian estos elementos
matematicos y valorar su aportacidn para una mejor comprensién de los mensajes.

Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas (calculadora, ordenador,
dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.), tanto para realizar calculos como para
buscar, tratar y representar informacién de indole diversa y también como ayuda en el
aprendizaje.

Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con métodos
cientificos y propios de la actividad matemadtica, tales como la exploracién sistematica de
alternativas, la precisiéon en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la
perseverancia en la busqueda de soluciones.

Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la identificacion y
resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y valorando la
conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién del andlisis de los resultados y de su
caracter exacto o aproximado.

Manifestar una actitud positiva ante la resoluciéon de problemas y mostrar confianza en su
propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo un nivel de autoestima
adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos, estéticos,
practicos y utilitarios de las matematicas (Consejeria de Educacion, 2016, p. 204).

6.4.3. Tercer nivel: objetivos especificos de la unidad didactica

1.
2.

Conocer el algoritmo de la division y aplicarlo a dos numeros naturales dados;

Dominar la definicién de sistema de numeracion y utilizarla, junto con el

algoritmo de la divisidn, para expresar un mismo nimero en diferentes bases;

Utilizar la relacion de divisibilidad para hallar los multiplos y divisores de un

numero dado;

Asumir que un mismo numero puede ser multiplo o divisor de dos o mas

numeros a la vez;
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5. Diferir tedricamente un nimero primo de un nimero compuesto;
6. Conocer y aplicar los criterios de divisibilidad por 2, 3,4,5,9, 10y 11;

7. Identificar los nimeros primos comprendidos entre 1y 100, empleando para ello
la criba de Eratostenes;

8. Enunciar y comprender el Teorema Fundamental de la Aritmética;

9. Utilizar los criterios de divisibilidad y los resultados arrojados por el Teorema
Fundamental de la Aritmética para descomponer un nimero como producto de
factores primos;

10. Comprender el concepto de mdximo comun divisor (mcd) y minimo comun
multiplo (mcm) de dos 0 mas nimeros naturales;

11. Calcular el mcd y mcm de dos o mds numeros naturales por descomposicidon
factorial o mediante el algoritmo de Euclides;

12. Resolver, en pequefios grupos, situaciones-problema en los que sea necesario
aplicar algunos de los contenidos de la unidad didactica de divisibilidad, y cuya
solucion tenga una aplicacién a circunstancias reales en la vida cotidiana.

6.5. Competencias clave

En el ambito de la educacidn, las competencias son entendidas como las «capacidades
para aplicar de forma integrada los contenidos propios de cada ensefianza y etapa
educativa, con el fin de lograr la realizacién adecuada de actividades y la resolucién
eficaz de problemas complejos» (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 20153, p.
172). Es importante tenerlas presentes, puesto que debe considerarse su grado de
adquisicion para la evaluacion del discente. En este sentido, la Orden ECD/65/2015, de
21 de diciembre, por la que se describen las relaciones entre las competencias, los
contenidos y los criterios de evaluacion de la educacién primaria, la educacion
Secundaria obligatoria y el bachillerato, distingue siete ambitos competenciales
diferenciados, que son: comunicacidon linglistica, competencia matematica,
competencia digital, aprender a aprender, competencias sociales y civicas, sentido de la
iniciativa y espiritu emprendedor, y conciencia y expresiones culturales. Sus definiciones
pueden consultarse en el Anexo V.

El desarrollo de cualquier unidad diddctica debe contribuir a la adquisicion de algunas
de las competencias nombradas anteriormente. En este caso, la unidad didactica de
divisibilidad que se pretende implementar puede contribuir a que los discentes
desarrollen y fortalezcan las siguientes:
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=  Competencia lingiiistica: Se propondra a los discentes que se agrupen para la
resolucién de algunas situaciones-problema, en las que tendran que consensuar
un proceso de resolucion. Para ello, tendran que poner en practica y desarrollar
sus habilidades comunicativas, ademas de escribir y argumentar oralmente, de
forma razonada, el proceso seguido para la resolucién del problema.

= Competencia matemadtica: Los ejercicios individuales propuestos, para aplicar de
forma directa las entidades elementales de la divisibilidad, contribuyen a que el
discente asimile el significado de los nuevos objetos matematicos y adquiera
soltura en la ejecucidn de los procedimientos necesarios para su manejo. De esta
forma, se fomenta el uso del lenguaje matematico pertinente y la plasmacién
ordenada y légica de los procesos y calculos intervinientes. Todo esto se ve
reforzado con la realizacién de situaciones-problema grupales, que tienen una
aplicacion practica en la realidad, en las que deben aplicar las entidades
elementales trabajadas en la unidad didactica.

=  Competencia digital: Se invitard a los alumnos a programar una hoja de calculo
gue determine si un afio es o no bisiesto, para que aprecien el gran potencial que
ofrece esta herramienta para el aprendizaje matematico y la agilizacién de los
calculos. Se propondra la resolucion de algunos ejercicios en los que tendrdn que
informarse previamente en paginas web de internet. Para ello deberan escanear
un cadigo QR. De esta forma, adquieren destrezas en el uso de herramientas
informaticas, utilizan los motores de busqueda y transforman la informacion
recopilada en conocimiento.

= Aprender a aprender: el trabajo en grupo y los consejos dados por el docente
contribuiran a la superacion satisfactoria de las tareas programadas, con lo que
se generara en el estudiante una sensacion de confianza y auto-eficacia.
Conjuntamente con lo anterior, la busqueda de informacion para la realizacion
de las tareas voluntarias encaminara al discente hacia un aprendizaje cada vez
mas eficaz y auto-dirigido.

=  Competencias sociales y civicas: la interactuacién que se llevard a cabo en las
tareas grupales permitira poner en practica habilidades sociales como el saber
expresar los puntos de vista propios, afrontar las discrepancias de manera
constructiva y el fomento de la inclusién de todos los miembros del grupo,
rechazando cualquier tipo de prejuicios, puesto que cada componente es una
pieza clave para la resolucién de la tarea.
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Sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor: En los casos practicos, una de las
finalidades es que se genere en la mente de los discentes el llamado insight o
idea feliz, que hace referencia a las conexiones o relaciones que el alumno es
capaz de establecer por si solo, sin ayuda del profesor, que le permiten avanzar
en el proceso de resolucion, y contribuyen a la materializacidn de sus ideas.

Conciencia y expresiones culturales: la consecucion de los objetivos de la unidad
permitira al estudiante apreciar la belleza y utilidad del patrimonio matematico,
puesto que sin esos conocimientos no se podrian resolver las cuestiones
planteadas.

6.6. Contenidos

Los contenidos se definen en el RD 1105/2014 tal y como aparece en este fragmento de

su publicacion el BOE:

Conjunto de conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que contribuyen al logro de los
objetivos de cada ensefianza y etapa educativa y a la adquisicion de competencias. Los
contenidos se ordenan en asignaturas, que se clasifican en materias y ambitos, en funcion de las
etapas educativas o los programas en que participe el alumnado (Ministerio de Educacion,
Cultura y Deporte, 20153, p. 172).

La unidad didactica que se esta elaborando debe tener los contenidos que se muestran

a continuacion:

1.
2.

Algoritmo de la division en N
Sistemas de numeracion
Relacidn de divisibilidad
3.1. Mdltiplos y divisores de un numero
3.2. Mdltiplos y divisores comunes
Criterios de divisibilidad
Numeros primos y compuestos. Criba de Eratdstenes

Teorema Fundamental de la Aritmética. Descomposicion de un numero en
factores primos

Definicidon de maximo comun divisor y minimo comun multiplo
Calculo del med y mem por aplicacién del Teorema Fundamental de la Aritmética

Algoritmo de Euclides
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6.7. Metodologia

Antes de desarrollar cualquier unidad didactica en el aula, el docente debe reflexionar
sobre aquellas estrategias y procedimientos que llevara a cabo para que el aprendizaje
tenga lugar y los objetivos propuestos sean superados satisfactoriamente por los
alumnos. Esto es su metodologia. Resulta interesante utilizar un abanico variado de
metodologias, puesto que la presencia exclusiva de una de ellas hard que los estudiantes
caigan en el aburrimiento y no se interesen por la asignatura. Puede establecerse un
simil de esta situacion con los habitos alimenticios: si una persona come exclusivamente
un solo tipo de alimento, por ejemplo, un alimento rico en carbohidratos, con el tiempo
terminard generando aversion hacia dicho alimento, aparte de sufrir carencias de
proteinas, fibra, vitaminas, etc. Cuando Unicamente se emplea un tipo de metodologia,
como puede ser la tradicional o transmisiva, se ofrece al discente una vision muy pobre
de la matematica, en la que Unicamente se trabajan con entes abstractos que carecen
de utilidad para él y su vida, de ahi que las matematicas se hayan convertido en una de
las asignaturas mas rechazadas y temidas. Con esto, no se pretende desprestigiar la
metodologia tradicional. Es absolutamente imprescindible para introducir los conceptos
nuevos. La cuestidon es combinarla con otras metodologias que desarrollen el potencial
de los estudiantes y muestren la utilidad de la matematica para la resolucién de
situaciones cotidianas e incluso ludicas.

En la consecucion de esta unidad didactica, intervendran 5 tipos de metodologias
diferentes. La primera de ellas es la metodologia tradicional o transmisiva, empleada
para introducir cada uno de los objetos matematicos desconocidos para los alumnos,
con lo que se consigue abordar parcialmente los objetivos del tercer nivel.

En segundo lugar, una metodologia basada en la modelizacion matematica, mediante la
cual se pone de manifiesto la aplicacion de las matematicas y su relevancia en la
sociedad.

En tercer lugar, el aprendizaje basado en el uso de las herramientas TIC posibilitara el
aprovechamiento del potencial del ordenador, tableta o teléfono movil y aplicarlo a la
ensefianza. En el caso de las hojas de calculo, permitiran simplificar, agilizar y comprobar
calculos. Algunas actividades invitaran al estudiante a redactar, mediante el uso del
procesador de textos, un informe en el que se indique el proceso seguido para obtener
la solucidn, con lo que se contribuye a desarrollar la competencia lingistica.

Por otra parte, el aprendizaje por investigacion fomentarda el descubrimiento de
relaciones y conexiones entre objetos matematicos y sitda al alumno en el centro del
proceso de aprendizaje, como un sujeto activo que construye su propio conocimiento.
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Finalmente, una metodologia basada en juegos facilitara, de una forma divertida y
amena, la sistematizacion de los procedimientos y algoritmos, como es el calculo del

mcd y mcm.
) Objetivos de Objetivos de Objetivos de
Metodologia ) ] ] ]
primer nivel segundo nivel tercer nivel
Tradicional/transmisiva - - Todos

Aprendizaje basado en
1,3,4,6,8,9, 10,

la modelizacién 1,2,3y5 1,2,3,5,6y7
e 11y 12
matematica
Aprendizaje basado en
el uso de herramientas 1,3y5 2,3y4 1,2,5y7
TIC
Aprendizaje por 3,4,6,9,10,11y
. L - 1,2,4y5 1,2,6y7
investigacion/indagacion 12
Aprendizaje basado en
ly2 6y7 9,11y 12

juegos

Tabla 6.1. Metodologias empleadas en el desarrollo de la unidad didactica.

A modo de sintesis, se presenta en la Tabla 6.1 los objetivos que se pretenden superar
con el empleo de cada una de las metodologias previamente sefialadas. Los nimeros
indicados se corresponden con los objetivos de primer, segundo o tercer nivel que se
esperan que la metodologia en cuestion contribuya a alcanzar.

6.8. Actividades y recursos

Una ensefianza estrictamente tedrica de los contenidos matematicos no es adecuada
desde un punto de vista didactico, puesto que no deja lugar a la aplicacion practica, al
descubrimiento de conexiones y relaciones entre conceptos, al desarrollo de las
competencias y, por supuesto, supone un proceso mondtono, y sin percepcion de
utilidad.

Con las actividades que se proponen a continuacién, se pretende que los estudiantes
sean capaces de lograr los objetivos pretendidos, al mismo tiempo que se ponen en
practica los contenidos y se desarrollan las competencias clave.
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Los estandares de aprendizaje que se evallan en las actividades son los que aparecen
en el Real Decreto 1105/2014. Para designarlos, se emplea el siguiente método: por
ejemplo, el estandar B1.2.4 se corresponde con el bloque 1, criterio 2, estandar de
aprendizaje 4.

Actividad n?2 1. Algoritmo de la division
=  TIPO: ejercicio
*= METODOLOGIA EMPLEADA: tradicional
* FORMA DE REALIZACION: individual
= OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

= CONTENIDOS IMPLICADOS: algoritmo de la divisién en N

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.8.1y B2.1.2

1) Aplica el algoritmo de la division en los siguientes casos:
a) 387+3 b) 25889 +31 c) 175559 +432

2) Recorta las etiquetas que aparecen en el Anexo 1y ubicalas en su lugar correcto:

3) Recorta las etiquetas que aparecen en el Anexo 2 y disponlas de forma que se
cumpla el algoritmo de la divisidn:
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ANEXO 1

RESTO DIVIDENDO COCIENTE DIVISOR

ANEXO 2

RESTO DIVIDENDO | COCIENTE DIVISOR

Actividad n® 2. Aplicacion del algoritmo de la division en Excel. Sistemas de

numeracion

TIPO: ejercicio

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje basado en el uso de herramientas TIC
FORMA DE REALIZACION: individual

OBJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

ly5 4 ly2

CONTENIDOS IMPLICADOS: algoritmo de la division en N; sistemas de
numeracion

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.8.1, B1.8.4, B1.11.1, B1.12.3 y
B2.1.2

Excel es una herramienta informdtica que permite crear hojas de calculo
programables. Cuando se introduce la funcién COCIENTE(numerador;
denominador), el programa devuelve el cociente resultante de efectuar el la
division entre los nimeros insertados. El numerador se corresponde con el
dividendo, y el denominador, con el divisor. Ademas, la funcién
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RESIDUO(numero; nim_divisor) calcula el resto resultante de efectuar la divisién
entre los dos numeros introducidos.

1) Utiliza las dos funciones mencionadas para expresar el dividendo de las
siguientes divisiones como el producto del divisor por el cociente mas el
resto, tal y como establece el algoritmo de la division.

a) 9821547825 + 264
b) 161543297586 + 77456
2) Vuelve a utilizar estas funcionas para:
a) Expresar el nimero 237, en base 3.

b)  Expresar el nimero 4721, en base 5.

Actividad n?2 3. Relacion de divisibilidad. Cdlculo de multiplos y divisores
= TIPO: ejercicio

= METODOLOGIA EMPLEADA: tradicional; aprendizaje basado en el uso de
herramientas TIC.

= FORMA DE REALIZACION: individual
= OBJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

- - 3y4

= CONTENIDOS IMPLICADOS: relacidn de divisibilidad; multiplos y divisores de un
nimero; multiplos y divisores comunes

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.8.1, B1.8.4, B1.11.1, B1.12.3 y
B2.2.1

1) Indica si existe o no relacién de divisibilidad entre los siguientes numeros:
a)485y5 b) 6988y 3 c) 40231y 11

2) Calcula los ocho primeros multiplos de 3.
3) Calcula los siete primeros: multiplos de 6.
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4)

5)

éObservas alguna relacion entre los multiplos de 3 y 6? ¢Hay alguna
coincidencia?

Calcula los 30 primeros multiplos de 8 y 12 con ayuda de Excel. Utiliza el formato
condicional para encontrar los multiplos comunes a ambos nimeros.

Actividad n®2 4. Banderines !

X/

TIPO: situacién-problema

METODOLOGIA EMPLEADA: metodologia basada en la modelizacién matematica
FORMA DE REALIZACION: grupal

OBJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,2y5 1,2,5,6,7 1,3y 12

CONTENIDOS IMPLICADOS: algoritmo de la divisién en N; relacion de
divisibilidad
ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.2.3, B1.2.4,

Bl1.6.1, B1.6.2, B1.6.3, B1.6.4, B1.7.1, B1.8.1, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4, B1.9.1,
B2.1.2,B2.1.3yB2.2.1

Kim tiene una empresa que fabrica banderines
colgantes para fiestas como los que aparecen
en la imagen. Un dia, recibe un pedido de un
cliente que desea adornar su jardin para una
celebracion. Para ello, dicho cliente quiere
colocar banderines a lo largo de todo el

perimetro del jardin, el cual tiene forma Figura 6.1. Banderines (Thompson et

rectangular con dimensiones 24 m por 18 m.  al, 2007, en
https://www.bowlandmaths.org.uk/mate

rials/assessment/tasks/pdf/bunting_v3_1
.pdf).

! Actividad tomada y adaptada de Thompson, Q., Cann, T., Onion, A., Hoyles, C., Brown, M., Walters, L.,
Powell, I. y D. Walsh (2007), consultado en:
https://www.bowlandmaths.org.uk/materials/assessment/tasks/pdf/bunting v3 1.pdf
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Kim quiere saber cudnta tela necesita comprar para fabricar los banderines
necesarios. El procedimiento que ella sigue es el siguiente:

1) Primero, calculo cuantos banderines triangulares tengo que hacer.
= Calculo la longitud total que se quiere adornar.

= Después, afiado 1 metro de cuerda adicional para que los banderines
cuelguen de manera apropiada.

= Pongo cuatro banderines por metro de cuerda.

Figura 6.2. Banderines (Thompson et al., 2007, en
https://www.bowlandmaths.org.uk/materials/as
sessment/tasks/pdf/bunting_v3_1.pdf).

2) Después, calculo la cantidad de tela que necesito comprar

= Los banderines tienen forma de tridngulo

isdsceles, con las dimensiones que 12em
aparecen en la imagen de la derecha. = =
= La tela es un material caro, por lo que
- 20cm
procuro colocar los tridangulos de forma
gue puede aprovecharla al maximo. :
* La tela se vende en rollos de 120 cm de
ancho. Figura 6.3. Banderin (Thompson
et al., 2007, en

= Después, calculo la longitud de tela que https://www.bowlandmaths.org
.uk/materials/assessment/tasks/

necesito comprar. odf/bunting v3. 1,pdf).

Utiliza el procedimiento que sigue Kim para calcular los metros de tela que necesita
comprar, y asi poder entregar el pedido a su cliente.

Actividad n?® 5. Criterios de divisibilidad. Aplicacion al calendario gregoriano

= TIPO: ejercicio y situacion-problema
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1)

2)

METODOLOGIA EMPLEADA: tradicional; aprendizaje basado en la modelizacién
matematica; aprendizaje basado en el uso de herramientas TIC

FORMA DE REALIZACION: individual
OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,3y5 1,2,3,4,5y7 1,3,4,6

CONTENIDOS IMPLICADOS: algoritmo de la division en N; relacion de
divisibilidad; criterios de divisibilidad
ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.2.3, B1.5.1,

B1.6.2, B1.6.3, B1.6.4, B1.7.1, B1.8.1, B1.8.2, B1.8.3, B1.9.1, B1.10.1, B1.11.1,
B1.12.1,B1.12.3,B2.1.2, B2.1.3, B2.2.1y B2.2.2

Marca con una X las casillas en las que exista una relacién de divisibilidad entre
los numeros de las filas y los de las columnas. Utiliza para ello los criterios de
divisibilidad estudiados.

2670

389

8905

49566

El calendario gregoriano es el mas utilizado en el mundo. En él, cada afio tiene
una duracién de 365 dias, excepto algunos que tienen 366. Este dia adicional se
aflade en el mes de febrero, que pasa a tener 29 dias, y se es llamado afio
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bisiesto. Descubre por qué existen estos afios bisiestos escaneando el cédigo QR
que aparece a continuacion?.

Con lainformacion que obtengas, utiliza el programa Excel para determinar si los
afios 1903, 1989, 2020, y 2088 son bisiestos o no. Genera un codigo QR con los
resultados y enviaselo al profesor por correo electrénico.

@ Scan me

3) Redacta un documento, haciendo uso del procesador de textos, en el que

expliques el procedimiento que has seguido para la obtencién de los resultados.

Actividad n?2 6. Tabla de divisibilidad 3

TIPO: situacién-problema
METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje por investigacién/indagacion
FORMA DE REALIZACION: grupal

OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,2,4y5 1,2,6y7 3,4,6y12

CONTENIDOS IMPLICADOS: relacién de divisibilidad; criterios de divisibilidad

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.2.3, B1.2.4,
B1.5.1,B1.8.1,B1.8.2, B1.8.3,B1.9.1, B1.10.1, B2.2.1y B2.2.2

2 Este cdédigo QR dirige a Pierce, R. (2011), consultado en disfrutalasmatematicas.com/medida/anos-
bisiestos.html
3 Actividad tomada de Andonegui, 2006, p. 24.
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X/
o

X/
L X4

Recorta los cuadrados con nimeros que aparecen en el Anexo 1y pégalos en la

siguiente tabla, de manera que se cumplan estas condiciones:

a)

b)

d)

e)

f)

g)

h)

El nimero formado por las cifras de las dos primeras casillas sea divisible
por 2.

El nimero formado por las cifras de las casillas segunda y tercera sea
divisible por 3.

El nimero formado por las cifras de las casillas tercera y cuarta sea
divisible por 4.

El nimero formado por las cifras de las casillas cuarta y quinta sea
divisible por 5.

El nimero formado por las cifras de las casillas quinta y sexta sea divisible
por 6.

El numero formado por las cifras de las casillas sexta y séptima sea
divisible por 7.

El nimero formado por las cifras de las casillas séptima y octava sea
divisible por 8.

El ndmero formado por las cifras de las casillas octava y novena sea
divisible por 9.

Redacta un informe en el que expliques el procedimiento seguido.

ANEXO 1

2,34 56 ,7]8]|°9
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Actividad n® 7. Suma mdgica *

= TIPO: situacién-problema

* METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje por investigacién/indagacion

= FORMA DE REALIZACION: grupal

= OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel

Segundo nivel

Tercer nivel

1,2,4y5

1,2,6y7 3,6y12

= CONTENIDOS IMPLICADOS: relacion de divisibilidad; criterios de divisibilidad

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.1.1, B1.2.1, B1.2.2, B1.2.3,
B1.2.4, B1.4.1, B1.4.2, B1.5.1, B1.81, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4, B1.9.1, B1.10.1,

B2.2.1yB2.2.2

A continuacién, se presenta un rompecabezas conocido como suma mdgica. Para
completarlo, hay que situar en cada cuadrado un numero del 1 al 7, de forma que la
suma de los numeros de cada una de las lineas dé el mismo resultado. Dicho resultado

es el que llamamos suma mdgica. Para que lo entiendas mejor, puedes mirar el siguiente

ejemplo:

Figura 6.4. Ejemplo de suma magica
(Thompson et al.,
https://www.bowlandmaths.org.uk/mater
ials/assessment/tasks/pdf/magic_sum_pu
zzle_v3_1.pdf).

2007, en

En este caso concreto, la suma mdgica vale 15 puesto que:

4 Actividad tomada

v adaptada de

Thompson et al. (2007), en

https://www.bowlandmaths.org.uk/materials/assessment/tasks/pdf/magic_sum puzzle v3 1.pdf
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1+5+7+2=15
6+3+4+2=15
Ahora es tu turno. Responde las siguientes cuestiones:

a) Completa este rompecabezas de la forma que se ha descrito anteriormente. Para
ello, recorta los cuadrados numerados del 1 al 7 que aparecen en el Anexo 1y
pégalos segun correspondan. ¢Cudl es el valor de la suma mdgica en este caso?

S0
%

b) Intenta completar el rompecabezas de forma que la suma mdgica valga 17. Para
ello vuelve a recortar los cuadrados numerados que aparecen en el Anexo 1y
pégalos donde correspondan.
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c) éEs posible crear otras sumas mdgicas usando los numeros del 1 al 7?
Experimenta y explica por qué. Puedes recortar y usar los numeros disponibles
para este apartado en el Anexo 1.

d) Elabora un péster con todos los resultados que has obtenido en los apartados
anteriores y su explicacion. Recorta los rompecabezas que has resuelto, pegarlos
en dicho poster y explica cémo los has resuelto.

Material
= Tijeras
=  Pegamento
= Hojas de papel tamafio A4 para resolver la actividad.

= Hojas de papel tamafio A3 y rotuladores para el pdster.

En los anexos VIl y Vi, pueden consultarse un plan de clase y la solucién de esta
actividad, respectivamente.

ANEXO 1

= Recortar para el apartado a)

112314567

= Recortar para el apartado b)

112314567

= Recortar para el apartado c)

112 (314|567
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Actividad n2 8. Criba de Eratdstenes °
= TIPO: ejercicio
* METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje basado en el uso de herramientas TIC
= FORMA DE REALIZACION: individual

= OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,2,4y5 1,2,6y7 3y6

= CONTENIDOS IMPLICADOS: relacidn de divisibilidad; criterios de divisibilidad

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.1.1, B1.2.1, B1.2.2, B1.2.3,
B1.2.4, B1.4.1, B1.4.2, B1.5.1, B1.81, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4, B1.9.1, B1.10.1,
B2.2.1yB2.2.2

% La criba de Eratdstenes es un algoritmo que permite calcular todos los primos
menores que un numero determinado. El nombre se debe a su inventor, el
matematico griego Eratdéstenes (276 a. C.-194 a.C). Utiliza el programa Excel para
realizar los pasos necesarios para ejecutar el algoritmo, los cuales se indican a
continuacion:

a) Distribuye los numeros del 2 al 100, ambos incluidos, en 6 columnas.
Hazlo de forma que el primer elemento de la primera columna sea el 2,
el primer elemento de la segunda el 3, y asi sucesivamente.

b) Marca el numero 2 y tacha todos sus multiplos, excepto él mismo, con
tres lineas verticales.

c) Marca el nimero 3 y tacha todos sus multiplos, excepto él mismo, con
una linea vertical. Algunos de sus multiplos ya han sido tachados.

d) Marca el nimero 5 y tacha todos sus multiplos, excepto él mismo, con
cuatro lineas diagonales. Algunos de sus multiplos ya han sido tachados.

e) Marca el nimero 7 y tacha todos sus multiplos, excepto él mismo, con
tres lineas diagonales. Algunos de sus multiplos ya han sido tachados.

> Actividad tomada y adaptada de Flores, 1993, pp.96-97.
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f) Finalmente, marca todos los nimeros que no han sido tachados. Estos

son todos los niumeros primos menores que 100.

Cuando hayas terminado, envia el archivo de Excel por correo electrénico al

profesor.

Actividad n® 9. Factorizacion

TIPO: ejercicio

METODOLOGIA EMPLEADA: tradicional

FORMA DE REALIZACION: individual

OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel

Segundo nivel

Tercer nivel

5,6,8y9

CONTENIDOS IMPLICADOS:

criterios de divisibilidad; ndmeros primos y

compuestos; Teorema Fundamental de la Aritmética; descomposicion de un

numero en factores primos

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B2.2.2

Expresa cada uno de los siguientes niumeros como un producto de factores

primos:
a) 40 b) 52 c) 209
d) 441 e) 675 f) 1147
g) 124 h) 207 i) 210

Actividad n?2 10. Cdlculo del mdximo comun divisor y minimo comun mdultiplo

TIPO: ejercicio

METODOLOGIA EMPLEADA

: tradicional

FORMA DE REALIZACION: individual
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= OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

_ ] 6,8,9y11

= CONTENIDOS IMPLICADOS: criterios de divisibilidad; numeros primos y
compuestos; Teorema Fundamental de la Aritmética; descomposicion de un
numero en factores primos; cdlculo del mcd y mem por aplicacién del Teorema
Fundamental de la Aritmética; algoritmo de Euclides

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B2.2.2, B2.2.3y B2.2.4

1) Calcula el minimo comun multiplo de los siguientes pares de numeros:

a) mem {9, 27} b) mcm {90, 108} ¢) mcm {405, 320}

2) Calcula el maximo comun divisor de los siguientes pares de nimeros

a) mcd {10, 25} b) mcd {24, 32} c) med {78, 135, 252}

3) Calcula el maximo comun divisor mediante el algoritmo de Euclides:

a) mcd {245, 294} b) mcd {598, 715} c) mcd {1870, 499}

4) Calcula con el programa Excel:

a) mem {201, 509, 677} b) mcm {55, 108, 589, 1025}
d) mcd {342, 702, 1023} e) med {5521, 8452, 29548, 55059}

Actividad n® 11. Division incompleta °

=  TIPO: situacién-problema

6 Actividad tomada de Andonegui, 2006, p. 24.
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FORMA DE REALIZACION: grupal
OBJETIVOS CUBIERTOS:

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje por investigacién/indagacion

Primer nivel

Segundo nivel

Tercer nivel

1,2,4y5

1,6y7

9,10,11y 12

CONTENIDOS IMPLICADOS: algoritmo de la division; Teorema Fundamental de la

Aritmética; descomposicion de un numero en factores primos; definicion de

maximo comun divisor; calculo del mcd por aplicacién del Teorema Fundamental

de la Aritmética

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.5.1, B1.7.1,

B1.8.1,B1.8.2,B1.8.3,B1.9.1, B1.10.1, B1.11.1, B2.2.1, B2.2.2, B2.2.3y B2.2.4

+» Imagina que estas en clase de matematicas y borras parcialmente, por error, una

division que te hace falta para tus calculos. Solamente se conservan los sucesivos

sustraendos de la divisidon, que son, de arriba hacia abajo, 690, 2415 y 3105.

También se ha conservado el resto, que vale 1. ¢Hay alguna forma de calcular el

valor del dividendo, divisor y cociente, sin efectuar de nuevo la division? En caso

afirmativo, indica cual es el valor de cada uno de ellos y el procedimiento que

has seguido para llegar a la solucion.

Nota: Los sustraendos de una divisidn son las cantidades que se van restando

sucesivamente. Por ejemplo, en la division:

527 12

—48 43
047

—36
11

los sustraendos son 48 y 36. Cada uno de ellos se obtiene multiplicando la cifra

gue se acaba de poner en el cociente por el divisor.

80



Universidad de Jaén SECCION 6 PROYECCION DIDACTICA

Actividad n2 12. Baldosas ’

TIPO: situacion-problema

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje basado en la modelizacién matematica
FORMA DE REALIZACION: grupal

OBJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,2y5 1,2,5,6y7 4,9,10,11y 12

CONTENIDOS IMPLICADOS: descomposicién de un numero en factores primos;
definicion de minimo comun multiplo; cdlculo del mcm por aplicacion del

Teorema Fundamental de la Aritmética

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.5.1, B1.6.1,
Bl1.6.2, B1.6.3, B1.6.4, B1.7.1, B1.8.1, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4, B1.9.1, B1.10.1,
B2.2.1,B2.2.2,B2.2.3yB2.2.4

+* Una empresa constructora recibe pedido de un cliente que desea cubrir con

baldosas una parte de su jardin. El cliente pide a la empresa que utilicen unas
baldosas que tiene en su casa, sobrantes de una obra anterior, con la intencidn
de ahorrarse el coste de los materiales. Las dimensiones de estas baldosas son:

30 cm

33 cm

A »
< »

Este cliente quiere embaldosar una superficie con forma cuadrada. Sabiendo

esto, responde a las siguientes preguntas:

1) ¢éCuanto mide el lado del menor cuadrado que se puede construir con
estas baldosas, sin tener que contarlas ni cortarlas? Justifica tu respuesta.

7 Actividad tomada y adaptada de Roig, Llinares & Penalva, 2010, p. 264.
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2) ¢Qué otros tamafos pueden construirse usando solamente este tipo de
baldosas, sin tener que cortarlas? Justifica tu respuesta.

Actividad n2 13. Matgram &

TIPO: situacion-problema

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje basado en juegos
FORMA DE REALIZACION: grupal

OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

ly2 6y7 9,11y 12

CONTENIDOS IMPLICADOS: criterios de divisibilidad; descomposicion de un
nimero en factores primos; cdlculo del mcd y mem por aplicacién del Teorema
Fundamental de la Aritmética

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.8.1, B1.8.2, B2.2.2, B2.2.3,
B2.2.4

El tangram es un rompecabezas de origen chino. Se obtiene al dividir un cuadrado en

siete piezas de forma especifica: un cuadrado, un romboide y cinco tridngulos. Uniendo

estas piezas de distintas maneras podemos obtener una gran variedad de figuras.

Nosotros vamos a usar una variante matematica, conocida como tangram matemdtico

o matgram, en la que cada pieza tiene una serie de inscripciones. Para ello, debes

realizar las siguientes cuestiones:

Pega el matgram que aparece en el Anexo 1 sobre cartulina, recorta las piezas y une los

lados de forma que coincida la operacion con el resultado. Entre las siguientes figuras

se encuentra la solucion. ¢ Cual es?

& Actividad tomada y adaptada de Vdazquez & Alba (2006) en https://www.matesymas.es/wp-
content/uploads/2019/08/matgram _divisores.pdf
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4

Figura 6.5. Soluciones al matgram (Vazquez & de Alba, 2006, en
https://www.matesymas.es/wp-content/uploads/2019/08/matgram_divisores.pdf).

a) Existen multitud de figuras adicionales que se pueden obtener con el tangram.

Aqui aparecen algunos ejemplos:

~N

Figura 6.6. Posibles soluciones al matgram (Consorcio Parque de las Ciencias, s.f, en
http://www.parquedelasciencias.com/educacion-
formacion/recursos/hazlo_tu/gimnaisa-mental.html)

Elabora un matgram utilizando como modelo alguna de las figuras anteriores.
Escribe en los lados de sus piezas las operaciones y resultados necesarios para
resolverlo. Introduce los matgrams que habéis creado en un sobre,
intercambiadlos entre los distintos grupos y resolved el rompecabezas propuesto
por vuestros companeros. Utiliza el matgram en blanco disponible en Anexo 2.

a) Elabora un pdster con las instrucciones del juego, el matgram resuelto en el
apartado a) y el que has recibido de tus compafieros en el apartado b). Refleja
todas las operaciones realizadas.
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Material

= Tijeras y pegamento

Cartulinas para realizar las platillas del tangram.

= Hojas de papel tamafio A4 para los calculos

Hojas de papel tamafio A3 y rotuladores para los pdsteres
= Sobres para meter los matgrams intercambiables

En los anexos IXy X, pueden consultarse un plan de clase y la solucién de esta actividad,

respectivamente.

ANEXO 1
Y201 —
a, o
4+ e S
e /6‘9 e
‘9, =
<2, 7 §
4V
o
O
9
< (7]
AT
>/ A
q"; + c[)‘F \9+c° %
+ + +u9.9
K N
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ANEXO 2

Actividad 14. Propuesta de problemas para el concurso matemadtico de la SAEM Thales

X/
L X4

TIPO: situacion-problema; proyecto de modelizacion

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje basado en la modelizacién matematica
(situacién de problematizacion)

FORMA DE REALIZACION: individual
OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel
ly3 1,2,56y7 Depende del problema
propuesto

CONTENIDOS IMPLICADOS: Cualquiera, libre eleccién

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.4.2, B1.6.1, B1.6.2, B1.6.3,
B1.6.4, B1.7.1, B1.8.4 y B1.10.1. La seleccidn de estandares de aprendizaje del
bloque 2 dependera de los contenidos intervinientes en el problema propuesto.

Disefia un problema que pueda proponerse para el concurso matematico de la
SAEM Thales, celebrado cada afio en nuestro centro. El problema debe estar
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contextualizado en el ambito de la divisibilidad, para lo que tendran que
emplearse algunos de los contenidos estudiados en la unidad para su resolucién,
ademads de otros que consideres necesarios.

Nota: esta actividad debe entregarse el dia que se realice la prueba de evaluacién
escrita.

6.9. Atencion a la diversidad

Segun el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, las Administraciones educativas
tienen la obligacion de realizar los procedimientos oportunos para garantizar la equidad
e inclusion de aquellas personas que requieran una atencidén educativa diferente a la
ordinaria, bien sea por presentar dificultades especificas de aprendizaje, trastornos,
incorporacion tardia al sistema educativo, caracteristicas personales, sobredotacion
intelectual o algun tipo de discapacidad. Estos procedimientos tendran como ultimo fin
que el alumno desarrolle lo maximo posible sus capacidades y alcance los objetivos
generales de etapa, comunes para todos los alumnos (Ministerio de Educacién, Cultura
y Deporte, 2015, p. 175).

Consecuentemente, en este apartado, se ofrecen algunas estrategias y tipos de
actividades para alumnos que muestren un progreso por debajo del esperado, asi como
aquellos que se encuentren por encima de él.

6.9.1. Estrategias y actividades para alumnos que tengan un progreso menor al esperado

Cuando un alumno presente dificultades de aprendizaje en un area determinada, que
no sean consecuencia de problemas sensoriales ni discapacidades intelectuales graves,
y estos impliquen un retraso curricular de hasta dos cursos, el profesor podra llevar a
cabo una Adaptacién Curricular No Significativa (ACNS) (Departamento de Orientacion
del IES Politécnico Cartagena, 2011, p. 9; Departamento de Orientacion del Colegio
Antonio Gala, 2018, p. 34).

Por otra parte, es muy importante, en todo momento, evitar el llamado efecto Pigmalion
(Rosenthal & Jacobson, 1968), por el que las expectativas que tienen los docentes sobre
sus alumnos influyen en el rendimiento de los mismos.

Ademas, sino se llevan a cabo las actuaciones oportunas para atender estas necesidades
educativas, los continuos fracasos del discente pueden provocarle una indefension
aprendida, esto es, el alumno pasa de evitar el fracaso a terminar asumiéndolo como
algo normal en su vida, circunstancia que influye negativamente en el desarrollo
psicoldgico y en la sensacion de autorrealizacion.
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Otras estrategias que pueden aplicarse en estos casos, a la hora de realizar las
actividades propuestas en apartado 6.8, son el aprendizaje cooperativo o la tutoria de
iguales. En la primera de ellas, los alumnos son conscientes de que pueden conseguir
sus metas si los companeros también alcanzan las suyas; por ejemplo, en la técnica del
jigsaw classroom, se divide la actividad en tantas partes como miembros formen el
grupo, de forma que a cada uno de ellos se le asigha una parte acorde a su nivel de
progreso. En la segunda de ellas, puede designarse a un estudiante con un nivel
avanzado de progreso como tutor de los demas, de forma que deba ayudar al resto de
compaifieros, con un nivel inferior, a realizar las tareas, para poder asi resolver la
actividad en su conjunto.

Por ultimo, se deberia emplear un esfuerzo adicional para que, en la medida de lo
posible, estos alumnos sustituyeran el aprendizaje basado en un método de
procesamiento superficial por aquel fundamentado en un método de procesamiento
profundo, es decir, centrarse en entender y no en memorizar.

Seguidamente, se muestran algunos ejemplos de actividades de refuerzo apropiadas
para alumnos con las caracteristicas previamente mencionadas.

Actividad 1. Division exacta e inexacta

El algoritmo de la divisidn establece que, en una division, el dividendo puede obtenerse
como el producto del divisor por el cociente, mas el resto. Esto es:

dividendo = divisor X cociente + resto.

Si el resto es 0, se dice que la divisién es exacta. En cambio, si el resto es un nimero
distinto de 0, la division es inexacta.

En base a lo explicado anteriormente, realiza los siguientes apartados:

1) Determina si estas divisiones son exactas o inexactas.
a)452 +2 b) 3507 =5 c) 120.704 = 23

2) En cada una de las divisiones anteriores, emplea el algoritmo de la divisién para
comprobar que es posible obtener el dividendo como el producto del divisor por el
cociente, mas el resto.
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Actividad 2. Relacion de divisibilidad

Se dice que dos nimeros, a y b, estdn relacionados mediante la relacion de divisibilidad
cuando el resto resultante de dividir el mayor de ellos entre el menor es cero. En este
caso, se puede decir que a divide a b; o a es divisor de b; o a es factor de b.

Si te das cuenta, la palabra divisor puede emplearse con dos significados diferentes: el
primero de ellos es el que se vio en la Actividad 1, donde se empleaba este término para
designar un elemento de la operacidn divisidn; el otro significado (ser divisor de) es el
gue se emplea para decir que dos elementos estan relacionados mediante la relacién
de divisibilidad, tal y como se ha explicado anteriormente.

Del mismo modo, un factor puede referirse a los nimeros que se multiplican en la
operacion producto, pero también adquiere el significado de divisor cuando se habla en
términos de la relacion de divisibilidad.

Teniendo en cuenta esto, responde a estas cuestiones:

1) Determina si estdn relacionados por la relacién de divisibilidad estos niUmeros:
a)5.604y4 b) 23.980y 6 c)32.923y41

2) Considerando un divisor o factor como un elemento que expresa que dos nimeros
estdn relacionados por la relacién de divisibilidad, indica si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) 4 esdivisor/factor de 5.604.
b) 6 es divisor/factor de 23.980.

c) 41 esdivisor/factor de 32.923.

6.9.2. Estrategias y actividades para alumnos que tengan un progreso superior al
esperado

Este tipo de alumnado posee una gran capacidad de razonamiento, asimilan con rapidez
y poco esfuerzo los contenidos y advierten relaciones poco usuales o demasiado
avanzadas para su edad cronoldgica. La presencia en el aula de estudiantes con altas
capacidades puede ser util para aplicar las estrategias de aprendizaje colaborativo o
tutoria entre iguales, donde ellos adquieran el papel de mentores y ayuden a sus
compafieros a superar sus dificultades.
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Por otra parte, es necesario atender las necesidades educativas de estos alumnos, para
lo cual pueden proponerse actividades de ampliacion o incluso la flexibilizacién del
periodo de escolarizacion.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de tipos de actividades que podrian ser
utiles para estudiantes de estas caracteristicas.

Actividad de ampliacién 1. Gatos y gatitos °
=  TIPO: situacién-problema
* METODOLOGIA EMPLEADA: metodologia basada en la modelizacién matematica
» FORMA DE REALIZACION: individual
= OBIJETIVOS CUBIERTOS:

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1,2y5 1,2,3,4,5,6y7 3

= CONTENIDOS IMPLICADOS: multiplos de un nimero

= ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.2.1, B1.2.2, B1.2.4, B1.5.1,
B1.5.2, B1.6.2, B1.6.3, B1.6.4, B1.7.1, B1.8.1, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4, B1.9.1,
B1.10.1,B1.11.1,B1.12.1yB2.2.1

A continuacidn, se muestra un cartel publicitario creado por una organizacién que cuida

Y

de gatos callejeros.

Cats can’t add but
they do multiply!

In just 18 months, this female cat
can have 2000 descendants.

Figura 6.7. Cartel publicitario (Thompson et al., 2007, en
https://www.bowlandmaths.org.uk/materials/assessm
ent/tasks/pdf/cats_and_kittens_v3_1.pdf).

° Actividad tomada y adaptada de Thompson et al. (2007), en
https://www.bowlandmaths.org.uk/materials/assessment/tasks/pdf/cats and kittens v3 1.pdf
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éConsideras que la informacién proporcionada por este cartel puede ser verdadera?

éPuede una gata dar a luz a tantos gatitos, tal y como se menciona? Realiza los cdlculos

necesarios para demostrarlo y elabora un informe en el que indiques el proceso de

resolucidn. Para responder a esta pregunta, necesitaras algunos de los siguientes datos

sobre la vida de los gatos:

Duracion del embarazo: 2 meses;

Numero medio de partos que tiene una gata al afio: 3;

Numero de gatos que nacen en cada parto: entre 4 y 6;

Edad a la que una gata puede quedarse embarazada por primera vez: 4 meses;

Edad a partir de la cual una gata no puede tener mas partos: 10 afos.

Actividad de ampliacién 2. Valor oculto '°

TIPO: situacion-problema

METODOLOGIA EMPLEADA: aprendizaje por investigacién/indagacion
FORMA DE REALIZACION: individual

OBJETIVOS CUBIERTOS

Primer nivel Segundo nivel Tercer nivel

1ly5 1,6,7 6

CONTENIDOS IMPLICADOS: propiedades de las potencias; multiplos de un
numero; criterios de divisibilidad

ESTANDARES DE APRENDIZAJE EVALUABLES: B1.8.1, B1.8.2, B1.8.3, B1.8.4,
B1.8.9,B1.10.1,B2.1.2,B2.2.2,B2.2.4

Observa con atencidn la siguiente suma:

[3- (230 + A)]? = 492.804

¢Cual es el valor de la cifra A? Explica cémo lo has averiguado.

10 Actividad tomada de University of Cambridge (1997), en https://nrich.maths.org/619

90



Universidad de Jaén

SECCION 6 PROYECCION DIDACTICA

6.10. Temporalizacion

Sesion 1 | Algoritmo de la division en N; actividad 1
- Sesion 2 | Sistemas de numeracion; actividad 2
=
§ Sesién 3 | Relacion de divisibilidad: multiplos y divisores de un numero,
w Il .. ..
7} multiplos y divisores comunes; actividad 3
Sesién 4 | Actividad 4
Sesion 5 | Criterios de divisibilidad; actividad 5
o~ Sesion 6 | Repaso de contenidos anteriores; actividad 6
<
2
< Sesion 7 | Actividad 7
w
(7]
Sesion 8 | NUmeros primos y compuestos; criba de Eratdstenes; actividad
8
Sesion 9 Teorema Fundamental de la Aritmética; descomposicion de un
esion
nuimero en factores primos, actividad 9
m . . .7 Ve
< » Definicion de mcd y mcm; célculo del med y mcm por
2 Sesién 10 L . . .
<§t descomposicion factorial; algoritmo de Euclides
w
m ’ . .
Sesion 11 | Actividad 10
Sesion 12 | Actividad 11; actividad 12
< | Sesion 13 | Actividad 13
<§‘ <
ud Sesion 14 | Entrega de la actividad 14; prueba de evaluacion

Tabla 6.2. Cronograma.

La Orden 14 de Julio de 2016 fija el nUmero de horas lectivas semanales de |a asignatura

de Matematicas, para el primer curso de la ESO, en 4 (Consejeria de Educacién, 2016, p.

351). Las sesiones que se estiman necesarias para el desarrollo de la unidad didactica 'y

el logro de los objetivos ascienden a 14. En la Tabla 6.2, se presenta el cronograma

disefiado para tal fin.
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6.11. Evaluacion

Segun establece el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, la evaluacién del
alumno debe realizarse de acuerdo con los criterios de evaluacién y estandares de
aprendizaje, los cuales determinan el grado de adquisicion de las competencias y
objetivos (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2015, p. 183). Ergo, para realizar
la evaluacién de esta unidad didactica, se evaluardn los estdndares de aprendizaje que
aparecen en cada una de las actividades propuestas en el apartado 6.8. La media
aritmética de las calificaciones de los estandares correspondientes a un mismo criterio
determinara la calificacion del propio criterio. Ademas, en la Orden de 14 de julio de
2016 figuran las competencias clave involucradas en la evaluacion de cada criterio, con
lo que, al calificar un criterio, se transfiere su calificaciéon a todas y cada una de las
competencias que este implica. De esta forma, se crea un perfil competencial del
alumno, al que se le pueden asignar niveles de logro. Estos pueden ser iniciado, medio

y avanzado.

Para completar la evaluacién, se realizara una prueba escrita. Las calificaciones de los
estandares evaluados en las actividades se ponderaran al 40%, mientras que los que
aparezcan en la prueba de progreso lo haran al 60%.

Aquellas actividades rutinarias, o en las que se emplee una metodologia tradicional de
realizacion-correccion, que no sea posible finalizar en las sesiones previstas, seran la
tarea que deberan realizar los estudiantes en casa, y tendran que entregarla al profesor
en la sesién inmediatamente posterior.

Por ultimo, se facilita una posible prueba escrita en la siguiente pagina, disefiada para
su realizacion en la ultima de las sesiones programadas en el apartado 6.10.
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PRUEBA DE PROGRESO DE DIVISIBILIDAD

Nombre:

Apellidos:

Normas para la realizacidn de la prueba: Dispone de 50 minutos para realizar los

ejercicios que se proponen. Estd permitido el uso de calculadora cientifica no
programable. No se permite el uso de teléfono mavil o cualquier otro dispositivo
electronico.

Ejercicio 1. Determina el valor de a para que el nimero 236a sea divisible por5y 11 ala
vez. (Estandares de aprendizaje evaluables: B2.2.1, B2.2.2).

Ejercicio 2. Determina si el afo 3.568 sera o no bisiesto. (Estandares de aprendizaje
evaluables: B2.2.1y B2.2.2).

Ejercicio 3. Un paciente acude al centro de salud a causa de una determinada dolencia.
El médico le receta tres farmacos diferentes. El primero de ellos debe tomarlo cada 6
horas, el segundo, cada 10 vy el tercero, cada 12. Suponiendo que inicid el tratamiento
tomando todos los medicamentos a la vez, écudntas horas tendran que pasar para que
el paciente tenga que ingerir de nuevo los tres medicamentos a la vez? (Estandares de
aprendizaje evaluables: B2.2.2, B2.2.3y B2.2.4).

Ejercicio 4. Realiza lo que se indica en los siguientes apartados:
a) Expresa los nUmeros 28 y 35 como producto de factores primos.
b) Calcula el mcd {28, 35}.
c) Calcula el mem {28, 35}.
d) Multiplica el mcd {28, 35} por el mcm {28, 35}.
e) Multiplica 28 por 35.

f) éQué conclusidn se puede obtener a partir de las operaciones realizadas en los
apartados anteriores?

(Estandares de aprendizaje evaluables: B1.7.1, B2.2.1, B2.2.2, B2.2.3y B2.2.4)
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SECCION 7. CONCLUSIONES

En este trabajo, se realiza una aproximacion a la situacion actual de la ensefianza y
aprendizaje de la divisibilidad en la Educacién Secundaria Obligatoria, en particular, en
el conjunto de los nimeros naturales, estudiada en el primer curso.

En la Seccion 2, se especificaron y detallaron los objetivos que se pretendian alcanzar
con la elaboracidon de esta memoria. En este sentido, se concluyd que el objetivo
principal seria describir y analizar la ensefianza y aprendizaje de la divisibilidad en el
conjunto de los numeros naturales, aplicando, para ello, los conocimientos adquiridos
durante los estudios del mdster. Este objetivo general se desglosd en cinco objetivos
parciales, de forma que la consecucion de todos ellos implica el logro del objetivo
general. Por tanto, en esta seccion, se va a comentar qué es lo que se ha realizado para
alcanzar los mencionados objetivos, asi como reflexiones finales del proceso de
elaboracién de esta memoria y posibles lineas de trabajo e indagacion futuras que la
complementen.

El primero de los objetivos parciales que se propusieron fue O1. Poner en prdctica los
conocimientos tedricos adquiridos en el mdster y aplicarlos al estudio de la divisibilidad
en Educacidon Secundaria Obligatoria. En este sentido, la asignatura del master Procesos
y Contextos Educativos proporciond una vision de la estructura del Sistema Educativo
Espanol, necesaria para contextualizar globalmente el trabajo; en relacién con la
psicologia, la asignatura Aprendizaje y Desarrollo de la Personalidad ha permitido
proponer algunas estrategias para tratar con aquellos alumnos que tiene un progreso
inferior o superior al esperado; la materia Complementos de Formacion Disciplinar en
Matemadticas permitié ampliar los conocimientos matematicos, muy necesarios para
elaborar la fundamentacién epistemoldgica; la planificacion, desarrollo e
implementacién de actividades en el aula fueron instruidas en Aprendizaje y Ensefianza
de la materia de Matemdticas | y Il, junto con algunas ideas sobre marcos tedricos en
Didactica de las Matematicas, como es el caso del EOS. Dichos contenidos han servido
de base para seguir estudiando y ampliando este marco tedrico y, asi, aplicarlo en el
analisis didactico de los manuales, llevado a cabo en la fundamentacidn curricular; por
ultimo, la primera toma de contacto con la realidad ha sido posible gracias a las Prdcticas
Docentes en Centros de Secundaria, donde he podido constatar que es necesario un
avance gque permita actualizar los modelos tradicionales de ensefianza y que contribuya
a una mayor motivacion del estudiante. Por este motivo, se hace indispensable una
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apertura hacia otras metodologias, ademas de la necesidad de la formacion continua
del profesorado en Didactica de las Matematicas.

El siguiente objetivo propuesto fue 02. Realizar un andlisis diddctico de los contenidos
relacionados con la divisibilidad en dos libros de texto seleccionados, de diferentes
editoriales, utilizando para ello las nociones de configuracion epistémica e idoneidad
diddctica proporcionadas por el marco tedrico Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento
y la Instruccion Matemadticos, estableciendo una comparativa entre ellos. Los resultados
arrojados por la valoracion de las idoneidades cognitiva y epistémica permiten hacer
una valoracién cientifica de los manuales seleccionados, segln los indicadores y
componentes aportados por el EOS.

En primer lugar, tal y como se dijo en la valoraciéon de las idoneidades, existe una omision
de la relacién entre el maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos nimeros
naturales (mcd{a, b} - mcm{a, b} = a * b). Asimismo, seria necesario un mayor énfasis
en el significado de los objetos mcd y mem, asi como argumentar por qué se toman los
exponentes de mayor o menor grado en cada caso. Esto contribuye a que los discentes
terminen asociando el concepto de mcd o mcm a un mero procedimiento de calculo, y
no a su verdadero significado matematico, tal y como se defiende en el articulo de Roig,
LLinares y Penalva (2010), analizado en la Seccion 4, dedicada a la fundamentacién
didactica. Igualmente, ninguno de los libros propone un método didactico para calcular
todos los nimeros primos menores a uno dado. Unicamente, el primero muestra la criba
de Eratdstenes, sin hacer referencia directa a este nombre, pero su ejecucién puede
resultar poco atractiva. En el articulo de Flores (1993), comentado en el Anexo V, se
plantea un método basado en una conjetura y demostracién que me resultaron muy
interesantes.

Por otra parte, para numeros suficientemente grandes, el procedimiento de céalculo del
mcd por descomposicidn factorial se hace muy engorroso. Ninguno de los libros motiva
la necesidad de métodos mas eficientes, como el algoritmo de Euclides, el cual facilita
los calculos. Adicionalmente, ninguno de ellos sugiere aplicaciones practicas de la
materia, como puede ser la expresion de numeros en diferentes sistemas de
numeracion, basados en el algoritmo de la divisidon. En este sentido, se ha tomado nota
para incluir estos conceptos y algoritmos en el disefio de la unidad didactica, plasmada
en la Seccion 6.

Para terminar, se aprecia la ausencia de actividades de modelizacion matematica o
basadas en juegos; un resumen con las ideas mas importantes de la unidad, y diferentes
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niveles en las actividades de autoevaluaciéon, de forma que se promueva el acceso al
logro en funcién de las capacidades de cada estudiante.

Respecto a 03. Desarrollar los contenidos curriculares relacionados con el tema de
divisibilidad que se cursan en Educacion Secundaria, y que se encuentran en el temario
de las oposiciones al Cuerpo de Profesores de Secundaria, ha sido importante, en orden
a establecer el significado institucional de referencia en las cuestiones de divisibilidad,
recurrir a manuales de matematica superior, tales como el de Garcia-Mufioz (2010). Esto
pone de manifiesto que el estudio de las oposiciones constituye una excelente
oportunidad para completar la formaciéon tedrica del profesorado, siendo un
aditamento muy importante y valioso para aquellas personas que no sean matematicos
de carrera.

El objetivo 04 propone analizar algunas investigaciones en Diddctica de las
Matemadticas sobre divisibilidad, en las que se pongan de manifiesto las dificultades,
errores o fendmenos diddcticos que intervienen en la ensefianza y aprendizaje de la
divisibilidad. En virtud de esto, el articulo de Roig, LLinares y Penalva (2010, p. 270),
concluye que la mayoria de los estudiantes no aplica el algoritmo del célculo del mcm
en base a su verdadero significado matemadtico y a la comprensién de la estructura
multiplicativa de los numeros naturales, sino que, simplemente, memorizan un
procedimiento que asocian al concepto. En una ténica similar, Zazkis (2001, parr. 1),
determina que las conexiones existentes en la mente entre los conceptos mdultiplo,
divisor o factor son mayoritariamente erréneas o muy débiles. Ademas, alude que las
conexiones establecidas en el pasado son mucho mas acérrimas que las recientes, por
lo que propone atender al conocimiento previo de los estudiantes, de forma que se
reduzca al maximo la distancia entre lo que se debe saber y lo que se sabe realmente
(zazkis, 2001, parr. 138). En efecto:

[...] las percepciones existentes en los estudiantes son mucho mas fuertes que los conocimientos
y practicas recientes. Un intento por que los estudiantes construyan nuevas conexiones entre
conceptos matematicos puede tener mds éxito si dichos conceptos estan relacionados con su
conocimiento previo (Zazkis, 2001, parr. 136).

La investigacion de Zazkis (2001) se realiza con estudiantes del primer curso de
magisterio, lo cual sugiere que las conexiones erréneas entre conceptos, asi como sus
significados, no son subsanados en los sucesivos cursos de la Educacién Secundaria
Obligatoria y Bachillerato. Esto evidencia, una vez mas, la necesidad de del docente de
recurrir a la Didactica de las Matematicas, de forma que conozca los potenciales
conflictos semidticos de sus estudiantes y actle en consecuencia.
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Por supuesto, dentro de la fundamentacion didactica realizada, queda una linea abierta
hacia una revisién mas profunda de la bibliografia de investigacidon en este campo. En
mis practicas docentes, pude advertir que el profesorado tiende a omitir el empleo de
las argumentaciones y demostraciones en sus clases. Llas argumentaciones,
generalmente, son débiles y se establece una predominancia por los procedimientos. En
relacién con esto, Godino y Recio (2001) afirman:
Para los curriculos, textos y profesores de matematicas de los niveles de ensefianza primaria,
secundaria y universitaria, en general, los teoremas matematicos son necesariamente
verdaderos. Pero las argumentaciones que establecen esa verdad son, en el mejor de los casos,
argumentaciones deductivas informales y con frecuencia argumentaciones no deductivas o

incluso argumentaciones basadas en criterios externos de autoridad (Godino & Recio. 2001, p.
410).

Schoenfeld (1994) refuerza este punto de vista:

La demostracién no es una cosa separable de las matematicas, tal y como aparece en los
curriculos; es un componente esencial del hacer, comunicar, y registrar las matematicas. Y pienso
que puede ser incorporada en nuestros curriculos, en todos los niveles (Schoenfeld, 1994, p. 76).

Adicionalmente, tuve la impresion de que los docentes prefieren no emplear o realizar
demostraciones si éstas no son formales. Segun Godino y Recio (2001, p. 410), el
razonamiento informal es muy utilizado en todas las ramas del conocimiento, incluso en
las matematicas. Asimismo, estos autores sostienen:
Si, como afirman Garuti, Boero y Lemut (1998, p.345), hay continuidad cognitiva entre la fase de
produccion de conjeturas y la construccion de demostraciones, puede considerarse que estas

formas argumentativas constituyen, en matematicas, los primeros estadios de la demostracién
(Godino & Recio, 2001, p. 410).

Con relacién al objetivo 05. Disefar y desarrollar actividades relacionadas con la
divisibilidad en el primer curso de Educacion Secundaria Obligatoria, las actividades
propuestas han sido proyectadas atendiendo a diferentes metodologias (tradicional,
modelizacion matematica, uso de herramientas TIC, investigacidén/indagacion vy
aprendizaje basado en juegos). Tal y como mencioné anteriormente, en el desarrollo de
mis prdcticas docentes, puede comprobar en primera persona cédmo es necesario
evolucionar de los modelos de ensefianza tradicionales, basados exclusivamente en
clases magistrales en las que el alumno es un sujeto pasivo, cuyo Unico papel queda
relegado a un mero receptor y procesador de informacion. Desde mi humilde punto de
vista, considero que he conseguido salvar este obstdculo y que los alumnos podran
alcanzar los objetivos propuestos, a la vez que disfrutan en el proceso de aprendizaje.
No obstante, esta parte del trabajo queda abierta y puede ser completada con mas
actividades especificas para aquellos conflictos semidticos potenciales emanados de la
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fundamentacién didactica; o actividades mejor adaptadas y personalizadas a tipos
concretos de trastornos en la adolescencia. Pero, cuestiones de espacio y tiempo han
sido las causantes de que no se hayan podido desarrollar.

Para finalizar, si tuviera que resumir el proceso de elaboracion de este trabajo, lo haria
con una sola palabra, «pasién». El docente debe rebosar pasion para poder transmitirla
a sus alumnos y hacer que estos vean a la matemdtica como una parte esencial de la
ciencia, apreciando la belleza de sus resultados y cdmo han perdurado a través del
tiempo. En el caso de la divisibilidad, los resultados mas bésicos fueron establecidos por
Euclides alrededor de 300 aiios antes de Cristo y, 24 siglos después, siguen enseinandose
en Educacidén Primaria, Secundaria y universitaria.
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ANEXO |. COMPONENTES E INDICADORES DE LAS IDONEIDADES EPISTEMICA Y COGNITIVA

1. Idoneidad epistémica

Componentes

Indicadores

Situaciones-problemas

Se presenta una muestra representativa y articulada de
situaciones de contextualizacidn, ejercitacion y aplicacion.

Se proponen situaciones de generacion de problemas
(problematizacion).

Lenguajes

Uso de diferentes modos de expresién matematica (verbal,
grafica, simbdlica...), traducciones y conversiones entre los

mismos.
Nivel de lenguaje adecuado a los nifios a los que se dirige.

Se proponen situaciones de expresion matematica e
interpretacion.

Reglas (definiciones, proposiciones,
argumentos)

Las definiciones y procedimientos son claros y correctos y
estdn adaptados al nivel educativo al que se dirigen.

Se presentan los enunciados y procedimientos
fundamentales del tema para el nivel educativo dado.

Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que
generar o negociar definiciones, proposiciones o
procedimientos.

Argumentos

Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son
adecuadas al nivel educativo al que se dirigen.

Se promueven situaciones donde el alumno tenga que
argumentar.

Relaciones

Los objetos matematicos (problemas, definiciones,
proposiciones, etc.) se relacionan y conectan entre si.

Se identifican y articulan los diversos significados de los
objetos que intervienen en las practicas.

Tabla 8.1. Componentes e indicadores de la idoneidad epistémica (Godino, 2013, p. 119).
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2. Idoneidad cognitiva

Conocimientos previos (se tienen
en cuenta los mismos elementos
que para la idoneidad epistémica)

Los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios
para el estudio del tema (bien se han estudiado
anteriormente o el profesor planifica su estudio).

Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar (tienen una
dificultad manejable) en sus diversas componentes.

Adaptaciones curriculares a las
diferencias individuales

Se incluyen actividades de ampliacidn y de refuerzo.

Se promueve el acceso y el logro de todos los estudiantes.

Aprendizaje (se tienen en cuenta los
mismos elementos que para la
idoneidad epistémica: situaciones,
lenguajes, conceptos,
procedimientos, proposiciones,
argumentos y relaciones entre los

mismos)

Los diversos modos de evaluacidn indican que los alumnos
logran la apropiacidon de los conocimientos pretendidos
(incluyendo comprension y competencia).

Comprension conceptual y proposicional; competencia
comunicativa y argumentativa; fluencia procedimental;
comprensidn situacional; competencia metacognitiva.

La evaluacion tiene en cuenta distintos niveles de
comprensién y competencia.

Los resultados de las evaluaciones se difunden y usan para
tomar decisiones.

Tabla 8.2. Componentes e indicadores de la idoneidad cognitiva (Godino, 2013, p. 121).
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ANEXO Il. CONSTRUCCION DE N

Definicién 4.2.1. Sea N «el conjunto formado por un numero infinito de objetos

indefinidos llamados numeros naturales» (Garcia, 2010, p. 387):

N ={0,1,2,3,4,5, ... }.
A continuacion, se construye el conjunto de los numeros naturales a partir de los
llamados Axiomas o Postulados de Peano (Garcia, 2010, p. 387):

=  Axioma 1: N es un conjunto no vacio. El elemento 0 estd incluido en él.

=  Axioma 2:Si x € N, entonces x + 1 € N. Este ultimo se conoce con el nombre
de sucesor de x.

=  Axioma 3: El nUmero 0 no es sucesor de ningin x € N.
= Axioma 4: El sucesor de cada x € N es Unico:
Six,yENtalquex #y=>x+1#y+1.

= Axioma 5: Sea el subconjunto A € N, con A4 # @.Si 0 € Ay si siempre que x €
A, setienequex + 1 € 4, entonces A = N.

A partir del Axioma 5, se enuncia y demuestra el principio de induccion, el cual aparece
en la Proposicion 4.2.2.

Proposicién 4.2.2: Principio de induccién

Si 0 € N cumple una determinada propiedad P, y ademas se tiene que siempre que x €
N cumple dicha propiedad P también lo hace el elemento x + 1 € N, entonces se puede
afirmar que todo numero natural cumple la propiedad P (Garcia, 2010, p. 388).
(Demostracion en Anexo V).

Defincion 4.2.3. Se define la operacion interna suma en N como la aplicacién (Garcia,
2010, p. 388):

+:NXN-N,

tal que a cada par de numeros naturales, x e y, le asocia un Unico numero natural, z =
x + y. Ademas, esta operacion cumple las siguientes reglas:
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1) x+0=x,Vx €N.
2) x+(y+1)=x+y)+1,Vx,y EN.

Proposicidén 4.2.4. La operacién interna suma en N satisface las propiedades (Garcia,
2010, p. 388):

= Asociativa:

x+y)+z=x+(@y+2),Vx,y,z€EN

=  Conmutativa:

x+y=y+xVx,y €N.

= Elemento neutro:

J0€eNtalquex+0=x=0+x.

= Cancelativa:

Seanx,y,z€ N.Six +y =x + z, entoncesy = z.

Definicidn 4.2.5. Se define la operacidn interna producto en N como la aplicacién (Garcia,
2010, p. 388):

“NXN=N,

tal que a cada par de numeros naturales x e y le asocia un Unico nimero natural z = x -
y. Ademas, esta operacion se rige por las siguientes reglas:

1) x-0=0,vx € N.
2) x-(y+1)=(x-y)+x,Vx,y €N.

Proposicidén 4.2.6. La operacién interna producto en N satisface las propiedades (Garcia,
2010, p. 389):

= Asociativa:
(x-y)-z=x-(y-2),Vx,y,z € N.

= Conmutativa:
xy=y-x,Vx,y € N.
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=  Elemento neutro:

31€eNtalquel-x=x=x-1,Vx €N.

= FElemento cero:

30eNtalque0-x=0=x-0,Vx € N.

= Cancelativa:

Seanx,y,z€ N.Six-y=x-zyx # 0, entoncesy = z.

Proposicidén 4.2.7. La operacion interna suma en N satisface la propiedad distributiva

respecto del producto, esto es (Garcia, 2010, p. 389):
x(y+z)=x"y+x-2Vx,y,z€N.

Definicion 4.2.8. Sea x € N. Se define la potencia de x de forma inductiva como (Garcia,
2010, p. 389):

x0 =1,

X" =x"-x,Vx,n €N

Proposicidon 4.2.9. La potencia de un numero natural x cumple las propiedades:

1) x™-x™ = x™"*™ V¥x,n,m € N.
2) x"-y"=(x-y)",Vx,y,n € N.

3) (x™™ =x"™ vVx,n,m€ N.
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ANEXO Ill. CONSTRUCCION DE Z

El conjunto de los numeros enteros surge para dar respuesta a problemas que no se
pueden resolver en el conjunto de los numeros naturales. Por ejemplo, ecuaciones del
tipox + a =0, con a € N — {0}, no podrian ser resueltas mediante el uso de nimeros
naturales (Garcia, 2010, p. 399).

En este nuevo conjunto de los niumeros enteros, designado por Z, debe existir una
operacion interna (+) que sea una extension de la misma operacién interna en N y que
todo elemento tenga un simétrico, denotado por —a, V a € N (Garcia, 2010, p. 399).

4.3.1. Construccion de Z

Un par ordenado es un objeto compuesto por dos elementos en un determinado orden,
y se escribe (a, b). El elemento a recibe el nombre de primera componente del pary el
elemento b, segunda componente del par. Se dice que dos pares ordenados son iguales
si ambas componentes son iguales (Garcia, 2010, p. 163).

Definicién 4.3.1. Sean dos conjuntos A y B. Se conoce con el nombre de producto

cartesiano de A y B al conjunto formado por todos los pares ordenados que pueden
formarse combinando un elemento de A con otro de B, de forma que la primera
componente de cada uno de los pares obtenidos sea un elemento de A y la segunda, un
elemento de B (Garcia, 2010, p. 163):
A ={ay,ayas,...,a,},
B = {bll bz, b3, ey bm},
A x B ={(ay,by),(ay,by), ..., (ay, b)), (az, by), (az, by), ..., (az, by), ..., (n, by),

(anl bZ)J LLLR] (anr bm)}
O dicho de otra forma mas simple:

AXB ={(a,b)/a€AbeB}

Definicién 4.3.2. Sea un conjunto A y el producto cartesiano A X A. Se conoce con el

nombre de relacidon binaria sobre A a todo subconjunto R del producto cartesiano A X
A,estoes,queR € A X A.Si(ay,a,) € R, entonces se dice que a, estd relacionado con
a, segun R (Garcia, 2010, p. 194).
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Definicion 4.3.3. Sea el conjunto N X N el resultante de realizar el producto cartesiano

de N consigo mismo:
N XN = {(n,m)/n,m € N}
Sobre dicho conjunto se define una relacion binaria R tal que:
mm)R(n',m)Yen+m' =m+n’

Proposicion 4.3.4. La relacion binaria R definida en N X N es una relacion de

equivalencia (Garcia, 2010, p. 400); (Demostracion en Anexo V).

Definicién 4.3.5. Sea el conjunto N X N y R la relacion de equivalencia definida

anteriormente. Si (n,m) € N X N, se llama clase de equivalencia del elemento (n,m) o
clase asociada a (n, m) respecto de la relacion R, y se escribe [(n,m)], al conjunto de
todos los elementos de N X N relacionados con (n,m) (Anzola et al., 1976, p.14). Es
decir:

[(n,m)] = {(x,y) ENXN/(x,y) R (n,m)}.

Proposicién 4.3.6. Las clases de equivalencia cumplen cuatro propiedades, las cuales se

enuncian a continuacién:
a) Ninguna clase de equivalencia es vacia (Anzola et al., 1976, p.14).

b) (0,@) R (n,m) & [(p,q)] = [(n,m)].

c) «La interseccion de dos clases de equivalencia distintas es vacia» (Anzola et al., 1976,
p. 14).

d) Si R es una relacidn de equivalencia definida sobre N X N, la unién de todas las clases
de equivalencia respecto de la relacién R es N X N (Anzola et al., 1976, p. 14).
(Demostracion en Anexo V).

Definicién 4.3.7. Sea el conjunto N X N y R, una relacién de equivalencia definida sobre

dicho conjunto. Se denomina conjunto cociente de N X N para la relacion R, y se escribe
N X N /R, al conjunto que contiene todas las clases de equivalencia en N X N
determinadas por R (Anzola et al., 1976, p. 15; Garcia, 2010, p. 195).

Definicion 4.3.8. Se conoce con el nombre de nimero entero a cada una de las clases de

equivalencia obtenidas al definir la relacion de equivalencia R sobre el conjunto N X N.
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Asimismo, se denomina conjunto de los numeros enteros, y se designa por Z, al conjunto
cociente N X N / R (Garcia, 2010, p. 400). Es decir:

Z =NxN/R ={[(n,m)] / (n,m) € N X N},
donde:
[((n,m)] ={(x,y) e NXN/(x,y)R(n,m)} ={(x,y) ENXN/x+m =y +n}.

Proposicion 4.3.9. Cualquier elemento (a,b) € N X N determina un niumero entero x

tal que x = a — b (Centro de Estudios Académicos a Distancia, s.f, p. 7)

Proposicién 4.3.10. Sean dos pares ordenados (a,b) y (c,d) € NXN, tal que

(a,b) R (c,d). Si se impone que a=c+e, Ve€N, implica que b=d+e.
Andlogamente, sic = a + e, entonces d = b + e (Demostracién en Anexo IV).

Definicién 4.3.11. Si se consideran como representantes de cada una de las clases de

equivalencia obtenidas, al aplicar la relacién R sobre N X N, a aquellos elementos que
tienen alguna o ambas componentes nulas, se pueden distinguir tres tipos de clases
diferentes (Garcia, 2010, p. 400):

1) [(0,0] ={(x,y) ENXN/(x,y)R (0,0)} =
={(x,y) ENXN/x+0=y+0} =

={(x,y) ENXN/x =y}.

Sisetomax =y =k:

[(0,0)] = {(k, k) / k € N}.

Esta clase de equivalencia es un nimero entero denotado por 0 (Garcia, 2010, p. 400).

2) [(@,0)]={(xy)ENXN/(x,y)R(a0)}=
={(x,y) ENXN/x+0=y+a}=
={(x,y) ENXN/x=y+a}.

Sisetomay = k:
[(a,0)] ={(k+a,k)/keN,aeN-{0}}.

Esta clase de equivalencia es lo que se denomina un numero entero positivo, y
se denota por a, V a € N — {0}. Entonces, el conjunto:

109



Universidad de Jaén ANEXxo 111
CONSTRUCCION DE Z

Z* ={[(a,0)]/a € N — {0}}

serd el que contenga a todos los enteros positivos (Garcia, 2010, p. 400).

3) [(0,a)] ={(x,y) eENXN/(x,y)R(0,a)} =
={(x,y) ENXN/x+a=y+0}=
={(x,y) ENXN/x+a=y}

Six =k:
[(0,a)] = {(k,k+a)/k €N,a €N —{0}}.

Esta clase de equivalencia es lo que se denomina un nimero entero negativo, denotado
por —a, V a € N — {0}. Entonces, el conjunto:

z= ={[(0,a)]/a € N - {0}}
serd el que contenga a todos los enteros negativos (Garcia, 2010, p. 400).

Proposicién 4.3.12.: La definicidn anterior puede generalizarse para cualquier clase de

equivalencia [(a, b)], de modo que:

[(a—b,0)], sia=>b,

[0,b—a)], sia<b. "“PEN

[(a,h)] = {

(Demostracion en Anexo 1V).

Definicién 4.3.13. Con todo lo visto hasta ahora, se define el conjunto de los nimeros

enteros como:
Z=1{.,—4-3-2,-1,0,1,23,4,..}.

4.3.2. El grupo abeliano aditivo de los nimeros enteros

Definicién 4.3.14. Se define en Z la operacion interna suma como la aplicacién (Garcia,
2010, p. 401):

+Z XL >,

tal que a un par de numeros enteros a, b le asocia un Unico nimeros enteroc = a + b.
Si estos numeros se expresan como representantes de clase, la operacidn interna suma
se define como:
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(n,m)+(p,q) =(+pm+q)
Se distinguen tres casos en la suma de niumeros enteros:

1) Suma de dos numeros enteros positivos.

a+b=1[(a0)]+[(h,0)] =[(a+b,0)]

Se aplica la Proposicion 4.3.9:

[(@a+b,0)]=a+b—-0=a+b, VabeN

2) Suma de dos numeros enteros negativos.

(=a) + (=b) =[(0,&)] + [(0,b)] = [(0,a+ D) =0—(a+b) =—a—D,
Va,b € N — {0}

3) Suma de un numero positivo con otro entero negativo.
a+ (=b) = [(a,0)] + [(0, )] = [(a, b)]

Se aplica la Proposicion 4.3.12:

[(a—b,0)], sia=b,

[(0,b—a)], sia<bh. vabeN

[(a,h)] = {

Proposicién 4.3.15. La operacion interna suma en Z no depende de los

representantes de clase elegidos (Garcia, 2010, p. 407); (Demostracion en Anexo V).

Proposicidén 4.3.16. La operacion interna suma cumple las propiedades asociativa,

conmutativa, elemento simétrico y cancelativa (Garcia, 2010, p. 401):

=  Asociativa:

(a+b)+c=a+ (b +c)Va,b,c€EL.

=  Conmutativa:

a+b=b+aVab €Z.

= Elemento neutro:

Va€ZI0€Ztalquea+0=a=0+a.
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=  Elemento simétrico:

Va€Z3A—a€Ztalquea+ (—a) =0.

= Cancelativa:

Seana,b,c € Z.Sia+ c = b + c, entoncesa = b.
(Demostracion en Anexo V).

Proposicién 4.3.17. El simétrico de un elemento cualquiera en el conjunto Z es Unico
(Garcia, 2010, p. 401).

Proposicién 4.3.18. Sea un conjunto A y una operacion interna * definida sobre A. Se

dice que el par (4, =) es una estructura algebraica de tipo grupo conmutativo o abeliano
si la operacion interna = verifica las propiedades asociativa, conmutativa, elemento

neutro y elemento simétrico (Garcia, 2010, p. 407).

Proposicién 4.3.19. El par (Z, +) tiene estructura de grupo abeliano.

Demostracién. La operacién interna suma (+) sobre Z verifica las propiedades
asociativa, conmutativa, elemento neutro y elemento simétrico, lo que hace del
par (Z, +) un grupo conmutativo o abeliano.

Definicién 4.3.20. Existe una operacién interna en Z, llamada resta, definida por la

aplicaciéon —:Z X Z = 7Z de forma que a un par de niumeros enteros a, b € Z le asocia
otro numero ¢ € Z dado por la suma del primero y el simétrico del segundo, es decir:

c =a+ (—b).

Proposicidon 4.3.21. La operacion interna resta no cumple la propiedad conmutativa ni

asociativa.

4.3.3. El monoide conmutativo multiplicativo de los niUmeros enteros

Definicién 4.3.22. Se define en Z la operacion interna producto como la aplicacidn
(Garcia, 2010, pp. 401-402):

ZXI =1L,
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tal que a un par de nimeros enteros a, b le asocia un Unico nimero enteroc = a * b. Si
estos numeros se expresan como representantes de clase, (n,m) y (p, q), el producto
de ambos es otro nimero entero de la forma:

(n,m)-(p,g)=(m-p+m-qn-q+m-p)
* ok
Se distinguen tres casos en la multiplicacion de nimeros enteros:
a) Producto de dos niumeros enteros positivos:
a-b=1[(a0)]-[(b0)]=[(a-b0)]=(@-b)—0=a-bVabeN-—{0}.
b) Producto de dos nimeros enteros negativos:
(=a)- (=b) =[(0,0)] - [(0,b)] = [(a*b,0)] =(a-b) -0 =
=(a-b),Va,b € N—{0}.
c) Producto de un nimero entero positivo y otro entero negativo (o viceversa):

a-(—=b) =[(a,0)]-[(0,b)] =[(0,a-b)]=0—(a-b) =
= —(a-b),Va,b € N —{0}.

(—a)-b=1[(0,a)] - [(h,0)] =[(0,a-b)] =0—(a-b)
= —(a-b),Va,b € N —{0}.

Proposiciéon 4.3.23. La operaciéon interna producto en Z no depende de los

representantes de clase elegidos.

Proposiciéon 4.3.24. La operaciéon interna producto en Z cumple las siguientes
propiedades (Garcia, 2010, p. 402):

=  Asociativa:

(a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c €.

=  Conmutativa:

a-b=b-aVa,b €Z.
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=  Elemento neutro:

Va€Z,3e€Ztalquea-e

Il
Q
Il
®
Q

= FElemento cero:

Vx€ZA0€Ztalque0-x=0=x"0.

= Cancelativa:

Seana,b,c €Z.Sia-c=b-cyc # 0,entoncesa = b.

= Dominio de integridad:

Sia-b=0,entoncesa=00b =0.
= Regla de signos:
* a-(-b)=—(a-b),
* (-a)'b=—(a-b),
» (—a)(-b)=a-b

Proposicién 4.3.25. La operacidn interna suma en Z verifica la propiedad distributiva

respecto del producto, es decir (Garcia, 2010, p. 402):
a-(b+c)=(@-b)+(a-c),Va,b,ceZ

Definicion 4.3.26. Sea A un conjunto y la operacidn binaria interna * definida sobre dicho

conjunto. Se dice que el par (4, *) es un monoide conmutativo si la operacion interna *

satisface las propiedades asociativa, conmutativa y elemento neutro.

Proposicion 4.3.27. El par (Z, -) es una estructura algebraica de tipo monoide

conmutativo.

Demostracidn. Segun la Proposicion 4.3.24, la operacidn interna - definida sobre
Z verifica las propiedades asociativa, conmutativa y elemento neutro, lo que
hace de (Z, -) un monoide conmutativo.
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4.3.4. El anillo unitario conmutativo de los niumeros enteros

Definicién 4.3.28. Sea un conjunto A y dos operaciones binarias internas, + v -, definidas

sobre dicho conjunto. Se dice que la terna (4, +, ) es un anillo unitario conmutativo si
se verifican las siguientes tres condiciones a la vez (Garcia, 2010, pp. 556-557):

= Elpar (A, +) constituye un grupo abeliano, es decir, la operacién interna + cumple
las propiedades asociativa, conmutativa, elemento neutro y elemento simétrico.

= El par (4, ) constituye un monoide conmutativo, es decir, la operacion interna -
verifica las propiedades asociativa, conmutativa y elemento neutro.

= La operacion interna + definida sobre A satisface la propiedad distributiva
respecto de la operacién interna -.

Proposicidén 4.3.29. La terna (Z, +, *) es una estructura algebraica de tipo anillo unitario

conmutativo.

Demostracidn. Se demostré en la Proposicion 4.3.19 que el par (Z, +) es un grupo
abeliano y, segun la Proposicion 4.3.27, el par (Z, -) es un monoide conmutativo.
Adicionalmente, la Proposicion 4.3.25 establece que la suma de numeros enteros
cumple la propiedad distributiva respecto del producto. En consecuencia, la

terna (Z, +, *) es un anillo unitario conmutativo.

4.3.5. Ideales

Definicién 4.3.30. Sea A el anillo (4, +, -). Se dice que S € A es un subanillo de A si el par

(S, +) es un subgrupo de (A4, +) y si la operacién interna - restringida a S es cerrada
(Dorronsoro & Hernandez, 1999, p. 197).

Definicion 4.3.31. Sea A un anillo conmutativo y sea I un subanillo de A. Se dice que I es
unidealde AsiVi € I yVa € Asecumplequea-i € I (Ordéiiez, 2018, p. 62).

Definicién 4.3.32. Sea A el anillo conmutativo (4, +, ). Aquellos ideales que son

generados por un Unico elemento a € A se denominan ideales principales (NUmeros
enteros. Divisibilidad. NUmeros primos. Congruencia, s.f, p. 12).

Definicidn 4.3.33. Se conoce con el nombre de dominio de ideales principales (DIP) a

todo anillo conmutativo que Unicamente posee ideales principales (Ordofiez, 2018, p.
62).
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Definicién 4.3.34. Sea el anillo unitario conmutativo (Z, +, -) y sea I un subconjunto de

Z, 1 € 7. Se dice que I es un ideal de Z si cumple estas dos condiciones (NUmeros
enteros. Divisibilidad. Numeros primos. Congruencia, s.f, p. 11; Dorronsoro &
Hernandez, 1999, p. 197):

1) Six ey pertenecenal, entoncesx —y €1,
2) a‘i€l,YaeZViel.

Proposicién 4.3.35. Todos los ideales, en el anillo unitario conmutativo de Z, son de la

forma:
I=(a)={x€Z/alx}

donde a | x significa que el elemento a divide a x. Este elemento a recibe el nombre de
base positiva del ideal I y se corresponde con el menor nUmero natural distinto de cero
gue es generador de dicho ideal. Por aplicacion de la Definicion 4.3.33, se puede afirmar
que Z es un dominio de ideales principales (DIP).

Definicidn 4.3.36. Los ideales (0) y (1) reciben el nombre de ideales impropios. El resto

son denominados ideales propios (NiUmeros enteros. Divisibilidad. NUmeros primos.
Congruencia, s.f, p. 12).

Definicion 4.3.37. Se definen dos operaciones con ideales en Z:

I=(a)={x€Z/alx},
I'=(b)={y €Z/b 1y},

(@) +(b)={x+y €Z/x€(a)y€E(b)},
(a)N(b) ={WEZ/wE(a)yw € (b)}.
Los ideales:

(3) =1{3,6,9,12,15,18, 21, 24,27,30, 33,36, 39, ... },
(4) = {4,8,12,16,20, 24, 28,32,36,40,44,48, ...}

contienen al ideal (12) = {12,24,36,48, ...}, es decir, (12) € (3) y (12) S (4). Esto
permite formar cadenas de ideales, tal y como se muestra en el diagrama de Hasse de
la Figura 10.1:
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AN,

(2) (3)
- —
A A
SR SR
(4) (6)
—— ——

NS

Figura 10.1. Cadena de ideales.

Entonces, los DIP establecen un orden por medio de las cadenas de ideales, donde los
primos quedan determinados por los maximales (Ordéiiez, 2018, p. 63).

* %k

4.3.6. Ordenen Z

Definicién 4.3.38. Sea G una relacion binaria definida sobre un conjunto A. Se dice que

G es una relacion de orden si cumple a la vez las propiedades reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Esta relacion de orden, se denota por <. Por ejemplo, al escribir x <y, se
estd indicando que x es menor o igual que y, cuando el par (x,y) € G (Garcia, 2010, p.
196).

Definicién 4.3.39. Sea G una relacién de orden definida sobre un conjunto A. Se dice que

A es un conjunto ordenado si sobre él se define una relacién de orden (Garcia, 2010, p.
196).

Definicién 4.3.40. Se define en Z la relacién de orden (Garcia, 2010, p. 402):

G ={(a,b) /b—a €N}
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Al aplicar la Definicion 4.3.38, se puede escribir que a < b, esto es, a es menor o igual
que b.

Proposicién 4.3.41. Z es un conjunto ordenado.

Demostracidn. La definicidn anterior establece una relacion de orden en Z. Por
aplicacion de la Definicion 4.3.39, se puede afirmar que Z es un conjunto
ordenado.

Definicidn 4.3.42. Sea un conjunto A, dos elementos x, y € A y una relacién de orden G

definida sobre dicho conjunto. Se dice que x e y son comparables por la relacion de
orden G cuando al menos uno de los pares (x,y) o (y,x) pertenecenaG.

Definicion 4.3.43. Sea A un conjunto y G una relacidn de orden definida sobre A. Si

Vx,y € A, x e y son comparables, entonces G es un orden total . Si esto se cumple, se
dice que A es un conjunto totalmente ordenado. En caso contrario, G es un orden parcial
y se dice que A es un conjunto parcialmente ordenado (Garcia, 2010, p. 196).

Definicién 4.3.44. Sea A un conjunto ordenado, G una relacion de orden sobre Ay B un

subconjunto de A, B € A. Se dice que B esta acotado superiormente si:
Ja€Atalqueb <a,Vb € B.

El elemento a se conoce con el nombre de cota superior de B. Por otra parte, se dice
que B esta acotado inferiormente si:

JceAtalquec < b,Vb € B.

El elemento ¢ se conoce con el nombre de cota inferior de B. Si el subconjunto B posee
cota superior e inferior, se dice que B estd acotado o es un conjunto acotado (Garcia,
2010, p. 197).

Definicién 4.3.45. Sea A un conjunto ordenado y sea B un subconjunto de A. El elemento

b € B se denomina mdximo de B si es cota superior de B. En otras palabras, el elemento
b es maximo del subconjunto B € A si b € By, adicionalmente, b es cota superior del
subconjunto B. Andlogamente, el elemento ¢ € B es el minimo de B si ¢ es cota inferior
de B (Garcia, 2010, p. 197).

Definicién 4.3.46. Sea un conjunto A. Se dice que A esta bien ordenado si cualquier

subconjunto no vacio de 4 posee un minimo (Garcia, 2010, p. 197).
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Proposicién 4.3.47. El conjunto Z, con la relacidon de orden establecida en la Definicidon

4.3.40, es un conjunto totalmente ordenado, pero no esta bien ordenado (Garcia, 2010,
pp. 402-403).

Proposicién 4.3.48. El orden anterior definido en Z es (Garcia, 2010, p. 403):

1) Compatible con la suma de numeros enteros;
a<bsa+c<b+cVcEL.

2) Compatible con el producto de enteros positivos y se invierte si se multiplica
por un entero negativo;

a-c<b-c, Vc € N — {0},
a-c=b-c, VcEZ.

4.3.7. Valor absoluto en Z

Definicién 4.3.49. La aplicaciéon

X, six =0,
|-:Z=>N,|x| =1 0, six=0,
—X, six <O,

se conoce con el nombre de valor absoluto de un nimero entero (Garcia, 2010, p. 403).

Proposicién 4.3.50. La aplicacién valor absoluto verifica estas seis propiedades (Garcia,
2010, p. 403):

1) Si|x] =0vy|x| =0, entoncesx =0,Vx € Z
2) x<|x|,Vx€Z

3) |x|=|-x|,Vx€E€Z

4) |x|<ye -y<x<yconx,y€ETZ

5) [lxI =yl < lx +¥] < x| + Iyl vx,y € Z

6) |x-yl=Ix|-lyl,vx,y €Z
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ANEXO IV. DEMOSTRACIONES MATEMATICAS COMPLEMENTARIAS

1. Proposicion 4.2.2. Principio de induccion

Si 0 € N cumple una determinada propiedad P, y ademas se tiene que siempre que x €
N cumple dicha propiedad P también lo hace el elemento x + 1 € N, entonces se puede
afirmar que todo nimero natural cumple la propiedad P. (Garcia, 2010, p. 388).

Demostracién. Sea el subconjunto A € N tal que:
A = {a € N / a cumple la propiedad P}

Aplicamos a este subconjunto el Axioma 5 de Peano, también conocido con
Axioma de induccion. Como 0 cumple la propiedad P, entonces 0 € A. Puesto
gue si a € A, entonces su sucesor a + 1 € A, al cumplirse estas condiciones, el
Axioma 5 asegura que A = Ny, consecuentemente, todos los nimeros naturales
cumpliran la propiedad P (Garcia, 2010, p. 390).

2. Proposicion 4.3.4

La relacién binaria R definida en N X N es una relacién de equivalencia (Garcia, 2010, p.
400).

Demostracién. Una relacién binaria R es de equivalencia cuando cumple las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

a) Reflexividad: R serd reflexiva si V(n,m) ENXN se tiene que

(n,m) R (n,m). Si aplicamos la Definicién 4.3.3 obtenemos que:
mm)R(nm)en+m=m+n.

Aplicamos la propiedad conmutativa de los niumeros naturales al segundo

miembro, obteniendo que m + n = n + m. Asi pues, R es reflexiva.

b) Simetria: Para que R sea simétrica, tiene que cumplirse que si un elemento
(n, m) esta relacionado con otro (n', m"), este ultimo también esta relacionado
con el primero (Anzola et al., 1976, p. 13).

mm)Rn',mYen+m' =m+n'.
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Si se aplica la propiedad conmutativa de los nimeros naturales a ambos
miembros se tiene que n’' +m =m'+ n. Podemos comprobar que esta
expresion es la relacién binaria (n’,m") R (n,m). Por tanto, R es simétrica.

c) Transitividad: R serd transitiva si V(n,m), (p,q), (r,s) € N x N tal que:

(n,m)R (p,q)

(.9 R (r,5) } = (mm) R (r,s)

n,m)R(p,q) ®n+q =m+p}
,qQ) R(r,s) ®op+s=q+r
Sumamos ambas ecuaciones:
n+p+q+s=m+q+p+r
Aplicamos la propiedad cancelativa de N:

n+s=m++r

Y esto ultimo se corresponde con la relacién binaria (n, m) R (r, s). Por tanto, R
es transitiva.

Puesto que R cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, podemos
afirmar que R es una relaciéon de equivalenciaen N X N.

3. Proposicion 4.3.6.

Las clases de equivalencia cumplen cuatro propiedades, las cuales se enuncian a
continuacion:

a) Ninguna clase de equivalencia es vacia (Anzola et al., 1976, p. 14).

Demostracidn. A [(n,m)] pertenece al menos el elemento (n,m), ya que por
satisfacer R la propiedad reflexiva, se cumple que (Anzola et.al, 1976, p. 14):

(n,m)R(n,m),v(n,m) e NxXN

b) (0,@) R (n,m) & [(p,q)] = [(n,m)].

122



Universidad de Jaén ANEXO IV
DEMOSTRACIONES MATEMATICAS COMPLEMENTARIAS

Demostracion. Sea (x,y) € [(p,q)]. Por la propiedad a), se demuestra que
(x,y) R (p,q). Como (p,q) R(n,m) y R cumple la propiedad transitiva,
entonces (x,y) R (n,m) y, en consecuencia, (x,y) € [(n,m)]. Por tanto,

[(p, @] © [(m,n)].

Analogamente, sea (x,y) € [(n,m)]. Por la propiedad a), se demuestra que
(x,¥) R (m,n). Como (n,m) R (p,q) por ser R simétrica y, ademas, R es
transitiva, se tiene que (x,y) R (p,q). Luego (x,y) € [(p,q)] y, por tanto,
[((nm)] < [(p, @)].

Si [l cl(nm)] y [(n,m)] c[(p,q)], entonces [(p,q)] = [(n,m)].
Reciprocamente, si [(n,m)] = [(p,q)], como (n,m) € [(n,m)], entonces
(n,m) € [(p,q)]. Luego (n,m) R (p,q) y (p,q) R (n,m) (Anzola et al., 1976, p.
15).

c) «La interseccion de dos clases de equivalencia distintas es vacia» (Anzola et al., 1976,
p. 14).

Demostracién. Utilizamos el método de reduccién al absurdo, por el que
negamos algo que queremos demostrar que es cierto, para llegar después a una
contradiccion. Sean [(n,m)] y [(p, q)] dos clases de equivalencia distintas. Si
negamos que la interseccién entre ambas clases de equivalencia sea el conjunto
vacio, es decir, [(n,m)] N [(p,q)] # @, existe al menos un (x,y) € [(n,m)] N
[(p, @)]. Entonces, (x,¥) € [(p, @]y (x,¥) € [(n,m)]. Por ende, (x,¥) R (p,q)
y (x,y) R (n,m). Como R es simétrica, entonces (p,q) R (x,y). Ademas, R es
transitiva, por lo que (p,q) R (n,m). Si aplicamos la propiedad b) demostrada
anteriormente, obtenemos que (p,q) R (n,m) © [(p,q)] = [(n,m)]. Esto
ultimo es una contradiccion porque, al principio de la demostracién, hemos
considerado que las dos clases de equivalencia son distintas. Como resultado,
hemos confirmado lo contrario de aquello que se negd, es decir, que [(n, m)] N
[(p,q)] = @ (Anzola et.al, 1976, p. 15).

d) Si R es una relacidn de equivalencia definida sobre N X N, la unién de todas las clases
de equivalencia médulo R es N X N (Anzola et al., 1976, p. 14)
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Demostracidon. Todo elemento (x,y) E N XN estd una de las clases de
equivalencia, puesto que (x,y) € [(x,y)] segun la propiedad a) (Anzola et al.,
1976, p. 15). Al efectuar la unidon de todas las clases de equivalencia de los
elementos, obtenemos N X N:

iy =nxn

4. Proposicion 4.3.10

Sean dos pares ordenados (a,b) y (c,d) € N x N, tal que (a, b) R (c,d). Si se impone
quea =c+e, Ve €N, implicaque b = d + e. Andlogamente, si c = a + e, entonces
d=b+e.

Demostracion.
(a,b)R(c,d) e a+d=b+c.
Sia = ¢ + e, entonces:
a+d=>b+c
(c+e)+d=b+c.

Por la propiedad asociativa de N:
ct+e+d=b+c.

Por la propiedad cancelativa de N:
e+d=bh.

Por la propiedad conmutativa de N:
b=d+e.

De forma analoga, si ¢ = a + e, entonces:
a+d=>b+c

a+d=(a+e)+c.

Por la propiedad asociativa de N:
at+d=a+e+c.

Por la propiedad cancelativa de N:
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d=>b+e.

Finalmente, por la propiedad conmutativa de N:

d=b+e

5. Proposicion 4.3.12

La definicidn anterior puede generalizarse para cualquier clase de equivalencia [(a, b)],
de modo que:

[(a—b,0], sia=bh,

[(0,b—a)], sia<b. VabeN.

(e )] =

Demostracién. Sea (a,b) el representante de la clase [(a,b)]. Podemos
encontrarnoscona > b,a< boa =b.

Sia > b, por ser R reflexiva y por la Proposicion 4.3.10, sabemos que:
(a,b) R (a—b,b —b);

(a—b,b—b) = (a—b,0) = (x,0).
X

Aplicando la Proposicion 4.3.9:

(x,0) = x — 0 = x. Esto es lo que hemos definido anteriormente como nuimero
entero positivo.

Sia < b, por ser R reflexiva y por la Proposicion 4.3.10, sabemos que:
(a,b)R (a—a,b—a);

(a—a,b—a)=(0,b—a)=(0,x).
X

Aplicando la Proposicion 4.3.9:

(0,x) = 0 — x = —x. Eso es lo que hemos definido anteriormente como nuimero
entero negativo.
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Sia = b, y aplicando la Proposicion 4.3.9:

(a,b) = (a,a) = a—a = 0. Esto es lo que hemos definido anteriormente con

numero cero.

Entonces, podemos generalizar que:
__([(a=b,0], sia=bh,
(@, b)] = {[(O,b —a)], sia<bh.

6. Proposicion 4.3.15

La operacion interna suma en Z no depende de los representantes de clase elegidos
(Garcia, 2010, p. 407).

Demostracion. Sean (n,m)R(n’,m') y (p,q) R (p',q"). Si aplicamos el
apartado b) de la Proposicion 4.3.6 tenemos que:

(m,m)R (n',m") & [(n,m)] = [(n',m")]
@ R@.q9) e [l =I[E, q9)]

Sumamos ambas igualdades:
[(n,m) + (p,@)] = [(n',m') + (P, q")].
Para ver que esto ultimo es cierto, hay que probar que:

((nm)+ @ @) R((',m)+ ®.q))

Aplicamos la definicién de relacidn binaria:

mm)R(p,g)eon+m' =m+n’
.OR@.4)eop+q =q+p".

Si sumamos ambas igualdades tenemos:
n+p+m'+q =m+qg+n" +p.

Esta ultima igualdad se corresponde con:

m+pm+@ R +p . m +q)=>((nm)+(q)R (', m)+ @, q))
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7. Proposicion 4.3.16

La operacién interna suma cumple las propiedades asociativa, conmutativa, elemento
simétrico y cancelativa (Garcia, 2010, p. 401).

Demostracion.

1) Asociativa:

([(a D] + [(c, DD + [(e, H] = [(a+ ¢, b+ )] + [(e, ).

Si tenemos en cuenta la propiedad asociativa en N:

[(a+c)+eb+d)+f)]=[(a+(c+e)b+(d+1))]=
= [(a,0)] + [((c,e),(d, )] = [(a, )] + ([(c, D] + [(e, HD

2) Conmutativa:

[(a,D)] + [(c.d)] = [(a+c,b +d)].

Aplicamos la propiedad conmutativa en N:

[(a+c,b+d)] =[(c+ad+b)] =[(d]+[(ab)]

3) Elemento neutro:

[(a, )] +[(0,0)] = [(a +0,b + 0)] = [(a, b)]
[(0,0] + [(a,b)] = [(0 + a,0 + b)] = [(a, b)]

4) Elemento simétrico:

[(a, )] + [(b,a)] = [(a + b,b + a)] = [(0,0)]

El elemento (a + b, b + a) representa el nimero enteroa + b — b — a, que es
igual a 0. Por tanto, el simétrico de [(a, b)] es [(b, a)].

8. Proposicion 4.5.4

El conjunto P de los numeros primos es infinito (Garcia, 2010, p. 424).
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Demostracion. Lo demostramos mediante el método de reduccién al absurdo.
Suponemos que el conjunto de los nimeros primos es finito, y se puede expresar

como:

P = {plf D2, P3, ""pn}'
Ahora consideramos el nUmero n = pq * p; * P3 * ..." Pn, que es compuesto. Sin
embargo, el nimeron—1=m =p; *p,*pP3* ... Pp — 1 es primo. De nuevo,

por reduccién al absurdo, suponemos que m no es primo, esto es, que m es
divisible porp; € Z/p; - ¢ = m:

pilme 3c € Ztalquep;-c=m

pi pi pi _E
1
=P1 D2 P3" - "Di-1 " Pi+1" " Pn —
b

oM PP Py Pl PitPa P3P 1

1 , . L
- tendria que ser un nimero entero para que ¢ también lo fuera, lo cual es

4

absurdo. Asi pues, m es un nimero primo, lo cual no es posible ya que m & P.
Por consiguiente, podemos afirmar que el conjunto P de los nimeros primos es
infinito (Garcia, 2010, p. 424).

9. Proposicion 4.5.5
«El menor divisor de un nimero compuesto es un numero primo» (Garcia, 2010, p. 426).

Demostracidn. Sea ¢ € Z un numero compuesto y p € Z el menor divisor de c.
Utilizamos el método de reduccién al absurdo, suponiendo lo contrario de lo que
queremos demostrar. Suponemos que p no es primo. Por tanto, p es divisible
por otro numero q € Z. Entoncesq <p,q | pyp | c. Como la relacién | verifica
la propiedad transitiva, podemos decir que q | c. Esto es una contradiccidn
porque, al ser q <p, no es posible que p sea el menor divisor de c.
Consecuentemente, p es primo.
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10. Lema 4.5.6

Sean p, p1, Pz, -, Pn NUMeros primos € Z*, de forma que (Garcia, 2010, p. 425):

pl(i vy pp)=>3i€{1,2,..,n}tal que p = p;.

Demostracién. Vamos a demostrar el lema usando el principio de induccion:

= Probamos si es cierto paran = 1:

plpr=p=np:

Es cierto.

=  Suponemos que es cierto paran =r:
plipyp)=3i€{1,2,..,r}talquep =p; (1)
=  Probamos si es cierto paran =r + 1:
Pl (@1 D2 Pr Pren)
Llamamosa = p, " py * ..." Dr:
pl(a:pri1).

Si med{p,a} = 1, entonces p | p,.,1 (por la Proposicion 4.5.24). Como ambos nimeros
son primos, se tiene que p = p,-,1. Entonces, p | (a - p), lo cual es cierto.

Simcd{p,a} =r # 1,setienequer | pyr | a. Puesto que p es primoyr # 1, se tiene
que:

r=p=>pla=>pl@i D2 . Pr)

Podemos ver que esto ultimo es cierto, ya que hemos tomado como cierto la expresion
(1). Consecuentemente, la proposicion es cierta.

11. Teorema 4.5.7: Teorema Fundamental de la Aritmética

Sea a € Z — {0, £1}. Este elemento a puede descomponerse de forma Gnica como un
producto de nimeros primos positivos con exponentes naturales, es decir:
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a=4pt py? .. pp",Va € Z—{0,+1},Va; € N,
dondei = 1,2,...,ny p; son numeros primos con p; < p; sii < j (Garcia, 2010, p. 414).
Esto hace de Z un dominio de factorizacion unica (DFU).

Demostracidn. Sea a € Z un nimero compuesto. Suponemos que a > 0. Si no
lo fuera, bastaria con utilizar su opuesto, —a. En ese caso, —a = b, con b > 0.

Si p, es el menor divisor de a, segun la Proposicion 4.5.5, p; es primo. Entonces:
pilae Ix; €7Ztalquep, -x; =a, conx; €EZ.

En este punto, tenemos dos situaciones posibles:

= X, es primo. En este caso quedaria demostrado el teorema.

= X, es compuesto. Si esto sucede, existe un nimero primo p, tal que es el
menor divisor de x;:

P2l xy © 3x, €EZtalquep, - xy = xq,
con x, < x;. Entonces, a = p; - x; = p; * x,.

Si se repite el proceso un numero finito de veces obtenemos:

A=P1 P2 P3" Pn"Xn,

con x, primo o igual a 1, ya que x4, X5, X3, ..., X, constituye una sucesion de
numeros enteros decrecientes con cota inferior igual a 1. Esto demuestra que
existe una descomposicién en factores primos para cualquier nimero entero
distinto de 0 y +1 (Garcia, 2010, pp. 426-427).

Para demostrar que dicha descomposicion es Unica, recurrimos al método de
reduccion al absurdo. Suponemos que existen dos descomposiciones diferentes
para un mismo numero a € Z. Entonces:

a=£p gt =g al

Pueden darse dos situaciones:

= Que algun factor de la primera descomposicion sea diferente a cualquier
otro de la segunda, es decir, p; # q;, conj € {1,2,...,7}.Como q; | a, es
necesario que algun factor de la descomposiciéon de a coincida con g;,
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esto es, p; = q;. Esto es una contradiccion, ya que al principio hemos

supuesto que p; * q;.

= Que el nimero de factores primos en la primera descomposicidn coincida
con el de la segunda (subindices r y s iguales) , que las bases coincidan
numéricamente y que sus exponentes sean distintos, esto es, que p; = q;
y a; # b;. Suponemos que a; < f; y tomamos el nimero entero c:

41" 45" a5

a;

p;

C:—ai:i

b;

Este numero c es divisible por p;, es decir, p; | ¢, yaque p; = q; y B;i >
a;. También podemos expresar ¢ como:

a a a
a D1l Dy et Dr
— =+ T ]
p; p;

Puesto que estamos dividiendo + p;* - p;2 - ... p;” por p;"t, el factor p;
ya no se encuentra en la descomposicidn de c. Entonces, ya no se cumple
que p;lc, por lo que hemos llegado a una contradiccion.
Consecuentemente, queda demostrada la unicidad (Garcia, 2010, pp.
427-428).

12. Proposicion 4.5.8

Seaa = 1p;t py? pg’ - ..-pp" cona € Z —{0,+1}. El elemento b € Z es divisor de
a si y solo si todos los factores primos de b son también factores primos de a, con los
exponentes de los factores primos de b menores o iguales que los de a. Es decir (Garcia,
2010, p. 415):

b = ipll'pgz'p§3 . pfn,

con0<B;<a;,Vi=123,..,r
Demostracion.

blae3IceZtalqueb:-c =a.

«La descomposicidn en factores primos de a tiene todos los factores primos de
la descomposicion de b con exponentes mayores o iguales» (Garcia, 2010: 428).
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Si:
a=4pt Py pg e Pa
b= ipfl -pfz -p§3 . ...-pf”,O <pfi<a,Vi=1273..,n,

entonces b|la < 3Ic€Z tal que b-c=a, con czipfl_ﬁl-pgz_ﬁz-

an—Pn

Pn

13. Proposicion 4.5.14

Sea p un numero primoy a € Z. Si p t a, entonces p y a son primos relativos (Garcia,
2010, p. 424).

Demostracidon. Puesto que p es un numero primo, Unicamente posee los
divisores £1 y £ p. Si p t a, entonces —p t a. Por consiguiente, los Unicos
divisores que tienen en comin a 'y p son +1, y tendriamos que mcd{p, a} = 1.

|
14. Proposicion 4.5.19: Identidad de Bézout
Seana,b € Z — {0,+1}. Sid = mcd{a, b}, entones:
AALu€Ztalqued =a-A+b-pu,

donded = a- A+ b - u se conoce con el nombre de identidad de Bézout (Garcia, 2010,
p. 417).

Demostracién. Sea el conjunto:
A={z€eNtalquez=a-x+b-y,conx,y € Z}.
El conjunto A es un subconjunto de N, A € N, y no es vacio ya que:
|b| =0-a+(+1)-b € A.

Como N es un conjunto bien ordenado, entonces A tiene un minimo, que
denotamos por d. Puesto que d € A, podemos afirmar que:

Ax=Ay=u€Ztalqued =a-A1+b-p.
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Una vez dicho esto, vamos a demostrar que d es el maximo comun divisor de a
y b. Para ello, hay que probar que d | a y d | b. Utilizamos el método de
reduccion al absurdo, por el que suponemos que d t a. De este modo, el
Teorema 4.5.20 aseguraquedc,r EZtalquea=d-c+r,con0 <r <d.

Con todo lo anterior, se determina que:

r=a—d-c=a—-(a-A+b-uy)-c=a—-a-Ac—b-u-c=
=a-(1—-A¢c)+b-(—u-c)>0,

por lo quer € Ay r < d. Esto ultimo es absurdo, ya que si d es el minimo del
conjunto A, no es posible que r < d y r € A. Consecuentemente, podemos
asegurar que d | a. Analogamente, se prueba que d | b.

Seguidamente, demostramos que d es el mayor de los divisores comunes de a y
b. Suponemos que existe d’ # d talqued’ | ayd’' | b. Entonces:

a=d -k (1)

b=d ky (2

Sabemos qued = a - A+ b - u. Sustituimos el valor de a y b determinado en las

expresiones (1) y (2):
d=(" k) A+ k) u=d-(k;-A+k,-n)=>d1d.

Sid'|d, entonces d’ < d, por lo que d es el mayor divisor comin de a y b, es
decir, d = mcd{a, b} (Garcia, 2010, pp. 433-434).

15. Teorema 4.5.22: Teorema de Euclides

Seaa,b,c €Z.Siayb son primos relativosy a | (b - ¢), entonces a | ¢ (Garcia, 2010,
p. 425).

Demostracion. Sia | (b - ¢) es porque existe un nimero d € Z tal que:

a-d=b-c.
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Si a y b son primos relativos, la identidad de Bézout garantiza la existencia de
A, u € Ztalesquea- A+ b-u = 1. Multiplicamos esta igualdad por ¢ en ambos

miembros:
cla-A+b-uy)=c=>c=a-c-A+b-c-u (1)

Anteriormente hemos determinado que a - d = b - c. Sustituimos en la ecuacion
(1) el valorde b - c pora-d:

c=a'c'A+adu=a-(c-A+d-p)=alc

16. Lema 4.5.23

Seana €Z, b € Z— {0}y sea r; €N el resto de dividir a entre b. Entonces (Garcia,
2010, p. 417):

mcd{a,b} = mcd{b,r,}

Demostracidn. Segun el algoritmo de la division, existen dos numeros enteros ¢
y 11, con 0 < r; < |b|, tales que a = b - ¢ + r;. Puesto que el maximo comun
divisorde ay b es d, podemos decirque d | ay d | b(Garcia, 2010, p. 436):
dlae 3a €Ztalqued-a’' =a, (1)
d|be3b' €Ztalqued-b"'=b. (2)

Despejamos 1y de la ecuacién del algoritmo de la division y sustituimos el valor
de ay b obtenido en las igualdades (1) y (2), respectivamente:

n=a—-b-c=(d-a)—-(d-b)-c=d-(a@a—-b-c)=>dI|n.

Determinamos que d divide a r; vy, por tanto, que d es un divisor comin de b y
1.
Si consideramos otro divisor comun a b y r; distinto de d, y lo denotamos d’,
podemos decirqued’ | byd' | ry:

d|b&e3ci€ltalqued -¢c; =b, (3)

d|re3c, €Ztalqued c, =1. (4)
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Sustituimos el valor de b y r; obtenido en las igualdades (3) y (4) en la ecuacién
del algoritmo de la divisién:

a=b-c+r=0""¢c) c+d-c;)=d - (c;-c-+c;)=>d'|a.

Se puede observar que d’ es también un divisor comin de a 'y b, con d’ < d.
Puesto que d = mcd{a, b}, entonces d’ | d, por lo que se demuestra que:

d = (b,11) = mcd{b,1,}.

17. Proposicion 4.7.5

Sea x € Z un numero escrito en base b:
_ . 0 : . h2 . Kk
X=Xx9'b"+x1-b+x, b+ -+ x,"b",

donde los coeficientes x,, X1, X5, ..., X) son las cifras del nUmero x expresado en la base
b.Siry, 11,13, ..., son los restos potenciales de b médulo n, entonces:

X=EXg Trg+Xxy -1 +Xy 1y 4o+ x5 - 1%.
Demostracién. Aplicamos el Corolario 4.7.2:
b° =ry,modn

bl
bZ

o modn
r, modn ¥

b¥ =1, mod n

Segun la Proposicion 4.6.2, la relacion = mod n es una relacién de equivalencia
Yy, en consecuencia, verifica la propiedad reflexiva:

Xy = xo mod n,
X, = x; mod n,
X, = x, mod n,

X = x; mod n.

Si aplicamos la Proposicion 4.6.7, obtenemos:
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Xo ' b° = x4 - 1y mod n]
x,b'=x; -, modn
xz-bzzxz-rzmodn$

Xy b* = x, -1, mod n
Volvemos a aplicar la Proposicion 4.6.7:

X b +x; b + ot x b =x=x5 19+ x 13 + -+ X3, - 1, mod n.

18. Corolario 4.7.6: Criterio general de la divisibilidad

Sea x € Z el numero definido en la proposicidon anterior. Este elemento x es divisible
por . si y solo si xg 79+ X1 11 + X3 "7y + -+ X " 73, es divisible por n (NUmeros
enteros. Divisibilidad. Numeros primos. Congruencia, s.f, p. 33), es decir:

nlxen|(xyrg+xr+xrpt o+ xR

Demostracion.

Si x es divisible por n y aplicamos la Definicion 4.6.1 tenemos:
nlx e x=0modn. (1)
De acuerdo con la Proposicion 4.7.5:
X=Xg Ty +x1°1+ -+ X - 1, mod n.
Al ser = mod n una relacion de equivalencia, se verifica la propiedad simétrica:
Xo'To+Xy 11+ +Xx, 1, =xmodn. (2)

Sitenemos en cuenta las expresiones (1) y (2) y aplicamos la propiedad transitiva,
por ser = mod n una relacién de equivalencia, se obtiene:

xo-r0+x1-r1+---+xk-rkExmodn}:
x=0modn

S>xyrp+xy 1+ o+ x, 1, =0modn &

onl(xg1rg+x-1+ -+ x,17).
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ANEXO V. ARTICULOS COMPLEMENTARIOS A LA FUNDAMENTACION DIDACTICA

En este anexo, se apostillan los articulos considerados como complementarios a la
Seccion 5. Fundamentacion diddctica. El contenido de estos articulos no es de cardacter
puramente investigativo, sino divulgador de sugerencias didacticas utiles para
automatizar y agilizar los sistemas de practicas llevados a cabo por los estudiantes en
torno a algunas nociones de divisibilidad. Podria decirse que se tratan de
procedimientos algoritmicos que Unicamente tienen sentido aplicarse cuando el alumno
ha conseguido alcanzar la fase de anticipacién descrita por Tzur (2007), y en total
ausencia de conflictos semidticos. En caso contrario, se corre el riesgo de que estas
practicas generen la asuncidn de inautenticidades epistemoldgicas, asi como la
asociacion de conceptos a procedimientos algoritmicos, en lugar de al verdadero
significado referencial o pretendido.

1. Articulo 5

Cuando el docente pretende desarrollar en el aula aquellos procesos de instruccidon
relacionados con la divisibilidad en Z, se encuentra con un obstaculo, y es que los
estudiantes no poseen las estructuras cognitivas previas necesarias para asimilar el
concepto de congruencia, indispensables para construir el criterio general de la
divisibilidad. Ante esta situacion, la practica mas habitual es implantar procesos
memoristicos de los resultados de dicho criterio. En la medida de lo posible, seria
recomendable evitar esta praxis tan poco ortodoxa desde el punto de vista
epistemoldgico y buscar otras vias alternativas que hagan honor a la naturaleza
cientifica de la matematica. Pero también hay que tener en cuenta, como se dijo
anteriormente, las limitaciones de los sujetos que pretenden apropiarse de los
significados institucionales, por lo que se debe mantener un equilibro entre ambas
posiciones.

El articulo que se va a comentar (Sepulveda & Tinoco, 2000), propone una manera de
solucionar esto, mediante la aplicacion de un sencillo criterio para averiguar si un
numero entero determinado es divisible por cualquier primo distinto de 2 y 5.

Los criterios de divisibilidad de estos dos ultimos nimeros son faciles de recordar por
los discentes. También lo es el criterio de divisibilidad del 3. Pero cuando el alumno
pregunta si un numero N es divisible por 7 u 11, la respuesta no es tan sucinta ni
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mnemotécnica. Por este motivo, el autor plantea un criterio general sencillo basado en

el siguiente teorema:
Sea N un entero positivo cuya representacion es
N=a, a4 ..ay a,-ag cona; €{0,1,..,9}5i=0,1,..,n;

y p un primo diferente de 2 y 5. Sea g positivo tal que

101(@-q-1 (1)
y
p-q—1 (2)
k=——
10
Sean ahora
N —a, (3)
M, =
! 10
y
Nl = Ml - kao. (4)

Entonces, p | N siy solo sip | N; (Sepulveda, 2000, p. 87).

Para demostrarlo, se parte de la expresion (1), en la que hay que encontrar un nimero

q € Ztal que p - q tenga por cifra de las unidades el 1. Entonces, segun (2), se tiene que

p-q =10k + 1. Si se sustituye la igualdad (3) en (4), se obtiene:

N_ao N—a0—10ka0_N—(10k+1)a0_

N1=M1_k'a0=__k'a0=

10 10 10

_N-p-a-a
10

Si se multiplica por 10 ambos miembros:

10-N; =N —p-q-ay. (5)

En este punto, se hace la suposicion p | N. Si esto sucede:

pl(@-q-a))yp| (N—p-q-a).

Para que la igualdad (5) se cumpla, p debe dividir al otro miembro, es decir:
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p | (10 - Ny).

Como p es un numero primo distinto de 2y 5, no puede dividir a 10, por lo que p | N;.

A continuacion se reescribe la expresion (5) como:

N=10-N;+p-q-a,. (6)

Analogamente, si se supone que p | Ny, entoncesp | N.

En consecuencia, se prueba que p| N © p | N;, con lo que el teorema queda
demostrado.

Por otra parte, se puede recopilar la esencia de este teorema mediante la redaccién de
un algoritmo de cdlculo que resulte atractivo y asequible para los alumnos. Esta es la
propuesta que hace Sepulveda (2000) en su articulo:

1. Multipliquese p por el digito g, escogido de tal manera que la cifra de las unidades de pq sea
1. Sea k el nimero obtenido al omitir de pq esta ultima cifra.

2. Multipliquese k por la ultima cifra de N y réstese esto del nimero que resultade N, alignorar
la dltima cifra. LIamese N; al resultado de la resta.

3. Si N, eslo suficientemente pequefio para poder determinar, directamente por division, si es
divisible entre p, el proceso termina. N serd divisible entre p siy solo si N lo es. En caso de
que aun no sea facil deducir sobre la divisibilidad de N;, repitase el paso 2, pero ahora con
N; enlugar de N, lo que producird N,. Contindese el proceso hasta que alguno de los N; sea
lo suficientemente simple para decidir directamente su divisibilidad entre p (Sepulveda,
2000, p. 90).

- 4 9
6 3 1 9
- 6 3
5 6 8
- 5 6
0

Figura 12.1 Procedimiento para determinar si 63687 es divisible por 71.
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Por ejemplo, para el numero N = 63687, se quiere averiguar si es divisible por el
numero primo p = 71. Primero, hay que encontrar un numero g tal que p - g termine
en1.Sig=1,entoncesp-q =71-1=71. Por tanto, un valor posible para q es 1. El
numero k se obtiene eliminando la ultima cifra de p-q. Asi pues, k=7. El
procedimiento puede seguirse como se muestra en la Figura 12.1, multiplicando la
ultima cifra de N; por k, y restando ese valor al nimero resultante de suprimir la ultima
cifra de N;. Al final, se obtiene 0. Como 0 | 71, puede afirmarse que 71 | 63684.

Cabe decir, por ultimo, que la presentacion de este teoremay su demostracién tendrian
que efectuarse con posterioridad a los procesos de instruccién de lenguaje algebraico y
ecuaciones de primer grado, con el objetivo de que los alumnos tengan ya construidas
estas estructuras cognitivas. Ademas, aunque la demostracion del teorema que sustenta
el algoritmo no requiere el uso de conocimientos avanzados, puede resultar complicada
su compresién para aquellas clases o alumnos con un nivel epistémico menor, por lo que
el autor de este TFM recomienda, en estos grupos, mencionar solamente el algoritmo y

el teorema, sin entrar en la demostracion.

2. Articulo 6

En este ultimo articulo (Pefiafiel, 1993), se plantea la insigne criba de Eratéstenes desde
otra perspectiva mas didactica, la cual permite encontrar los nimeros primos mediante
un singular patron geométrico. Esta estrategia se sustenta en una conjetura y su
posterior demostraciéon. Al igual que en el articulo anterior, se recomienda que el
docente preste especial atencion para que los estudiantes no asocien el concepto de
numero primo a la ejecucién de un mero procedimiento algoritmico, sino que lo hagan
a su verdadero significado epistemoldgico. Asimismo, tanto en la conjetura como en la
demostracion, se utiliza el lenguaje algebraico, por lo que se sugiere proceder como se
describio en el ultimo parrafo del apartado anterior.

El autor de este articulo propone, para encontrar los primos menores que 100,
distribuirlos en seis columnas, tal y como se muestra en la Figura 12.2. Se comienza
sefalando el nimero 2 como el primer primo. Como puede observarse, todos los
numeros situados en la misma columna que el 2, son multiplos de este, por lo que
pueden descartase como primos. Ademas, todos los que se encuentren en la misma
columna que el 4, son multiplos de 2. Consecuentemente, se eliminan. A continuacién,
se marca el nimero 3 como primo. Al igual que sucedié en el caso anterior, todos los
numeros situados en la misma columna que el 3, son multiplos de 3, por lo que se
descartan.
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Figura 12.2. Resultado de la criba de Eratéstenes (Pefafiel, 1993, p. 97).

También pueden suprimirse todos aquellos nimeros situados bajo el 6, incluido él
mismo, ya que también son multiplos de 3. Después, se toma el 5 como el siguiente
numero primo y se prescinde de sus multiplos (10, 15, 20,...), los cuales se encuentran
en diagonales paralelas unas a otras. Por ultimo, se selecciona el nUmero 7 como primo
y, como en los anteriores casos, se excluyen sus multiplos (14, 21, 28,...), que vuelven a
estar ubicados en diagonales paralelas, intersectando a aquellas que contienen los

141



Universidad de Jaén ANEXO V
ARTICULOS COMPLEMENTARIOS A LA FUNDAMENTACION DIDACTICA

multiplos de 5. Finalmente, los nimeros que han quedado sin excluir, son los primos
menores que 100. El resultado de la criba es el que aparece en la Figura 12.2.

Si se observa el resultado de la criba, puede advertirse que todos los numeros primos
mayores que 3, p > 3, se encuentran en la antepenultima y ultima columnas. Ademas,
todos los primos situados en estas columnas difieren en una unidad a la columna que
contiene los multiplos de 6. De este modo, cualquier p > 3 puede expresarse como:

p=6-n+1obienp=6-n—1.

Con estos resultados se puede establecer la siguiente conjetura:

Cualquier numero que no esté situado en la ultima o antepenultima columnas, no es
primo.

Por otra parte, la demostracion de esta conjetura puede ejecutarse de una forma
bastante sencilla. Cualquier x > 5, perteneciente al conjunto de los nUmeros enteros,
puede expresarse mediante alguna de estas expresiones

6'n—1,6-n6n+1,6n+2,6:n+3,6:n+4 Vn =>1.

Asi pues, se tiene que:
= 6-nnoesprimo, puestoque6 | 61
6 -n + 2 no es primo, puestoque 2 | (6-n + 2)
" 6:n+ 3noesprimo, puestoque 3| (6-n+3)
6 -n + 4 no es primo, puestoque 2 | (6-n + 4)

Consecuentemente, si un numero primo p es mayor que 3, solamente puede expresarse
como6'n—1o6-n+ 1.
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ANEXO VI. DESCRIPCION SUCINTA DE LAS COMPETENCIAS CLAVE DEL SISTEMA EDUCATIVO ESPANOL

=  Comunicacion lingliistica: emerge de las acciones comunicativas y de las

practicas sociales que el individuo lleva a cabo. El discente no solo es considerado

un sujeto pasivo, receptor de informacion, sino que tiene la capacidad de

producir mensajes orales y textos escritos, empleando para ello la codificacion y

descodificacion de dichos mensajes en la lengua espanola o en otra lengua

extranjera. Esta competencia es fundamental para que se produzca la

socializacion, donde el didlogo es la piedra angular de la convivencia y la

resolucién de conflictos (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2015b, pp.

6991-6992).

=  Competencia matemdtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia: el

discente adquiere la competencia matemadtica cuando es capaz de utilizar el

razonamiento y rigor matematicos, asi como las herramientas que ésta ofrece,

para aplicarlos a la resolucién de problemas y situaciones que puedan tener lugar

a lo largo de su vida. Deben lograrse reproducir actitudes de respeto hacia la

veracidad de los datos y los resultados obtenidos. En cuanto a las competencias

basicas en ciencia y tecnologia, proporcionan la capacidad de identificar,

plantear y resolver problemas o situaciones susceptibles de materializarse en la

vida diaria, empleando para ello el conocimiento que proporcionan las diversas

ramas de la ciencia, como pueden ser la fisica, la quimica, la biologia, la geologia,

las matematicas y la tecnologia. De esta forma, se busca que florezca en el

interior del alumnado el interés por la investigacion cientifica, asi como la

aplicaciéon de sus descubrimientos para el incremento del bienestar de la

sociedad en la que viven (Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015b, p.

6993).

= Competencia digital: Dada la creciente e imparable evolucién tecnoldgica y

digitalizacion, el alumno debe alfabetizarse en el uso responsable, critico y

seguro de las nuevas tecnologias de la informacion y de la comunicacién, para

poder alcanzar sus objetivos, entre ellos el aprendizaje. Implica tener el

conocimiento y habilidad de uso de las principales aplicaciones informaticas y

emplearla para acceder a la informacion, procesarla, y utilizarla para generar un

conocimiento que le permita resolver problemas o cuestiones que aparezcan en

su vida (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2015b, p. 6996).
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Aprender a aprender: Es la habilidad del estudiante incoar, estructurar y dirigir
su proceso de aprendizaje. La consecucidon de las metas establecidas contribuye
a generar un sentimiento de auto-eficacia y confianza en si mismo, lo que
provoca una estimulacion para elevar paulatinamente sus objetivos. Esta
competencia culmina con un asentamiento de procesos de aprendizaje cada vez
mas eficaces y auto-dirigidos (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte,
2015b, p. 6997).

Competencias sociales y civicas: La adquisicion de estas competencias conlleva
saber vivir en sociedad, relacionarse en condiciones de igualdad, no
discriminacidn y tolerancia con la personas que la componen, interpretar los
problemas o conflictos que puedan surgir en ella y resolverlos. Ademas, es vital
inculcar actitudes favorables al respeto de las opiniones ajenas que sean
contrarias a la propia, de forma que se propicie el debate constructivo
(Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015b, p. 6998).

Sentido de la iniciativa y espiritu emprendedor: Es la capacidad de utilizar los
conocimientos, facultades y pericia propios para alcanzar los objetivos
planteados o materializar las ideas, tanto de forma individual como en entornos
grupales (Ministerio de Educacidn, Cultura y Deporte, 2015b, p. 6998).

Conciencia y expresiones culturales: implica tener en estimar, respetar y apreciar
la belleza de las manifestaciones culturales y artisticas, valorar su legado, asi
como conocer la evolucién del pensamiento humano (Ministerio de Educacion,
Culturay Deporte, 2015b, p. 7001).
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ANEXO VII. PLAN DE CLASE DE LA ACTIVIDAD 7

1. Fase de inicio e introduccion de la tarea (5 minutos)

Al llegar a clase, explica a los alumnos que la sesion de hoy es practica, en la que les
tocara a ellos trabajar lo aprendido:

«En la clase de hoy no vamos a seguir avanzando con el libro de texto. Me gustaria que
esta vez sedis vosotros los que trabajéis y pongdis en prdctica la teoria que vimos el
ultimo dia. Para ello, os he preparado una tarea en la que tenéis que experimentar con
numeros y encontrar las matemdticas que se esconden en su resolucion.

Quisiera comentaros que mi objetivo no es que la entreguéis hecha a la perfeccion. No
pasa nada si os equivocdis. Para eso estamos aqui, para aprender. No os desaniméis si
al principio no sabéis como empezar o no podéis terminarla entera. Yo estaré aqui con
vosotros para ayudaros, pero primero debéis intentarlo por vuestra cuenta, puesto que
asi aprenderéis mucho mds que si os digo la respuesta directamente. Tened paciencia y
sed constantes.»

Entrega una copia de la tarea a cada alumno y pideles que lo lean tranquilamente de
manera individual. Pasado un minuto, lee el enunciado en voz alta y preglntales si
tienen alguna duda respecto a lo que se esta pidiendo que contesten en la actividad o
algun dato que no entiendan. Asegurate de que todos entienden el enunciado. Es muy
importante no revelar ninguna pista que pueda condicionar su trabajo.

2. Fase de exploracion y desarrollo (25 minutos)

Pide a los alumnos que formen grupos de 3 componentes y que realicen los apartados
de la tarea aportando ideas entre todos. Reparteles tijeras, pegamento y folios para que
realicen sus calculos e indagaciones. Aconséjales que experimenten primero con los
nimeros antes de pegarlos de forma definitiva. Deja unos minutos para que hablen
entre ellos y empiecen a indagar. Pasado este tiempo, circula por los distintos grupos,
qgueddndote, de momento, al margen y escuchando sus conversaciones vy
razonamientos. Si ves que algun grupo se encuentra atascado, dirigete hacia ellos y diles
gue te expliqguen cdmo estan intentando realizar la tarea. Después, hazles preguntas o
comentarios de tal forma que ellos mismos puedan responderse a sus dudas.

El apartado a) no deberia suponerles ningun problema llegar a la solucién. En cambio,
en los siguientes, pueden empezar a tener dudas. Algunas de ellas pueden ser:
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= No se han percatado de la importancia de conocer el valor de la suma de los
nimeros del 1 al 7. Posibles soluciones: ¢observais alguna propiedad de los
numeros empleados que se repita siempre?

= No se han percatado de que el nimero de la casilla superior debe ser siempre
par. Posibles soluciones: {Se cumple siempre esta suma madgica para cualquier
nimero que sitla en la casilla superior? ¢En qué casos se cumple y en cudles no?

Cuando lleguen al apartado de la elaboracion del pdster, entrégales folios tamafio A3 y
pideles que peguen sus rompecabezas en él y expliguen cdmo han llegado a la solucién.

3. Fase de debate y discusion (15 minutos)

Una vez que han finalizado el pdster, pide a los grupos que se levanten por turnos para
gue expliquen al resto de sus compafieros como han realizado la actividad. Mientras
tanto, anota en la pizarra todas las conjeturas que hayan utilizado. Cuando hayan
hablado 3 - 4 grupos pregunta al resto si han utilizado las mimas conjeturas u otras
distintas. Si son distintas, animalos a que expliquen cudles son.

4. Fase de sistematizacion del aprendizaje matemdtico (5 minutos)

Emplea esta fase para reorganizar todos los conceptos relevantes implicados en la
resolucidn de la tarea. Debes destacar los siguientes:

= Divisibilidad por 2.
» Resultado de sumar a un nimero par otro par.
» Resultado de sumar a un niumero impar otro pary viceversa.

Explica el procedimiento correcto a seguir y mientras vas haciendo referencia directa a
los trabajos de los alumnos. Menciona y explica los errores que se han cometido,
dirigiéndote al grupo en particular para que los entiendan.
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ANEXO VIII. SOLUCION DE LA ACTIVIDAD 7

Esta actividad consiste en completar el rompecabezas con los nimeros del 1 al 7 de
forma que el resultado de sumar cada linea sea el mismo. Si se suman todos estos
nlimeros, se obtiene 28. La casilla de arriba es comun a las dos lineas. Se asigna a dicha
casilla un valor a cualquiera del 1 al 7. La suma de los restantes nimeros sera 28 — a.
Puesto que el valor de la suma de los niumeros situados en cada linea tiene que ser el
mismo, se tiene que la suma de los digitos que ocupan las tres casillas restantes en cada

, 28—a . .
linea vale — Este dato muestra que solamente puede situarse un nimero par en la

casilla superior, porque al dividir entre dos, para que la division sea exacta, el numerador
debe ser par. Para que el numerador sea par, el valor de a solo puede ser par ya que al
restar un niumero impar a 28 (que es par), se obtiene un nimero impar y no se podria
efectuar la divisién exacta. Consecuentemente solo se puede situar en la casilla superior
los numeros 2, 4 y 6, por lo que las soluciones a este problema son finitas.

&)
XD O
&R &

Figura 15.1. Primer caso de suma madgica. Figura 15.2. Segundo caso de suma magica.

Figura 15.3. Tercer caso de suma magica.

Los valores de las sumas magicas son 15, 16 y 17 para las figuras 15.1, 15.2 y 15.3,
respectivamente. Al no haber mas casos posibles tampoco podemos obtener otros
valores de sumas magicas distintos a los anteriores.
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ANEXO IX. PLAN DE CLASE DE LA ACTIVIDAD 13

1. Fase de inicio e introduccion de la tarea (5 minutos)

Al llegar a clase, explica a los alumnos que la sesion de hoy es practica, en la que les
tocara a ellos trabajar lo aprendido:

«En la clase de hoy no vamos a dar temario del libro de texto. Me gustaria que esta vez
sedis vosotros los que trabajéis y pongdis en prdctica la teoria que vimos el ultimo dia.
Para ello, os he preparado una tarea en la que tenéis que experimentar con numeros y
figuras.

Quisiera comentaros que mi objetivo no es que la entreguéis hecha a la perfeccion. No
pasa nada si os equivocdis. Para eso estamos aqui, para aprender. No os desaniméis si
al principio no sabéis como empezar o no podéis terminarla entera. Yo estaré aqui con
vosotros para ayudaros, pero primero debéis intentarlo por vuestra cuenta, puesto que
asi aprenderéis mucho mds que si os digo la respuesta directamente. Tened paciencia y
sed constantes.»

Entrega una copia de la tarea a cada alumno y pideles que lo lean tranquilamente de
manera individual. Pasado un minuto, lee el enunciado en voz alta y preglntales si
tienen alguna duda respecto a lo que se esta pidiendo que contesten en la actividad o
algun dato que no entiendan. Asegurate de que todos entienden el enunciado. Es muy
importante no revelar ninguna pista que pueda condicionar su trabajo.

2. Fase de exploracion y desarrollo (25 minutos)

Pide a los alumnos que formen grupos de 3 componentes y que realicen los apartados
de la tarea aportando ideas entre todos. Repdrteles tijeras, pegamento, cartulinas para
gue recorten el tangram y folios para que realicen sus cdlculos e indagaciones.
Aconséjales que experimenten primero con las formas antes de pegarlas de forma
definitiva. Deja unos minutos para que hablen entre ellos y empiecen a indagar. Pasado
este tiempo, circula por los distintos grupos, queddndote, de momento, al margen y
escuchando sus conversaciones y razonamientos. Si ves que algun grupo se encuentra
atascado, dirigete hacia ellos y diles que te expliquen cdmo estan intentando realizar la
tarea. Después, hazles preguntas o comentarios de tal forma que ellos mismos puedan
responderse a sus dudas.
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En esta tarea, los estudiantes pueden no llegar a encontrar la figura buscada porque han
cometido errores en el proceso de cdlculo del maximo comun divisor, minimo comdun
multiplo o descomposicion de un nimero en factores primos. Suelen equivocarse ya que
tienden a coger el factor comun de mayor exponente al calcular el mcd por inercia de
la palabra «mayor». Sucede lo mismo pero a la inversa con el mcm. Podrias decirle lo
siguiente: «Recordad que, tal y como dijimos en clase, las palabras mdximo comun
divisor y minimo comun multiplo son engafiosas». Si siguen sin encontrar el error,
puedes remitirlos a su cuaderno, que busquen un ejemplo hecho en clase y verifiquen
el procedimiento.

En el apartado b), cuando tengan elaborado el matgram, entrégales sobres de papel
para que lo inserten dentro. Este sobre debe intercambiarse con otro grupo aleatorio y
resolverlo.

Cuando lleguen al apartado de la elaboracion del pdster, entrégales folios tamafio A3y
pideles que peguen el matgram de la actividad, el que han intercambiado con sus
compafieros y el procedimiento realizado para resolverlos.

3. Fase de debate y discusion (10 minutos)

Una vez que han finalizado el pdster, puesto que esta tarea es bastante sistematica, pide
a un grupo voluntario que explique el procedimiento que ha llevado a cabo para resolver
el matgram. Pregunta al resto de grupos si han tenido algin problema para resolver su
rompecabezas o el de sus compafieros. En caso afirmativo, que expliquen dénde creen
gue ha estado el error.

4. Fase de sistematizacion del aprendizaje matemdtico (10 minutos)

Emplea esta fase para reorganizar todos los conceptos relevantes implicados en la
resolucion de la tarea. Debes destacar los siguientes:

= (Criterios de divisibilidad de numeros naturales;
= Descomposicidn de un nimero en factores primos;
= Cdlculo del maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos nimeros.

Menciona cual es la figura resultante. Revisa los pdsteres y explica los errores que se
han cometido, dirigiéndote al grupo en particular para que los entiendan. Animalos a
que se compren un tangram, que realicen si quieren su adaptacién al matgram y

150



Universidad de Jaén ANEXO IX

PLAN DE CLASE DE LA ACTIVIDAD 13

jueguen entre ellos o con su familia, puesto que es un juego que desarrolla mucho la
vision espacial y la competencia matematica.
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ANEXO X. POSIBLE SOLUCION DE LA ACTIVIDAD 13

Hay que obtener el maximo comun divisor y minimo comun multiplo de 60 y 90. Para
ello se descompone cada nimero en sus factores primos:

60 =22%x3x%x5
90 =2x3%x5
También, se debe descomponer en factores primos los nimeros 72 y 1.024:
72 =23%3
1.024 = 210

Con estos datos se pueden unir todas las piezas y se obtiene la Figura: 17.1

Figura 17.1. Solucién del matgram
(Vazquez & Alba, 2006, en
https://www.matesymas.es/wp-
content/uploads/2019/08/matgram_
divisores.pdf).

Un ejemplo de matgram que pueden proponer los alumnos es el de la Figura 17.2, con

forma de gato:
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Figura 17.2. Posible matgram que pueden proponer los alumnos.
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