UNIVERSIDAD DE JAEN
Facultad de Ciencias Sociales y Juridicas

Trabajo Fin de Grado

EXTREMOS RELATIVOS
LIBRES. ELABORACION
DE UN TUTORIAL PARA
SU CALCULO
UTILIZANDO EL
PROGRAMA
MATHEMATICA

Alumno: Luis Viedma Gonzalez

JUNIO, 2015




Extremos relativos libres. Elaboracién de un tutorial para su cdlculo utilizando el programa Mathematica.

CONTENIDO
1. INTRODUCCION. ....oovoeieveeieeieseeteses s sss s 2
L1 SUMMARY ..o eeetes s es st 2
2. CAPITULO 1: EXTREMOS DE UNA FUNCION. ....cooovoevereeieeeeeeseesssseesesses e, 3
2.1, DEFINICION. ....ooiiiiiiieieeeeie ettt 3
2.2. TIPOLOGIA 'Y DESARROLLO ANALITICO....c.cocoomvereeieneiereeeseeeseeees s, 3
3. CAPITULO 2: EXTREMOS RELATIVOS LIBRES. .......covevveeiereeieeiesseneeesensesiensea 5
3.1. DEFINICION Y DESARROLLO ANALITICO .....coovviererieriereeesseeeenses s 5
3.2. CALCULO DE EXTREMOS RELATIVOS LIBRES. EJEMPLOS..........ccccvevunae.. 6
4. CAPITULO 3: EXTREMOS RELATIVOS CONDICIONADOS.........ccooomrrrrnrrnreees 10
4.1. DEFINICION Y DESARROLLO ANALITICO. ....o.cvoievceeeeieeeeeeee e, 10

4.2. CALCULO DE EXTREMOS RELATIVOS CONDICIONADOS. EJEMPLOS. ...12

5. CAPITULO 4: SOFTWARE MATHEMATICA V.10. ....coovvireeereiererseeeesesrsnienennes 16
6. CAPITULO 5: APLICACION A LA ECONOMIA.......c.covieeeeeeeeeee e, 24
6.1.  INTRODUCCION. .....o.ooveeereerereseesneeeeeesessiesees s sees s 24
6.2. EJEMPLO FABRICA. .....ovoiveeeeeeeeeeeeeeeveeetes s sesee s 24
6.3.  EJEMPLO BENEFICIO .......oooiveeeeeeeieeeeeeosseesieseesseeseeseesseessess s snsenes 27
6.4. EJEMPLO RESTRICCION DE COSTES. ....ccosvvrvereeeeeereessesisseessesssseessnssnne 29
7. CAPITULO 6: TUTORIAL. ..oocvoieeeeeeeeseesteseeseesieesess s sees st esaes s snansenees 31
8. CAPITULO 7: CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS.........cocomverrimrrereriesrsreenseeneennees 34
9. BIBLIOGRAFIA. ...ttt 35
10. ANEXOS. ..ot seeie s ses s 36
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1. INTRODUCCION.

Este trabajo tiene como propdsito realizar un tutorial con fines docentes sobre la
resolucion del célculo de extremos relativos, tanto su variedad de extremos relativos libres
como extremos relativos condicionados y los extremos absolutos mediante el software
Wolfram Mathematica version 10.0 en espafiol utilizando el sistema operativo Windows 10.

Al margen de guiar al lector mediante el texto aqui plasmado, se facilitara a su vez una
guia multimedia elaborada con el software Adobe Captivate version 77.0.0.118 que servira de
soporte docente para la comprension paso a paso de la estructura del Mathematica.

En este tutorial se presentan ejercicios resueltos que ayudaran a comprender mejor la
explicacion.

Una vez finalizado el proceso de aprendizaje, el interesado sera capaz de afrontar el
calculo de extremos en funciones de varias variables y a su vez dar respuesta a la necesidad
de optimizacion en cualquier tipo de ambito consiguiendo de este modo averiguar maximos y
minimos que se consideren oportunos.

El ensayo ha sido desarrollado en 6 capitulos. En los capitulos del 1 al 3 se definiran
los aspectos cruciales para el calculo de extremos seguido de sus correspondientes
desarrollos. En el capitulo 4 hablaremos acerca del programa Mathematica, sus mecénicas y
ejemplos préacticos. Seguiremos con la aplicacion econdémica de estos recursos en el capitulo 5
y el dltimo capitulo serd el de conclusiones y recomendaciones, donde se hara una breve
apreciacion de las sensaciones a la hora de desarrollar el temario, consideraciones personales
y recomendaciones. Los dos Gltimos apartados del trabajo quedan reservados para la

bibliografia utilizada y el adjunto de anexos.

1.1.SUMMARY

This essay will explain to the reader the method to use the software Mathematica v.10 in
order to calculate relative extrema, not only free relative extremes but also absolute and
condictional extrema. The further the lector goes throw the essay, the bigger will be his
knowledge about this topic. It will go along, using captures of the platform and multimedia
support, step by step to get used to the way to practice and solve problems related with

optimization. Notice that this essay is written in Spanish.
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2. CAPITULO 1: EXTREMOS DE UNA FUNCION.

2.1.DEFINICION.

Los extremos de una funcién se conocen como los valores més grandes o méas pequefios que
obtiene una funcién en una region determinada.

Si estos extremos son los méas grandes o pequefios, segun se esté analizando, en la totalidad
del dominio de la funcién, y por consiguiente no existe, para ningun valor de la funcién, un
punto cuya imagen sea superior en caso de hablar de maximos, o inferior en caso de hablar de
minimos, entonces estaremos hablando de extremos absolutos.

Si por el contrario, el extremo es analizado dentro de un conjunto particular sin atender a la
totalidad del dominio, estaremos hablando de extremos relativos o extremos locales, puesto
que si agrandasemos el conjunto existirian valores de la funcién cuya imagen serian mayores

0 menores que la de estos extremos relativos.

2.2.TIPOLOGIA Y DESARROLLO ANALITICO.

La expresion analitica de los extremos de una funcion es la siguiente:

Extremos relativos o locales.

Planteamiento; Sea f(x):Ac R - R,seax, € A ysea P= (x, A(xo))

En el caso de analizar un maximo en un entorno E"(Xo),

Se dice que el punto P es un maximo relativo de f si existe un entorno
T E1(x,) Vx de E(x) y Axo) 2 /(%)

En el caso de analizar un minimo;

Se dice que el punto Pes un minimo relativo de f si 7 E{(x,) Vx de E{xg) y Axo)<Ax)

Extremos absolutos.

Planteamiento; Sea Ax):AcR —>R,seax, e AyseaP = (x,,Axp))

En el caso de analizar un maximo
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Se dice que el punto P es un maximo absoluto de /si Vx =x, € A - Axy) = Ax)
En el caso de analizar un minimo

Se dice que el punto P es un minimo absoluto de /si V'x =x, € A - Axy)< Ax)

Para poder abarcar mayor terreno a la hora de analizar los extremos continuaremos

exponiendo la teoria en funcion de varias variables.

Extremos relativos de varias variables.

Sea f(xq, x4, X3, ..., X,) Una funcion a optimizar en funcién de las siguientes restricciones o
condiciones:

g1 = (X1, X2, X3, oo, Xp)

g2 = (X1, X2, X3, eue, Xp)

g3 = (Xl,XZ,X3, ""xn)

Im = (X1, X2, X3, .., Xp)
Siendom < n.
Siendo f(x1, %2, X3, ) Xp) la funcion objetivo y
Im = (x1,%5, %3, ..., X)) < b, coni = 1,2,3,...,m las restricciones del problema.
Sim = 0y por consiguiente no hay restricciones, entonces los extremos resultantes seran
relativos libres.
Sim >0y por consiguiente hay restricciones, entonces los extremos resultantes seran

relativos condicionados y la funcién objetivo estara sujeta a ciertas condiciones.
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3. CAPITULO 2: EXTREMOS RELATIVOS LIBRES.
3.1.DEFINICION Y DESARROLLO ANALITICO
Definicion.

Sea D abierto, x, perteneciente aDy / D cR™ — R, definida /como /( xq, X3, X3, ..., Xp) Y

Im (X1,%3,%3, ..., x,) = 0,coni=123,..,m

1. /f(x) presenta un minimoenx, e D si f(xy) < f(x),Vx €B (xy,7).
2. /(x) presenta un maximoen x, € D si /(xy) > f(x),Vx €B (xo,1).
3. f(x) presenta un punto de silla relativo en x, € D si Existe x;,x, € B (x,,7) tal

que:
S (x0) > /(x1)
S (x0) < /(x2)
Siendo B (x,,7 ) un entorno cerrado de centro x, y radio r.

Condicidn necesaria.

Sea D abierto, x, € D /D cR" - R

Si _/tiene un extremo relativoen xq y /€ C! (x9) = V/(x) = 0
Matriz Hessiana.

Sea D abierto, x, €D, /D cR™ >R, /e C? (x), se llama matriz Hessiana a la matriz

cuadrada y simétrica siguiente:

’f(Xo) fXe)  0%f(Xo)

dx? dx,0x, 0x,0xy,
0*f(Xo) 0*f(Xo)  0%f(Xo)
Hf(XO) = axlaxZ ax22 axzaxn
0’f(Xe) 0 (X)  0%f(Xo)
0x,0x, 0dx,0x, dx2
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Condicién suficiente.

Sea D abierto, x, e D, /D cR"®™ 3R, feC? (xp),
1. Si H(x,) es definida positiva, entonces f tiene un minimo relativo en x,.
2. Si He(x,) es definida negativa, entonces f tiene un maximo relativo en x,.

3. SiHg(x,) es indefinida, entonces f tiene un punto de silla relativo en x,.

3.2.CALCULO DE EXTREMOS RELATIVOS LIBRES. EJEMPLOS.

En el siguiente apartado veremos algunos ejemplos del calculo de extremos relativos libres de

varias variables e intentaremos generar una idea de como resolverlos.

EJEMPLO 1.

Optimice la siguiente funcion:

f(x:y)= 1—X2—y2

Calculamos las dos derivadas parciales primeras de la funcién:

of
ax X
of
@ —2y

Igualamos las dos derivadas parciales a 0 para obtener asi los puntos que anulan la derivada,

es decir, en los que se produce la irregularidad.

of

x x=0;
of
—=-2y=0
dy Y



Extremos relativos libres. Elaboracién de un tutorial para su cdlculo utilizando el programa Mathematica.

Una vez obtenidos los puntos, en este caso (x,y) = (0,0), desarrollamos la matriz Hessiana
asociada a la funcién con el objetivo de ver si es positiva o negativa, para ello resolvemos las

derivadas parciales segundas:

0% f
Froaia
62
or_ _,
dy?
62
f=0
dxdy
62
f _y
Jdyox

Hy = (_02 —02)

Calculamos los menores para poder clasificar los resultados,
H=-2<0
H, = Det(H;) =4 >0

La funcion es definida negativa, por lo que el punto singular (0,0 ) resulta ser un méaximo

relativo de la funcion f (x,y).

-50

-100 |

Figura 1.

Como podemos observar en la figura 1, la funcion describe un méaximo en el recinto acotado,
que gracias a los calculos desarrollados podemos confirmar que es un maximo relativo en el
punto ( 0,0).
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EJEMPLO 2.

Maximice la funcién f (x, y) siguiendo los pasos naturales en su célculo, siendo x # 0,y # 0

flx,y) = x*(x* = 2) + y*(y* = 2) + 4xy

Calculamos las dos derivadas parciales de primer orden de la funcion:
af
ox
af
ay

(x,y) = 4x3 — 4x + 4y

(x,y) = 4y3 — 4y + 4x

Igualamos las dos derivadas parciales a O para obtener asi los puntos que anulan la derivada,
es decir, en los que se produce la irregularidad.

x*—x+y=0

y +x—y=0

Realizando los calculos necesarios para resolver el sistema de ecuaciones llegamos al

resultado siguiente

40,0, B(V2,—V2), C(—V2,V2)

Una vez obtenidos los puntos, en este caso al obtener varios resultados conseguimos una
combinacion de sus puntos; desarrollamos la matriz Hessiana asociada a la funcién con el
objetivo de ver si es definida positiva, negativa o indefinida en todos los puntos, para ello

resolvemos las derivadas parciales segundas:

aZ
a—xl:(x,y) =12x%2 -4
92f
a—yz(x,y) = 12_’)12 —4
92f 92f
0x0y (oy)=4= 0ydx ()

H _(12x2—4 4 )
- 4 12y% — 4
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Al haber 3 puntos, se ha de analizar qué sucede en cada uno de los puntos a excepcion del

punto A.

- Para B(2,—V2):
Hyp(yayz) = 12(V2) —4=20>0

12(vZ)" -4 4

det [Hy( 3 _y70)| = ) 2 4] ~576 <0

En este caso, la funcion es indefinida por lo que en el punto B(v/2, —v/2) hay un punto de

silla.

- Para C(—V/2,V2):
Hypciayn = 12(—V2) - 4= -28 <0

12(—VZ) -4 4

det [H;(_5.50)| = ) ey ~576 <0

En este caso, la funcion es indefinida por lo que en el punto C(—v2,v/2) hay un punto de

silla.

Figura 2.

La figura 2 corresponde a la gréfica de la funcién objetivo y podemos ver claramente el
cambio de tendencia que experimenta generando el punto de silla que hemos obtenido en el
calculo.
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4. CAPITULO 3: EXTREMOS RELATIVOS CONDICIONADOS.

4.1.DEFINICION Y DESARROLLO ANALITICO.

Definicion.

Sea D abierto, x, pertenecientea Dy /D cR™ — R, definida_#como

f(xlr X2, X3y we)y xn)

Sujeta a unas restricciones tales como

gl = (x11x21 x3, ""le)
g2 = (xl;xz,X3, ...,xn)

g3 = (xl; X3, X3, ...,xn)

Im = (xlfo'xB' ""xn)

Siendo0 <m<n

Se define la funcién Lagrangiana como:

L(xy, X5, X3, wuy Xpy A1, A2y A3y e, A)

= f (X1, X2, X3, oo, Xn) + A1[91 (X1, X2, X3, ..o, Xpp) — by]

+ AZ[gZ(xli X2,X3, ---;xn) - bZ] + AB[gB(xlleIx:gl ---:xn) - b3] + -

+ Am[gm(x1’x2’x3' ...,Xn) - bm]

Siendo A1, A2, As, ..., Ay Variables auxiliares llamadas multiplicadores de Lagrange destinadas

a resolver el problema en cuestion.

10
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Condicidn necesaria.

Sea D abierto, x, pertenecientea Dy /2 D cR"™ —> R, definida_#como

f(xq, %0, X3, 0oy Xp)

Sujeta a unas restricciones tales como

g1 = (X1, X2, X3, e, Xp)
g2 = (X1, %2, X3, w00, Xp)

g3 = (Xl,XZ,X3, ""xn)

Im = (xl'XZ'x3' "'lxn)

Siendo0 <m<n
Tal que feC*(D)yg = (91,92 93 > 9m) : D cR™ >R tal que g e C* (D). Six, €D
es un extremo (maximo o minimo) del problema general de optimizacion, entonces, existe

Ao = (A1, 42,13, ..., 4, ) tal que (xq, 44) €s un punto critico de la funcion lagrangiana.

Condicidn suficiente.

Siendo /ADcR" R, feC>(D)yg = (91,92 93 > 9m): D cR* >R  tal que
g €Ct (D).
Sea L (x,A) lafuncidn lagrangianay (x,, Ay) un punto critico de dicha funcion.

Sea,

92L(Xo,Ap) G2L(Xy, Ao) 9°L(Xo, A0)
dx? 0x,0x,  0x,0%,
32L(Xp, Ay) 02L(Xy o) 82L(X,, Ao)
HyL(Xo,40) = 0x,0x, dx2 T T ox,0x,
02L(Xo, o) 9*L(Xy, 4o) 92L(Xo,4o)
dx,0x, dx,0x, dx2

11
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Y restringida por J,(x,).dx = 0.
Si la matriz es definida positiva, entonces x, es un minimo relativo de /condicionado por

g(x) = b.
Si la matriz es definida negativa, entonces x, es un maximo relativo de /condicionado por

gx) = b.

4.2.CALCULO DE EXTREMOS RELATIVOS CONDICIONADOS. EJEMPLOS.

En el siguiente apartado veremos algunos ejemplos del calculo de extremos relativos libres de

varias variables e intentaremos generar una idea de como resolverlos.

EJEMPLO 3.

Dada la siguiente funcion f (x, y) trate de optimizarla, sabiendo que esta sujeta a la restriccion

x+y=12
fl,y) =xy
S.a.
x+y=12

Desarrollamos la funcion lagrangiana, aportando tantas variables auxiliares/lagrangianas

como restricciones tenga el problema.

Lx,y,)) =xy+A(12 —x —y)

Calculamos las derivadas parciales de la funcién lagrangiana y las igualamos a cero con el fin

de obtener los puntos criticos,

12
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(OL
YD =y-1=0=1=y

<aL( A) = A=0=>21=
3y xX,y,A) =x = =x

oLy =12 =0
L gyt XTy=

Se resuelve el sistema de ecuaciones y se obtienen las siguientes coordenadas,

xX=6 y==6 A=6
Hacemos la matriz Hessiana con sus correspondientes derivadas de segundo orden y
calculamos los menores asociados.
0%L
ﬁ(x, y,A) =0
d%L
dxdy

62L( Do
ayz Y

(x,y,41) =1

(0 1
Hy, = (1 o)
Calculamos los menores asociados.

Hlf:O

El menor de orden 1 es 0, por lo que nos encontramos ante un caso dudoso y habra que
realizar un analisis mas profundo.

Q = 2dxdy

gx,y)=x+y—12
Jg =11
JgdX =0
dx +dy = 0;dx = —dy
Qr = 2(—dy)dy

13
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Qr = —2dy*
Qr = (—2)
Qir=-2<0

La funcidn es definida negativa por lo que en el punto (x,y) = (6,6) hay un maximo relativo

condicionado.

EJEMPLO 4.

Calcular los puntos Optimos de la funcion de tres variables f (x,y, z) sabiendo que en este

Caso Se encuentra sujeta a 2 restricciones:
f(x,v,z) = 2x% + y? + 322
s.a.
g1(x,y,z) =x +y+z =14

g.(x,y,2) = 5x + 10y + 15z = 150

Desarrollamos la funcion lagrangiana, aportando tantas variables auxiliares/lagrangianas

como restricciones tenga el problema.
L(xlylzlﬂfll/lz)=2x2+y2+3Z2 + /,Ll(x + y + Z_14)+
+1, (5x+ 10y + 15z —150)

Calculamos las derivadas parciales de la funcion lagrangiana y las igualamos a cero con el fin

de obtener los puntos criticos,

dL
a(x,y,z,ﬂl ,X«z) = 4x+/11 + 5/12 = 0

14
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dL
@(x,y,z,ﬂl,/lz)=2y+/11+10/12=0
oL
E(x,y,z,ﬂfl,/lz):6Z+/11+15/12:0
dL
ﬁ(x,y,z,/ll,ﬂ,z) =x+y+z-14=0
1
dL
ﬁ(x,y,z,,/ll,/iz)=5x+10y+152—150=0
2

Se resuelve el sistema de ecuaciones y se obtienen las siguientes coordenadas,
8

x=2 y=8 z=4 4 =0 /12=_§

Hacemos la matriz Hessiana con sus correspondientes derivadas de segundo orden.

4 0 0
Hf=<020>
0 0 6

Calculamos los menores asociados a la matriz.
4 0
det [Hy] = |0 2| =8>0

4 0 O
0 2 0
0 0 6

det [H/] = =48>0

La funcion es definida positiva por lo que existe un minimo relativo condicionado en el punto

(x,y,2) = (284)

15



Extremos relativos libres. Elaboracién de un tutorial para su cdlculo utilizando el programa Mathematica.

5. CAPITULO 4: SOFTWARE MATHEMATICA V.10.

Woliram
Mathematica 10

A continuacion explicaremos paso a paso como utilizar el software Mathematica 10 para el

calculo de extremos de cualquier tipo.

En este tutorial daremos por supuesto que se conoce la mecénica basica del software, asi pues,
solo se explicara con detalle el calculo y algunos apartados puntuales. Acompafiando este
compendio se adjuntara también una explicacion multimedia con el fin de facilitar la

experiencia al interesado.

A la hora de calcular cualquier extremo, ya sea relativo o absoluto, lo primero que deberemos
hacer es establecer la funcion objeto de estudio y sus variables asociadas. Hay que hacer
hincapié a la hora de la sintaxis, puesto que el software es muy escrupuloso a la hora de leer
lo que el usuario haya transcrito, dandose con frecuencia errores o malentendidos debido a

una mala redaccion.

Para que sea mas facil el seguimiento de este tutorial utilizaremos como ejemplos, los ya

expuestos con anterioridad en los primeros apartados.
Calculo de extremos relativos libres.

Vamos a resolver con el programa Mathematica los problemas anteriores
flx,y)=1-x%—y?

nf= £[x_, ¥v_] = 1-x? —yz

Out[i]= 1 - x? - yz

16
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Para establecer la funcion habré que escribir la letra con la que vayamos a definir la funcion,
es este caso es f seqguido de corchetes donde iran las variables asignadas separadas por comas
y con un guion bajo despues de la variable; acto seguido escribiremos un signo igual y la
funcién, teniendo en cuenta que no hay ninguna separacion entre los caracteres. Al finalizar la
férmula teclearemos SHIFT+INTRO, lo que hayamos redactado se clasificard con el prefijo
in(#):=, siendo # el ndamero correspondiente a la entrada. NOtese que aparecerd
automaticamente una segunda linea con la transcripcion de lo que el software haya entendido,

y al ser una respuesta, el prefijo serad out(#)= siendo # el nimero correspondiente a la salida.

En esta nueva version de Mathematica, el programa ofreceréd unas opciones debajo del parrafo
inscrito como por ejemplo el de crear una gréafica, simplificar la expresion, derivar o integrar,

entre otros.

Continuando con el calculo, procederemos a la resolucion de las derivadas parciales primeras
igualando éstas a cero. En este caso, para realizar un calculo, usaremos el comando “Solve” y
para introducir una derivada, podremos utilizar la letra D mayuscula, que el programa asimila
automéaticamente a la funcion derivar, o bien, podremos usar el boton correspondiente en

cualquiera de las paletas.

Calculamos las dos derivadas parciales primeras de la funcion. Igualamos las dos derivadas
parciales a O para obtener asi los puntos que anulan la derivada, es decir, en los que se

produce la irregularidad.

Todos estos pasos se abrevian en el software del siguiente modo,

2= Solve[{D[£f[x, v], x] =0, D[£f[x, v], v] =0}, {x, v}]
oufzl= {{x->0, y—>0}}

El esquema a seguir en este caso para la funcion Solve es:

Solve[{D[funcién],variable diferencial]==0, repetir mismo esquema en funcién del namero

de variables separadas por comas},{esquema de variables separadas por comas}]

17
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Una vez obtenidos los puntos, en este caso (x,y) = (0,0), desarrollamos la matriz
Hessiana asociada a la funcion con el objetivo de ver si es positiva 0 negativa, para ello

resolvemos las derivadas parciales segundas.

En el programa Mathematica definiremos primero el nombre de la matriz Hessiana; en este
caso la llamaremos ‘Hessianaf” seguido de un igual y pincharemos en el icono de la matriz en

la paleta.

Basic Commands @

Vx y=x df}:ﬂ List 2D 3D

Linear Algebra and Matrices

oo Add Row
( = EI) Add Column
RowReduce Inverse
LinearSolve Transpose
MatrixForm MatrixPower
More Create

Matrix Decompositions

Acto seguido nos aparecera el esquema que hay que seguir para completar los campos de la

matriz que hemos seleccionado.

. O o
Hessianaf = ( )
o O

Cada cuadrado corresponde a una localizacion de la matriz. En este caso, para introducir las

derivadas parciales segundas seleccionaremos el boton correspondiente en la paleta.
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¥ Basic Commands @
Vx y=xﬁ(::) List 2D 3D
Calculus
D Limit
Integrate Integrate (definite)
Sum DSolve
GD ] am,m u
fld:l E mdo
Zg:u u rlg:ﬂ u
More Numeric

Multivariable Calculus

Y rellenaremos los campos de la forma en la que se indica, escribiendo la referencia de la

formula principal y las variables correspondientes a la matriz Hessiana.

o o a O

VarI r Varz Vari r Varz

o o a8 O

VarI r Varz Varl r Varz

Hessianaf =

Una vez completados los campos y escritas las variables el programa automaticamente nos

dara el resultado de la matriz en forma lineal.

. -2 0
In[3:= Hessianaf = ( )

0 -2

Out[3]= {{—2; O}r {Or _2}}

Si quisiéramos ver la matriz en su estado natural utilizaremos el comando

MatrixForm[Nombre asignado a la matriz].
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in4:= MatrixForm[Hessianaf]

Out4)//MatrixForm=

o 2

En este caso es facil adivinar que el determinante de la matriz es positivo, pero si quisiéramos

averiguarlo mediante el programa, el codigo a usar es Det[Nombre de la matriz].

inj5:= Det [Hessianaf]

outsl= 4

Como vemos, el resultado es 4 y es mayor que 0, por lo que el punto singular (0,0) resulta ser

un minimo relativo de la funcion f (x,y).

Para realizar este problema con Mathematica hemos seguido el mismo proceso y los mismos
pasos que si se hubiera hecho sobre el papel. No obstante, el programa dispone de dos
comandos, “Maximize” y “Minimize” que calculan los puntos donde la funcién alcanza sus
extremos, ya sean libres o condicionados, facilitandonos no sélo el punto donde optimiza sino

que también nos proporciona el valor del méximo o del minimo.

La sintaxis de este comando es Maximize[f[Xx,y], {X,y}] o bien Minimize[f[x,y], {X,y}]

6= Maximize [£[x, v], {x, ¥}]
ourel= {1, {x>0, y—>0}}

In7:= Minimize [£[x, v], {x, ¥}]

33
out[7]= {—oo, {x—>—m, ¥ > E}}

Puesto que en el problema no sabiamos, a priori, si ibamos a obtener un maximo o un

minimo, decidimos aplicar ambos comandos.

Viendo el resultado podemos afirmar que existe un maximo en (x,y) = (0,0) cuyo valor es 1.
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Calculo de extremos relativos condicionados.

Continuamos resolviendo el siguiente ejemplo de extremos relativos condicionados:

f(x,y,z) = 2x* + y? + 322

S.a.
g1 (x,y,x)=x+y+z =14
g.(x,y,x) = 5x+ 10y + 15z = 150

L(x,y,2,A,,)=2x> + y> +322 + L, (x+y+z—14)+
+4, (5x + 10y + 15z — 150)

()= £[x_, ¥_, 2_] = 2 x? +y2 + 322

Out[il= 2 x? 4+ y2 +32°

n2l= gl[x_ , v , 2 ] =x+y+z =14

Outzl= X+y+2==14

n@l=g2[x_, v , 2_ ] =5x+10y+ 15z = 150

Oout3)= 5x+ 10y + 15z = 150

4= L[x_, ¥_, 2_, u_, V.] =
2x2+y2+322+u(x+y+z—14) +v(5x+10y + 15z - 150)

oudl= 2x> +y* +3z2+u(-14+xXx+y+2) +v (-150+5x+ 10y + 15 z)
Igualamos a 0 y resolvemos el sistema de ecuaciones.

ins)= Solve[{D[L[x, ¥, Z, u, V], x] =0, D[L[x, ¥, 2, u, v], ¥y] =0,
D[L[x, ¥, 2, u, V], 2] =0, D[L[x%, ¥, 2, u, v], u] =0,
D[L[x, ¥, 2z, u, v], v] =0}, {x, ¥, 2, u, v}]

Out[5]= {{x—>2, y—>8,z->4,u-0, ve—g}}
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Hacemos la matriz Hessiana

in6l:= Hessianaf =

Ox,xL[x, ¥, 2, u, v] O,yL[X, ¥, 2, u, V] Ox,:L[x, ¥, 2, u, v]
Oy, xL[x, ¥, 2, u, v] Oy,yL[X, ¥, 2, u, v] Oy, L[x, ¥, 2, u, v]

8:,xL[x, ¥, 2, u, v] 8;,yL[x, ¥, 2, u, v] 8;,.L[x, ¥, 2, u, v]

ouel= {{4, 0, 0}, {0, 2, O}, {0, O, 6}}

In[7]:= MatrixForm[Hessianaf]

Out{7}//MatrixForms=
4 00
[ 0 20 ]
0 0 6

Clasificaremos la forma cuadratica dad por la matriz Hessiana mediante valores propios

usando el comando Eigenvalues[Nombre de la Matriz].

ing}:= Eigenvalues [Hessianaf]

outlgl= {6, 4, 2}

Al ser todos los valores propios mayores que 0, la matriz es definida positiva, por lo que hay
un minimo relativo condicionado en el punto (x,y,z) =(2,8,4).

Aqui, en el caso de los extremos relativos condicionados, también se puede usar los
comandos “Maximize” y “Minimize” anteriormente expuestos. La sintaxis cuando
introducimos restricciones es Maximize/Minimize[{funcion, restriccion 1, restriccion 2,...,

restriccion n},{variables}].

= Maximize [{f[x, v, z], g91l[x, v, 2], 92([x, ¥, z]}, {x, ¥, 2}]

outg)= {o, {x - Indeterminate, y » Indeterminate, z - Indeterminate}}

nf10}= Minimize [{f[x, v, 2], 91[x, ¥, 2], 92[x, ¥, 2]}, {x, ¥, 2}]
oufig= {120, {x>2, y->8, z->4}}
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Es interesante destacar que aunque nuestra finalidad sea maximizar o minimizar, siempre
resulta enriquecedor y pedagdgico mostrar el proceso paso a paso, ya que asi obtendremos
resultados intermedios que quizas sean importantes y necesitamos tenerlos en cuenta para
algun otro resultado o para poner de manifiesto alguna caracteristica de las funciones o

restricciones.
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6. CAPITULO 5: APLICACION A LA ECONOMIA.
6.1.INTRODUCCION.

El fin en el célculo de los extremos de una funcién aplicado al campo de la economia es la
optimizacion de problemas para maximizar o minimizar una funcién. El objetivo es encontrar,
dentro del abanico de posibilidades, la conjuncion de factores que sea mas eficiente,
aprovechando al méaximo o al minimo las variables sujetas al problema. Por ello, es
fundamental la determinacion de las variables, asi como encontrar la funcién o funciones que
se deriven del problema, tanto la principal a optimizar, como aquellas que restrinjan las
posibilidades.

A continuacion procederemos a la demostracién del célculo de extremos aplicados a
situaciones de indole econdémica, debido a la gran variedad de aplicaciones que de este
céalculo se pueden derivar, nos conformaremos con algunos ejemplos basicos que puedan

entenderse y llegar a extrapolar comprendiendo su amplia aplicacion.

6.2. EJEMPLO FABRICA.

Una fabrica que elabora un producto tiene una capacidad de produccién de 3.000 unidades al

mes. La funcion de utilidad por producir y vender q unidades mensuales estd dada por

1
U(q) = —100.000 + 60.000 g + 985 g2 - 3 g3

Encuentre el nivel de produccion que maximiza la utilidad mensual.
Iremos desarrollando la solucidn con el programa Mathematica.

Tenemos que conseguir donde se alcanza el maximo absoluto de la funcion U en el intervalo
[0,3000].
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1
nfl= U[g_] = -100 000 + 60 000 q + 985 q° - 3 q
q3
ouff1}= —~100 000 + 60 000 q + 985 g° - 5
Como U es una funcion continua por ser un polinomio y queremos conseguir el maximo en
un intervalo cerrado podemos aplicar el algoritmo de busqueda dado en esta seccién.

Primero se calculan los valores criticos. Como la funcion tiene derivada en todas partes solo
planteamos U (q) =0 para encontrar los valores criticos.

in2l= D[U[q], q]

outizl= 60 000 + 1970 q - g°

in[3:= Solve [D[U[q], q] == 0]
ousl= {{q—->-30}, {q—2000}}

Realizamos la segunda derivada con el fin de certificar si en ese punto critico existe un
maximo o un minimo

Existe un maximoen g = 2000

In[4l:= Oq,q Ulq]

outal= 1970 - 2 g

in5]:= 1970 - 2 » 2000
outsl= -2030

Sustituimos g = 2000 en la funcién objetivo

25



Extremos relativos libres. Elaboracién de un tutorial para su cdlculo utilizando el programa Mathematica.

nisl= U[2000] 3
4179700 000 j
Out[B]= f

En conclusién el nivel de produccion en que la utilidad es méxima es 2.000 unidades.

1.4x%10°
1.2x10°
1.0x10°
8.0x108
6.0x10%
4.0x108

2.0%108

Figura 5.

Como podemos comprobar en la figura 5, la funcion acotada en [ 0,3000 ] obtiene un
maximo en g = 2000 donde el resultado es 1.393.233.333.
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6.3.EJEMPLO BENEFICIO

Una empresa produce dos tipos de bien, el producto A y el producto B. El coste diariao de

produccidn viene determinado por la funcion

C(a,b) = 0,04a® + 0,0lab + 0,01b%> + 4a + 2b + 500

Supongamos que el producto A es vendido a 15 u.m. y el B a 9 u.m. ;Cuéntas unidades hay
que vender de A y B para conseguir el maximo beneficio posible?
La funcion beneficio viene determinada por ingresos menos costes; pudiendo formularla de la

siguiente manera:

B(a,b) = I(a,b)-C(a,b)
B(a,b) =15a+ 9b—(0,04a2 + 001ab + 0,01b%> + 4a +2b + 500)

)= Fla_, b_] =15a+9b- (0.04a? +0.01xa*b+0.01b” +4a+2b+500)

oufil= ~-500+11a-0.04a’ +7b-0.0lab-0.01b?

Calculamos las derivadas parciales con respecto a cada producto y las anulamos para

conseguir los puntos criticos.

2= Solve[{D[F[a, b], a] =0, D[F[a, b], b] =0}, {a, b}]
ouzl= {{a - 100., b > 300.}}

Obtenemos el punto (a,b) = (100,300 ) cuya imagen asciende a 1100

in[3:= F[100, 300]
Outlg]l= 1100.

Calculamos la matriz Hessiana con sus correspondientes derivadas de segundo orden para

proceder al estudio de sus menores
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in4)= Hessianaf Oa,aFla, bl 0a,pFlas bl ]
n[4]:= 1 =
. 05,aF[a, b] Os,5F[a, b]
out4= {{-0.08, -0.01}, {-0.01, -0.02}} 3
In5]:= MatrixForm[Hessianaf] 3
Out[5)/MatrixForm=
-0.08 -0.01
-0.01 -0.02

Clasificamos la forma cuadratica por valores propios

in6l:= Eigenvalues [Hessianaf] j}

ousl= {-0.0816228, -0.0183772} 3

Los valores propios son menores que cero, por lo que la matriz es definida negativa, lo que se

resuelve en un maximo relativo en el punto (a, b) = (100,300)

100

1000

500

Figura 6.

Como podemos intuir en la figura 6, la curva de la funcion describe un maximo en el punto
(100, 300), es decir, la empresa maximizaria beneficios si produjese 100 unidades del

producto A y 300 unidades del producto B.
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6.4.EJEMPLO RESTRICCION DE COSTES.
Dada una empresa cuyo plan de costes esta dado por la funcion

Clx,y) =3+2x+2y
Y la funcién ingreso por
I(x,y) = 12x — x* + 20x — 3y?
Siendo x e y variables referentes a las cantidades demandadas de dos articulos. Debemos

maximizar la funcién beneficio sujeta a la restriccion de coste de 27 unidades. Es decir,

nuestro problema se traduce de la siguiente forma:
B(x,y) =1(x,y) — C(x,y)
B(x,y) = —x?—3y?+10x + 18y — 3

S.a.

3+2x +2y =127

= L[x , v , u]=-x*-3y*+10x+18y-3+u(3+2x+2y-27)

oufil= -3 +10x-%x*+18y-3y°+u (-24+2x+2y)

Calculamos las derivadas parciales primeras y las igualamos a 0 para obtener los puntos

criticos

in2)= Solve[{D[L[x, ¥y, u], x] =0, D[L[x, y, u], v] =0,
D[L[x, ¥, u], u] =0}, {x, y, u}]

outel= {{x—>8, y—>4, u->3}}

Calculamos la matriz hessiana con sus correspondientes derivadas de segundo orden
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. -2 0
In[3:= Hessianaf = ( )

0 -6

Out[3]= {{—2, 0}; {OI '6}]'

in[4]:= Eigenvalues [Hessianaf]

Outjd]= {-6, -2}

Los valores propios son negativos por lo que la matriz es definida negativa, y por tanto lo que
hay es un maximo relativo condicionado.
En el punto (x,y) = (8,4) la funcion tiene un maximo relativo condicionado que cumple con

la restriccion y que genera 37 u.m. de beneficio para la empresa.
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7. CAPITULO 6: TUTORIAL.

En este capitulo se presentaran a modo de diapositivas algunas partes del complemento

multimedia que acompafa a este trabajo para informacion del lector.

ograma Mathematica.
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8. CAPITULO 7: CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

Este es el apartado donde he de exponer mis recomendaciones y conclusiones fruto de la
elaboracion de este proyecto.

He de admitir que, habiendo cursado varias asignaturas relacionadas con el campo de las
matematicas y fuertemente ligadas al desarrollo econdmico en la optimizacion, el software
Mathematica, en su version 10, ofrece una experiencia mucho mas eficiente a la hora del
calculo de extremos relativos. La plataforma, aun teniendo el handicap de la sintaxis, el cual
en algunos momentos puede resultar tedioso, ofrece al usuario una experiencia que facilita el
desarrollo de la actividad si se sabe sacar partido a la misma.

El software ofrece infinidad de posibilidades, llegando al calculo inmediato de combinaciones
complejas y la exposicion de graficas. Obviamente, en este tutorial sélo se ha navegado por la
superficie del programa sin llegar a profundizar en su completo potencial.

Es mi deber como estudiante avanzado, instar a quien lea este ensayo a utilizar las técnicas
informaticas que derivan del uso del Mathematica.

Con el paso de los afios la tecnologia avanza acaparando los diversos campos de las ciencias,
en este caso sociales, y el ser humano ha de aprovechar las oportunidades que se les brinda
con el desarrollo de la misma.

En la docencia, sin duda es un plus en la calidad de la ensefianza, debiéndose implantar en
cualquier asignatura cuya materia esté ligada al calculo numérico. Si bien es necesario allanar
el programa previamente con el fin de acostumbrar al estudiante a la plataforma.

Si abordamos el campo de la economia, donde pretende implantarse en su gran mayoria el
calculo que aqui se describe, no podemos mas que aplaudir la idea de facilitar y fusionar la
teoria econdmica con las matematicas.

A modo de final he de comentar que el desarrollo de este caso ha sido sorprendentemente
agradable, lo cual no hace méas que demostrar al lector que el campo de las matematicas, si se
sabe abordar de una manera eficiente, puede resultar una 6ptima solucién a los problemas de

una manera entretenida.
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10. ANEXOS.

A modo de complemento de este tutorial, se adjuntara una presentacion multimedia donde la
explicacion del capitulo 6 se hara mucho mas demostrativa y facil de seguir para el lector. En
el formato online se adjuntaran los archivos correspondientes y en el formato fisico se

adjuntara un CD con el contenido general.
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