UNIVERSIDAD DE JAEN
Centro de Estudios de Postgrado

Trabajo Fin de Master

UNIDAD DIDACTICA:
VECTORES Y RECTAS

Alumnol/a: Martinez Martinez, Sebastian
Tutor: Prof. D. Antonio Moreno Verdejo

Dpto..  Didactica de las Matematicas (Universidad
de Granada)

Junio, 2020



Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
Formacién Profesional y Enseianza de Idiomas.

SEBASTIAN MARTINEZ MARTINEZ

Trabajo Fin de Master. Unidad Didactica: Vectores y Rectas

Resumen:
El presente Trabajo Fin de Master trata del disefio de la unidad didactica Vectores y

Rectas, encuadrada en el curso de cuarto de ESO. De manera previa al disefio de la unidad, se
ha realizado un estudio tedrico sobre la fundamentacidon del contenido matematico
seleccionado, basado en el andlisis didactico propuesto por Rico y Moreno (2016). Este analisis
didactico se desarrolla en cinco apartados: Marco curricular, Fundamentacion epistemoldgica,
Andlisis de Contenido, Analisis Cognitivo, Andlisis Instructivo y Analisis Evaluativo. Con esta
base, se proponen una serie de objetivos y contenidos a alcanzar, y que serviran de referencia
para la organizacioén de las sesiones previstas. Cada sesion dispondra de un plan de clase en el
gue se muestra su desarrollo y las tareas a realizar.

Palabras clave:
Geometria analitica, Vectores, Rectas, Didactica

Abstract:
The present Master's Final Project deals with the design of the teaching unit Vectors

and Lines, framed in the fourth year of ESO. Before that the design of the unit, a theoretical
study was carried out on the foundation of the selected mathematical content, based on the
didactic analysis proposed by Rico and Moreno (2016). This didactic analysis is developed in
five sections: Curricular framework, Epistemological foundation, Content Analysis, Cognitive
Analysis, Instructional Analysis and Evaluative Analysis. On this basis, a series of objectives and
contents to be achieved are proposed, which will serve as a reference for the organization of
the planned sessions. Each session will have a class plan that shows its development and the

tasks to be carried out.
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1. INTRODUCCION.

La importancia de las matematicas en la sociedad actual viene desarrollando un
aumento considerable dadas sus multiples aplicaciones. Vivimos en un mundo en el que el
analisis de datos, la informacién representada en tablas o graficas, y las estadisticas de todo
tipo son una constante diaria. Somos una sociedad numérica por necesidad y que, sin
embargo, adolece de lo que el famoso matematico Paulos (1998) denomina anumerismo o
incapacidad de manejar cdmodamente conceptos matematicos fundamentales.

El presente trabajo se encuadra dentro del Master Universitario en Profesorado de
Educaciéon Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacidon Profesional y Ensefanza de
Idiomas, en la especialidad de matematicas. Un mdster impartido por la Universidad de Jaén
que pretende dotar al futuro profesorado de conocimientos psicopedagdgicos y didacticos
para afrontar la practica docente.

El objetivo del trabajo es la elaboracién de una unidad didactica sobre la ensefianza de
ciertos conocimientos matematicos, en concreto, aquellos relacionados con Vectores y
Rectas. Se planificara su implementacion en el aula dentro del marco de una programacién
para Matematicas orientadas a las enseinanzas académicas de 42 ESO. Para ello, y de manera
previa, se realizara un estudio sobre la fundamentacién del tema elegido.

El estudio tedrico previo sobre la fundamentacién del contenido matematico
seleccionado, se realizard en base al analisis didactico propuesto por Rico y Moreno (2016).
Se desarrollard en cinco apartados: Marco curricular, Fundamentacién epistemoldgica,
Andlisis de contenido, Analisis cognitivo, Analisis Instructivo y Analisis Evaluativo.

Con este punto de partida tedrico, se podra avanzar en el desarrollo de la unidad
didactica propuesta. Partiendo de los conocimientos previos, se pretende que el alumnado
adquiera una base sdlida en lo que a geometria analitica se refiere, que les serd util tanto en
los cursos posteriores de bachillerato como en la educacién no obligatoria.
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2. FUNDAMENTACION.
2.1. Marco curricular.

A fin de encuadrar legalmente la Unidad Didactica que se desarrollarad en apartados
posteriores, es necesario realizar un recorrido por la legislacidn vigente, en la que se recogen
los contenidos que en este trabajo se tratan: Vectores y Rectas.

Antes de entrar en los contenidos concretos, debemos centrarnos en el curriculo, que
queda definido en la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad
educativa, en adelante LOMCE, y concretamente en el Articulo 6 del Capitulo Ill: Curriculo y
distribucién de competencias, como: “la regulacion de los elementos que determinan los
procesos de ensefianza y aprendizaje para cada una de las enseflanzas”. Ademas, esta ley
determina que el curriculo estd integrado por los siguientes elementos: Los objetivos, las
competencias o capacidades, los contenidos o conjuntos de conocimientos, la metodologia
didactica, los estdndares y resultados de aprendizaje y los criterios de evaluacion. Estos
elementos vienen definidos en el articulo 2 del Capitulo | del Real Decreto 1105/2014, de 26
de diciembre. Debido a la extensidn, estas definiciones se han incluido en el Anexo |: Partes
gue componen el curriculo. Podemos decir que el curriculo serd nuestro soporte para conocer
qué debemos ensefiar (contenidos), cdmo debemos ensefiar (competencias y metodologia),
cuando debemos ensefiar (clasificacion por etapas/cursos), qué se espera que el alumnado
alcance (objetivos), qué se espera que los estudiantes sean capaces de hacer (estandares de
aprendizaje) y qué debemos valorar (criterios de evaluacion).

Aunque la unidad didactica que se va a desarrollar estara encuadrada en el curso 42 de
Educacién Secundaria Obligatoria, en la materia Matematicas Orientadas a las Ensefianzas
Académicas, no podemos desmarcarnos del contexto curricular en que nuestra unidad estara
inscrita. Por ello, haremos un analisis del curriculo académico que desarrolla el Real Decreto
1105/2014, desde el primer curso de la ESO hasta Segundo de Bachillerato, detectando y
sefialando los bloques en los que se trabaja sobre nuestro tema, a fin de detectar los
conocimientos previos que el alumnado debe haber desarrollado antes de enfrentarse a
nuestra a unidad diddctica, asi como para determinar momentos posteriores en los que los
conocimientos adquiridos en nuestra unidad diddactica le serdn aplicables. En el curso objeto
de nuestra unidad de didactica, incluiremos los estandares de aprendizaje.

e Matematicas. 12 y 22 de ESO:
Bloque 3 — Geometria:

Elementos basicos de la geometria del plano. Relaciones y propiedades de figuras en el plano:
Paralelismo y perpendicularidad. Construcciones geométricas sencillas: mediatriz, bisectriz.
Propiedades. Circunferencia, circulo, arcos y sectores circulares.

Bloque 4 — Funciones:
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Coordenadas cartesianas: representacién e identificacion de puntos en un sistema de ejes
coordenados. El concepto de funcién: Variable dependiente e independiente. Formas de
presentacion (lenguaje habitual, tabla, grafica, férmula). Crecimiento y decrecimiento.
Continuidad y discontinuidad. Cortes con los ejes. Maximos y minimos relativos. Analisis y
comparacion de graficas. Funciones lineales. Célculo, interpretacién e identificacion de la
pendiente de la recta. Representaciones de la recta a partir de la ecuacion y obtencién de la

ecuacién a partir de una recta.

e Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. 32 de ESO:
Bloque 3 — Geometria:
Geometria del plano. Expresiones de la ecuacién de la recta.

e Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. 42 de ESO:
Bloque 3 - Geometria:

Iniciacion a la geometria analitica en el plano: Coordenadas. Vectores. Ecuaciones de la recta.
Paralelismo, perpendicularidad. Expresiones de la ecuacion de la recta.

Estandares de aprendizaje: 3.1. Establece correspondencias analiticas entre coordenadas de
puntos y vectores., 3.2. Calcula la distancia entre dos puntos y el médulo de un vector., 3.3.
Conoce el significado de pendiente de una recta y diferentes formas de calcularla., y 3.4.
Calcula la ecuacidn de la recta de varias formas, en funcion de los datos conocidos.

e Matematicas |. 12 Bachillerato:
Bloque 3 — Analisis:

Funciones reales de variable real. Funciones basicas: polindmicas, racionales sencillas, valor
absoluto, raiz, trigonométricas y sus inversas, exponenciales, logaritmicas y funciones
definidas a trozos. Derivada de una funcién en un punto. Interpretacion geométrica de la
derivada de la funcién en un punto. Recta tangente y normal.

Bloque 4 — Geometria:

Vectores libres en el plano. Operaciones geométricas. Producto escalar. Mdédulo de un vector.
Angulo de dos vectores. Bases ortogonales y ortonormales. Geometria métrica plana.
Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de rectas. Distancias y angulos. Resolucién de
problemas. Lugares geométricos del plano.

e Matematicas Il. 22 Bachillerato:
Bloque 4 — Geometria:

Vectores en el espacio tridimensional. Producto escalar, escalar y mixto. Significado
geométrico. Ecuacién de la recta y el plano en el espacio. Posiciones relativas (incidencia,
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paralelismo y perpendicularidad entre rectas y planos). Propiedades métricas (cdlculo de
angulos, distancias, areas y volimenes).

Ademads de los bloques especificos citados, es importante sefalar la presencia
sistematica que deberd tener el Bloque 1 — Procesos, métodos y actitudes en matematicas en
cada uno de los cursos, debiendo estar aparecer de manera transversal al resto de bloques,
por lo que sera necesario tenerlo en cuenta para el desarrollo de nuestra unidad didactica. Tal
y como establece el RD 1105/2014, en este bloque “se articulan procesos basicos e
imprescindibles en el quehacer matematico” (pags. 390 y 408).

2.2. Analisis de contenido.

Se va a abordar el analisis de contenido del tema propuesto desde tres apartados que
considero de suma importancia como son, en primer lugar, realizar un recorrido histérico
sobre el devenir del saber matemadtico que vamos a explorar. En segundo lugar, la
fundamentaciéon formal en que sustentan los conocimientos que queremos ensefar al
alumnado y por ultimo el contenido matematico escolar. Esta ultima dimensiéon, como nos
sefiala Flores (2016), se concretard en tres puntos, a saber: Aspectos formales y estructurales,
aspectos representacionales y, por ultimo, sentidos y modos de uso.

2.2.1. Desarrollo historico.

La Geometria Analitica es la parte de las matematicas en la cual los simbolos y
métodos algebraicos son utilizados para representar y resolver problemas en geometria,
mediante el uso de sistemas de coordenadas. Se deben, por tanto, buscar sus origenes en las
raices histdricas de la Geometria y del Algebra (Gonzélez, 2004).

Aunque es considerado que la Geometria Analitica surge tal y como la conocemos en
siglo XVII gracias al desarrollo que realizaron los matematicos René Descartes (1596 - 1650) y
Pierre de Fermat (1601 — 1665), es preciso considerar algunos antecedentes dignos de

mencion.

Se puede concluir que el inicio del estudio de la geometria analitica con un caracter
cientifico se encuadra en los trabajos de los matematicos de la antigua Grecia, concretamente
en la escuela Pitagorica, donde se estudié la naturaleza y razén de ser de la Geometria que
venian empleando egipcios y del Algebra desarrollada por las civilizaciones de la antigua
Mesopotamia. A los primeros Unicamente les interesaba la aplicacién de los principios, asi
como la resoluciéon de problemas de la vida diaria. Por su parte en Mesopotamia encontraron
limitaciones al carecer de cantidades negativas, lo que impidié hacer generalizaciones, por lo
que no podria considerarse a su matemdtica como una Ciencia (Dutari y Batista, 1995)
(Colombo, Carolina, y Rita, 2016).
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Los griegos, concretamente a través del Libro Il de Los Elementos de Euclides,
transformaron el Algebra oriental que habian heredado, en un Algebra Geométrica,
denominacién que fue acufiada por el historiador H.G. Zeuthen hacia 1886. Esta trata de
geometrizar conceptos algebraicos de manera que se sustituyen los nimeros por segmentos

de recta y se opera con ellos realizando construcciones geométricas, por ejemplo:

- La suma de dos numeros se obtiene prolongando sobre el primero un segmento igual al
segundo.

- La diferencia de dos numeros se obtiene recortando del primero un segmento igual al
segundo.

Con este Algebra Geomeétrica se pueden interpretar ciertas identidades de una forma grafica
e intuitiva: el cuadrado de la suma (Gonzalez, 2004).

a b

a’ ab | a
(a+b)>=a?+2ab+b* >

ab b | b

Imagen 1: modelo geométrico del cuadrado de la suma. Fuente: Dutariy Batista (1995, p. 11)

Otra figura que cabria resefiar es Apolonio de Pergamo (247-205 a.C.), quién a través
de su obra Cénicas complementé el citado anteriormente Los Elementos de Euclides. Tal y
como nos sefiala Napoles (2009), el aporte principal de Apolonio fue la utilizacién del Algebra
Geométrica, realizando un estudio profundo y complejo del tema. No utiliza ecuaciones ni
férmulas y Unicamente empleando equivalentes geométricos saca adelante su proyecto con
un método que se aproximaria a la Geometria Analitica. Emplea un incipiente sistema de
coordenadas que depende de cada curva y con el que refleja puntos privilegiados

La primera representacién grafica se atribuye a Nicolas de Oresme (1323-1382), quien
en el s. XIV representa la variacidn de cualidades en dos ejes perpendiculares que denominé
longitud y latitud, pues se basaba en la terminologia de los mapas marinos. La cualidad que
representd se trata de la variacion de la velocidad de un movimiento uniformemente
acelerado, siendo los ejes ortogonales el tiempo vy la velocidad. Oresme introduce, al menos
de manera implicita cuatro ideas innovadoras: Medida de variables fisicas por medio de
segmentos, relacion funcional entre variables, aproximacion al uso de coordenadas mediante
representacion grafica y una especie de integracidn para calcular la distancia como area bajo
el grafico velocidad-tiempo (Gavilan y Barroso (1995), Gonzalez (2004)).

En el Remamiento se pretende recuperar el legado griego clasico, se acomete la
restauracion de la tradicién matematica basada en el Método de Analisis, raiz de lo que serd
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la incipiente Algebra simbdlica. Se puede determinar como referente inmediato de la
geometria analitica a Vieta (1540-1603) quien publica Introduccidn al arte analitico en 1591.En
ella utiliza el algebra para dar una visidon de la geometria clasica, no se centra en casos
particulares y especificos, sino que intenta aportar generalizaciones introduciendo

pardametros variables (Ayerbe (2017), Gonzalez (2004)).

René Descartes (1596 - 1650), en su Discurso del método incluyé un apéndice llamado
La Geometria. Dos de los objetivos de Descartes fueron, por un lado, liberar a la Geometria en
medida de lo posible del uso de figuras, a través de los métodos algebraicos vy, por otro lado,
dotar de un significado a las operaciones del dlgebra a través de su interpretacién geométrica.
(Dutari y Batista, 1995).

“Hasta ese momento, la geometria dominante era la euclidiana, que
usaba la regla y el compds para resolver esos problemas. Y ese método
de Descartes funciond y resultdé mas practico gracias que la geometria
analitica representa el conjunto de soluciones de una ecuacién de dos
variables, x e y, mediante una linea en el plano. Por ejemplo, una
ecuacion del tipo ax + by = ¢ —como por ejemplo 2x + 3y = 0—, que
es una ecuaciéon polinémica de grado 1, tiene como conjunto de
soluciones una linea recta, que surge de unir todos los puntos con
coordenadas x e y cuyos valores satisfacen esa igualdad.” (Garcia y Arias,
2018)

Pierre de Fermat (1601-1665), bajo la influencia de Vieta, y de manera complementaria
a Descartes estudid las obras de Apolonio, desarrollando las ideas que hoy en dia forman parte
de la Geometria Analitica. Estos trabajos fueron incluidos en Introduccién a los lugares planos
y sélidos que en 1679 publicé su hijo. Esa publicacidon a diferencia de La Geometria de
Descartes “contenia una introduccidn a la geometria analitica y sus aplicaciones mucho mas
pedagdgica y sencilla de seguir” (Ayerbe, 2017, p. 104).

Como sintesis de estos dos autores cabe realizar algunas comparaciones: Mientras que
Descartes da prioridad al Algebra, Fermat prioriza el uso de la Geometria. El primero realiza
una obra mas extensa, dificultosa y compleja, mientras el segundo es mucho mas conciso,
didactico y sistematico. Descartes estudiaba las ecuaciones mediante curvas, mientras que
Fermat lo hacia a la inversa estudiando curvas a través de sus ecuaciones (Gonzalez, 2004).

Los trabajos de Descartes y Fermat supusieron un gran avance en la Geometria
Analitica, y sirvieron de base para otros matematicos posteriores como Van Schooten, que
realizé el primer texto con Geometria Analitica en tres dimensiones, o Euler, que desarrollé la
Ecuacion de la recta, estudid los tres planos de coordenadas y de los ocho octantes. Sin
embargo, no fue hasta que Monge vy sus discipulos dieron un nuevo enfoque cuando esta
disciplina dejo ver su eficacia, adoptando una forma similar a como hoy la entendemos. Entre

9
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otros avances, Monge desarrollé sistematicamente la Geometria Analitica tridimensional, las
posiciones relativas de rectas y planos, distancias entre elementos, etc. (Gonzalez, 2004).

2.2.2. Fundamentacion epistemoldgica.

De cara a fundamentar epistemoldgicamente el tema de vectores y rectas que se
desarrollard en nuestra unidad didactica, es importante fijar algunas fundamentaciones
tedricas sobre la geometria en el espacio. Para ello definiremos qué es un espacio afin, qué
son y qué nos permiten realizar los sistemas de referencia afines, cuales son las distintas
ecuaciones mediante las que se pueden expresar una recta y un plano, y qué relaciones afines
existen entre elementos: recta-recta, recta-plano y plano-plano.

2.2.2.1 El espacio afin.

e Definicidn: Diremos que un espacio afin es un par formado por un conjunto cualquiera E
cuyos elementos llamaremos puntos y un espacio vectorial IV de direcciones, relacionados
mediante una aplicacion ¢ de tal forma que cada par de puntos p, g de E determinan un
Unico vector v de V.

p:EXE->V
.9~ ol@q =7,
Se deben verificar las siguientes propiedades:

a) e(.) + ¢(q,r) = ¢, 1), Vp,q,r €EE
b) Dado cualquier punto p € E y cualquier vector ¥ € Vexiste un Unico punto q € E tal

que ¢ (p,q) = v, por lo que es la aplicacion es biyectiva.

Se define la dimensidn del espacio afin E como la dimensidn del espacio vectorial V/, o lo que

es lo mismo:
dim(E) = dimV

A priori, el espacio vectorial V puede ser cualquiera. Sin embargo, es usual considerar V =
R™. En ese caso, habremos de considerar que el espacio afin E es de dimensién n y lo
denotaremos por E™,

dim(E™) =dim(R") = n

Aunque en lo sucesivo nos centraremos en el espacio afin E3, todo lo desarrollado serviria

para un espacio afin E cualquiera sobre un espacio V arbitrario.

2.2.2.2 Sistemas de referencia afin.

Se puede entender el concepto de sistema de referencia como la extensién a E3 del
concepto de base en el espacio vectorial V3

10
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e Definicidn: Llamaremos sistema de referencia afin en el espacio a cualquier subconjunto
S = {0, v,, U,, V3}, donde O es un punto fijo del espacio y {#;, ¥,, U3} una base de V3.

Al punto O se le llama origen del sistema de referenciay a las rectas que pasan por ese origen
y que contienen a los representantes de los vectores de la base, ejes del sistema de referencia
o ejes de coordenadas.

Coordenadas respecto de un sistema de referencia.

La importancia de establecer un sistema de referencia, S, radica en que dado un punto

P € E3 se puede identificar con el vector 0P € V3, que podra expresarse en la forma

OP = P1ﬁ1 + Pzﬁz + P3173

Alaterna de niumeros reales (p1, p2, P3), la llamaremos coordenadas del punto P con respecto
del sistema de referencia S.

Cuando sea necesario conocer las coordenadas de un vector libre PQ respecto a la
base {V;,7,, U3}, dados los puntos P y Q con coordenadas (p1,p2,P3) Y (41,92 q3)
respectivamente, bastara con observar que

_—

0P+ PQ = 00,
Con lo que podremos concluir que las coordenadas de ﬁ seran
P—Q) = (91,92, 93) — (P1, P2, P3) = (@1 — P1,92 — P2,93 — P3)
En otros casos necesitaremos hallar el punto medio M de un segmento P—Q)
Como PM = W , llamando (m,, m,, ms) a las coordenadas del punto M, tendremos:

(my — p1, My — P2, M3 — p3) = (q1 — My, qz — My, q3 — M3), de donde:

__b1tqy _ b2tq2 Ma = p3tqs

m, = = =
1 2!2 2!3 2

Cambio de sistema de referencia.

Como es légico, dependiendo del sistema de referencia utilizado las coordenadas de
un punto P variaran. Por ello, necesitamos conocer la relacién entre las coordenadas de un
punto en dos sistemas distintos.

Consideraremos dos sistemas de referencia S = {0, U, V,, U3} yS' = {0', v, v, v'3} en los

que las coordenadas de un mismo punto P son respectivamente (py,p2,p3) Y (P'1,9'2,0'3).

Suponemos las coordenadas del punto 0’ en S seran (aq,a,, as) y las relaciones entre los
vectores de una y otra base:

11
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__; _ - - -
U1 = 0411V1,092V,A13V3

[ - - -
Vi = Q1Vq,022V,033V3

- - -
V'3 = Q31Vq,032V,033V3
. re - - -~
Como se verificaque OP + 00" = O'P tendremos:
- - - - - - ! _-[) ! _-[) ! _-,)
P1V1 T P2V2 +P3V3 = V1 + AV, +A3V3 + D1V + PV, + D3V 3

_
De donde sustituyendo los v'; en funcién de los ¥;, obtendremos las Ecuaciones del cambio
de coordenadas, que relacionaran las coordenadas del punto P en ambos sistemas:

—_ ! I !
P1 =0 ta;1Pp1+ap2+az1P 3
— ! ! I
P2 = Az +Aq2p'1 T AP 2 T A32D 3
— ! ! 1
P3 = a3 +aq3p'1 T az3Pp 2 T 33D 3
Podemos expresar las ecuaciones de forma matricial, y, de hecho, utilizarlas mediante esta
expresion nos ayudara en los siguientes apartados:
a, a, das
ai;; A4qz Qg3

a1 Az dzz
asz; dszz; dsz

P=PA=>0 p p2 p3)=Q0 p'1 P2 p'3)

S O O

2.2.2.3 Ecuaciones de la recta en el plano y en el espacio.

Antes de abordar las ecuaciones de recta y plano, es preciso definir el concepto de vector
direccién de una recta.

¢ Definicién: Llamaremos vector direccidén de r al vector libre PQ, formado a partir de los
puntos P y Q pertenecientes a la recta r. Dicho de otra forma, podemos llamar vector
direccién de una recta r a cualquier vector libre no nulo, ¥, del que exista una

representante contenido en ella.

En consecuencia, podemos afirmar que: Dos vectores ¥ y W son vectores direccién de una

mismarectar< 3L ER: W = Av

Ecuacidn de una recta.

e Definicidn: llamaremos ecuacién de una recta a una ecuacién que se satisfaga por todos
los puntos que la forman, y sdélo por ellos.

Partimos de una recta r, cuya ecuacién queremos obtener, que pasa por el punto P, conocido,

y que tiene a ¥, también conocido, como vector de direccidn.

12
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Imagen 2: representacion espacial de recta r. Fuente: Corcobado y Marijudn (1990, p. 83)

Un punto Q pertenecerd a la recta r si y solo si los vectores PQ y ¥ tienen la misma direccién,

o lo que es lo mismo:
Q€ere PQ =At,paraalgin 1 € R

Cualquier punto de la recta sera de la forma: Q = P + Av, por lo que si llamamos ¢ al vector
de posicién de Q y p al de P, se obtiene la ecuacién vectorial de la recta:
g=p+Av
Para la obtencién de la siguiente ecuacion se fija un sistema de referencia S = {0, é,, &,, &3}.
P es un punto dado, con coordenadas (py, P2, P3), con respecto de S, y ¥, es el vector de
direccién cuyas coordenadas seran (v4, V5, V3) con respecto a la base (€, €,, €3). Si tomamos
las coordenadas de un punto arbitrario Q de la recta con coordenadas (x,y,z), la ecuacion
anterior se transforma en:
X8 + V€, + 285 = P81 + P26, + P35 + A(v1€1 + v,6, + V3€5)

De donde resultan las ecuaciones paramétricas de la recta:

xX=p;+ Ay,
y = p;t+Av,
zZ = p3+lv3

Si despejamos A en cada una de ellas, e igualando, y siempre y cuando todas las coordenadas
v; sean distintas de cero, obtendremos la ecuacién continua:

x—P1:)’—P2:Z—P3
1 (%) VU3

De la ecuacién anterior consideramos dos igualdades

X—Pp1_Y— D2 X—P1_Z— D3

171 Uz Ul U3

Y operamos
v, (x — p) =11 (y — p2) v3(x — p1) = v1(Z — p3)

13
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VX — V1Y — VP + V1P, =0 V3Z —V1Z — U3pp +V1p3 =0

Sillamamos porunlado: A =v,; B = —v,;C =0;D = —vyp; + V1D,
Yporotro:A=0;B = —v;;C =v3;D = —v3p; + v1p3

Nos resultan dos ecuaciones que dan lugar a las ecuaciones cartesianas o implicitas:

{Ax+ By+Cz+D =0
Ax+ B'y+C'z+D'=0

En el caso concreto de estar en el plano, la ecuacién implicita sera Ax + By +C =0,
despejando y tendremos:

A C

Y="B* "B
. A Cc
Sillamamosm = —=,yn = ——:
B B

y=mx—n

A esta representacion de la recta en el plano la llamamos ecuacion explicita, m es la
pendiente y n la ordenada en el origen . Luego la pendiente de una linea recta es el
coeficiente de x en la ecuacion explicita.

Ecuacidn del plano.

Suponemos que un plano 7 definido por un punto P y los vectores ¥ y w, de distinta
direccion, contenidos en .

B

Imagen 3: representacion espacial del plano rt. Fuente: Corcobado y Marijudn (1990, p. 78)

Sea el plano de la figura anterior, al que llamaremos 7, definido por el punto P y los vectores
libres y de distinta direccién ¥ y w. Un punto Q pertenecera al plano m, si y sélo si el vector

P—Q) puede expresarse como composicion de Uy w.
Qene PQ =A%+ uw,paraalgin A, u € R
Tomando cualquier punto Q del plano 7 vy fijando un punto de origen O de E3, podemos

deducir que se cumple O—Q> = 0P + P—Q), por lo que si llamamos ¢ al vector O—Q) y p al vector

—_—
OP, se obtiene la ecuacion vectorial del plano:

d=p+A0+uw

14
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Si sustituimos cada vector de la ecuacidén anterior por sus coordenadas, §(x,V,z),
P(P1, 02, 03), V(V1, V2, V3) , y W(Wq, Wy, w3), y separando cada componente obtendremos las
ecuaciones paramétricas del plano:

X = py +Avy + uwy

]y = p2+Avy +uw,
Z = p3+ Avs + uwsy

Las ecuaciones anteriores podemos también escribirlas como:

X —p1 = Avy + pwy
Yy — Dy = Avy + uw;
z —p3 = Avz + pws
El punto Q(X,y,z) pertenecera al plano siy solo si existen valores de Ay 4 que cumplan
estas igualdades. Es decir, si el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas Ay u es
compatible. Como el rango de la matriz de los coeficientes es 2, sélo serd compatible si el
rango de la matriz ampliada es también 2, que se cumple Unicamente si su determinante es
nulo:
X—p1r Y—D2 Z D3
U1 V2 U3 =0
Wy W W3
Si desarrollamos el determinante y llamando A, B, C a los coeficientes de x,y, z
respectivamente, y D al término independiente, se obtiene la ecuacién cartesiana, general o
implicita:

Ax+By+Cz+D =0
2.2.2.4. Relaciones afines.
Incidencia.

Hablamos de que un punto es incidente con la recta r o el plano i cuando pertenece a
la recta o al plano, respectivamente. En el caso de una recta, ésta serd incidente a un plano
cuando pertenezca a este.

Punto-recta: La Unica condicidn necesaria y suficiente para que un punto sea incidente con
una recta es que las coordenadas de dicho punto satisfagan la ecuacién de la recta en cuestion.
En el espacio tres puntos P(p1,02,03), Q(q1,92, q3), T(ty,t,, t3), estardn alineados si se
cumple:

t1—P1:t2—P2:t3—P3
q1—P1 492 —P2 (43— D3

Punto-plano: La Unica condicion necesaria y suficiente para que un punto sea incidente con
una recta es que las coordenadas de dicho punto satisfagan la ecuacién del plano en cuestién.
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Tres puntos cualesquiera definen un plano, por lo que para que un cuarto sea incidente
bastara con comprobar que sus coordenadas satisfacen la ecuacidn del plano en forma de
determinante. Para que cuatro puntos P(py,P2,P3), Q(q1,92,93), T(t1,t2,t3), S(51,S2,S3)
sean coplanarios bastara que se cumpla:
1 —P1 4q2—P2 (43 —P3
t1—p1 tLa—p2 t3—p3[=0
S1— P1 S2— P2 S3— P3

Recta-plano: una recta serd incidente a un plano cuando todos los puntos de la recta
satisfagan la ecuacién del plano. Sin embargo, bastard realizar la comprobacién con dos de los
puntos de la recta (utilizando el determinante anterior) para confirmar la incidencia.

Posicion relativa de dos rectas en el espacio.

Partimos de dos rectas r y s. La recta r queda determinada por el punto P y el vector
U, mientras que la recta s la determinaran Q y el vector w.

Imagen 4: representacion espacial de las rectas ry s. Fuente: Corcobado y Marijudn (1990, p. 85)
Asi pues, las ecuaciones vectoriales de 7 y s serdn, respectivamente:
0X = OP + Av, 0Y = 0Q + uw

Si tenemos las dos rectas r y s en el espacio existirdn Unicamente 4 posiciones relativas que
pueden presentarse, y dependerd de cuantos puntos en comin comparten: Si tienen todos
sus puntos en comun, seran rectas coincidentes. Si Unicamente tienen un punto en comun
diremos que se cortan. Si no tienen ningln punto en comun podran ser paralelas o no serlo,

diremos que se cruzan.

En términos de ecuaciones, habra algin punto en comun cuando existan valores para Ay u
tales que:

OP + A% = 00 + uw

Es decir, cuando el sistema de tres ecuaciones lineales en las incdgnitas A y u tenga solucidn:
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Avy —pwy = qq — p1

Avy —uw, = q; — p3

Avz — uws = q3 — p3
Aplicando al sistema anterior el teorema de Rouché, y considerando la matriz de los
coeficientes y la ampliada con los términos independientes:

UV —wWy Vi —W1 41— D1
A=V —wWy |; A"=|V2— W2 (g — D2
U3 — W3 U3 — W3 (3 — D3

Tenemos los siguientes casos:
-Rangode A* =3

- Rango de A = 1: No es posible ya que si rango de A = 1, las dos primeras columnas
de A" serian proporcionales y su rango no podria ser 3.

- Rango de A = 2: El sistema es incompatible, por lo que las rectas nos tienen ningun
punto en comun. Ademas, como tenemos que el rango de A = 2, sabemos que los vectores v
y W son independientes lo que conlleva que tengan distinta direccién. Por tanto, las rectas se

cruzan.
-Rangode A" =2

- Rango de A = 1: El sistema es incompatible, por lo que las rectas nos tienen ningun
punto en comun. Ademas, como tenemos que el rango de A = 1, sabemos que los vectores v
y w son dependientes, lo que acarrea que tengan la misma direccién. Por tanto, son rectas
paralelas.

-Rango de A = 2: El sistema es compatible determinado, con Unica solucién. Las rectas
se cortan en un punto cuyas coordenadas podremos obtener resolviendo el sistema de

ecuaciones.
-RangodeA* =1

-Rangode 4 = 1: El sistema es compatible indeterminado, existen infinitas soluciones,
por lo que las rectas tienen infinitos puntos en comun, de lo que se deduce que ambas son
rectas coincidentes.

Posicion relativa de dos planos en el espacio.

Si tenemos los planos Ty 7', cuyas ecuaciones generales son Ax + By + Cz+ D =0
yA'x + B'y + C'z+ D' = 0, sus posiciones relativas dependeran de que ambos posean o no
puntos en comun, y en caso de que tengan puntos en comun, cuantos tienen.
Necesitaremos estudiar el sistema que forman sus ecuaciones:

{ Ax+By+Cz+D =0
Ax+By+Cz+D' =0

17




Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
Formacién Profesional y Enseianza de Idiomas.

SEBASTIAN MARTINEZ MARTINEZ

Trabajo Fin de Master. Unidad Didactica: Vectores y Rectas

Aplicando al sistema anterior el teorema de Rouché, y considerando la matriz de los
coeficientes y la ampliada con los términos independientes tendremos:

(58 we( B E D)

Tenemos los siguientes casos:
-Rangode A* = 2

- Rango de A = 1: El sistema es incompatible, no tienen ninglin punto en comun y por
tanto son planos paralelos.

- Rango de A = 2: El sistema es compatible indeterminado, con infinitos puntos
comunes siendo planos distintos. Por lo que los planos se cortan en una recta.

-Rangode 4™ =

- Rango de A = 1: El sistema es compatible indeterminado, con infinitos puntos comunes.
Ademas, las ecuaciones son equivalentes. Por lo que los planos son coincidentes.

Posicion relativa de recta y plano.

Ax+ By+Cz+D =0 |
Alx + B,y+C,Z+D,=O Y un plano 7T cuya
ecuacion implicitaes: A"x + B"y 4+ C"z + D" = 0, sus posiciones relativas las estudiaremos

Sea una recta r con ecuaciones implicitas {

a partir del sistema de ecuaciones:
Ax+By+(Cz+D =0
Ax+By+Cz+D' =0
A'x+ B"y+C"'z+D" =0
Aplicando al sistema anterior el teorema de Rouché, y considerando la matriz de los
coeficientes y la ampliada con los términos independientes tendremos:

A B C A B € D
A — AI BI Cl ; A* — AI BI CI Dl
AII BII CII AII BII CII DII

Tenemos los siguientes casos:
-Rangode A* =3

- Rango de A = 2: Es un sistema incompatible por tanto la recta y el plano no tienen
ningun punto en comun. Por tanto, la recta y el plano son paralelos.

- Rango de A = 3: El sistema es compatible determinado, por lo que podemos decir
gue la recta corta al plano en un punto. Podemos hallar sus coordenadas resolviendo el
sistema.

-Rangode A" =2
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- Rango de A = 2: Es un sistema compatible determinado, por lo que recta y plano

tienen infinitos puntos en comun. Diremos que la recta esta contenida en el plano.
(Corcobado y Marijuan (1990), Latorre (2008), Ortega y Ritoré, (2016)).
2.2.3. Contenido matematico escolar.

Podemos entender el contenido matemadtico escolar como “un conjunto de
procedimientos, estructuras y actitudes procedentes de la tradicién académica” (Fernandez
Plaza, 2016, p. 104). Este conjunto sera seleccionado por los responsables de la elaboracién
del curriculo para que el profesorado lo comunique y enseiie al alumnado que, a su vez,
debera aprenderlo y utilizarlo (Fernandez, 2016a).

2.2.3.1. Aspectos formales y estructurales.

Ambito Conceptual.

En el dmbito conceptual, y siguiendo los pardmetros de Ferndndez Plaza, podemos
encontrar tres niveles interrelacionados. Los hechos se relacionan y organizan para formar
conceptos, y de la organizacién y relacion entre estos, surgen las estructuras conceptuales
(2016a).

Hechos
Términos Notaciones Convenios Resultados
e Punto o P o Llamar a P origen y a Q | ¢ Suma y resta de
e Vector e PQ extremo en PQ vectores
* Coordenadas e U o Expresar al vector PQ de | ® Producto escalar
e Moddulo e (x,2) coordenadas (x,z) como
e Direccidn . |ﬁ| PQ = (x,2),0 PO(x,2)
e Sentido
Conceptos
Conceptos Relaciones
e C1. Vector cero e C7. Combinaciodn lineal de vectores
e (C2. Vector opuesto e (8. Vector perpendicular a otro
e (3. Vectores proporcionales e (9. Ecuacion vectorial de la recta
e (C4. Punto medio del segmento | ¢ C10. Ecuacidon paramétrica de la recta
e (5. Puntos alineados e (C11. Ecuacidn continua de la recta
e (6. Recta e (C12. Ecuaciodn explicita de la recta
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Estructuras conceptuales

e (C13. Relacidn entre las distintas ecuaciones de la recta
e C14. Paralelismo entre rectas y ejes de coordenadas

e C15. Posiciones relativas Punto-Recta

e C16. Perpendicularidad entre rectas

e C17. Paralelismo entre rectas

e (C18. Incidencia entre rectas

Ambito Procedimental.

En el ambito procedimental, y de nuevo bajo la clasificacion de Ferndndez (2016),
encontramos también tres niveles interrelacionados. Hablaremos de Destrezas con las que
procesar los hechos, de razonamientos para el procesado de conceptos y de estrategias para
gestionar las estructuras.

Destrezas

e (C19. Identificar los elementos de un vector
e (C20. Ejecutar operaciones basicas con vectores

e (C21. Calcular mdédulo de un vector

Razonamientos

e (C22. Deductivo: deducir la ecuacién vectorial de la recta

e (C23. Analdgico: buscar correspondencias entre las operaciones con vectores y las
practicadas con numeros reales.

e (C24. Analégico: obtener el resto de ecuaciones de la recta partiendo de la ecuacion
vectorial.

e (C25. Inductivo: calcular el punto medio de un segmento.

e (C26. Figurativo: relacionar los calculos analiticos con su representacidn grafica.

e (C27. Figurativo: hallar coordenadas en base a las representaciones

Estrategias

e (C28. Identificar y transformar las distintas ecuaciones de la recta segun las necesidades

e (C29. Estudio de la posicidn relativa de elementos
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Ambito actitudinal.

El ambito actitudinal hace referencia al modo en que el alumnado afronta el
aprendizaje del saber matematico. Se trata de las herramientas en cuanto a
comportamiento y modo de actuar que serd preciso por parte de los estudiantes para que el
contenido escolar propuesto llegue. Una actitud receptiva por parte del alumnado
conllevara un mejor y mas productivo aprendizaje.

Actitudes

e (C30. Tener una positiva hacia las nociones matematicas como punto de partida para la
resolucién de problemas

e (C31. Mostrar interés por las aplicaciones practicas que puedan derivarse de los
contenidos

e (32. Habituarse a trabajar siguiendo las pautas formales y légicas propias de la actividad
matemadtica

e (C33. Interesarse en campos de trabajo o situaciones reales donde los conocimientos
adquiridos sean utilizados

e (34. Esforzarse en analizar las soluciones y/o enfocar los razonamientos de un modo
distinto para hallar distintos resultados

2.2.3.2. Sistemas de representacion.

Para poder lidiar con el estudio de los conceptos abstractos matematicos y llevarlos
hasta su aplicacién, es preciso dotarlos de unas representaciones que nos permitan trabajar
con ellos. Estas representaciones podran ser graficas, o simbdlicas y, gracias a ellas y al
establecimiento de unas reglas para proceder se alcanza un alto nivel de formalidad.

“Las representaciones matematicas las entendemos en el sentido
amplio, como aquellas herramientas —signos o graficos- mediante las
cuales los sujetos particulares abordan e interactian con el
conocimiento matematico. Mediante el trabajo con las representaciones
las personas asignan significados a las estructuras matematicas. Las
representaciones son parte esencial del proceso de aprendizaje de las
matematicas y conectan los objetos mentales con los objetos
matematicos.” (Rico, Castro y Romero, 2000)

La importancia del papel que juegan los sistemas de representacidon queda patente en
el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, donde se determina que dos de los aspectos
gue engloba la competencia matematica son, por un lado, representar entidades matematicas
y, por otro lado, utilizar los simbolos matematicos.
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Dentro de las formas convencionales de representacion, podemos distinguir dos
grandes grupos, a saber: formas graficas y formas simbdlicas. En el primer caso, se trata de
representaciones de cardcter figurativo, para los cuales se establecen unas reglas y unos
criterios de interpretacion. En el segundo grupo. Las formas simbdlicas, también disponen de
unas reglas y criterios para interpretarlos, pero en este caso se trata de utilizar simbolos

alfanuméricos (Lupidiez, 2016a).

Desde este punto de visa, podemos analizar los sistemas de representacion del
contenido matemadtico que venimos desarrollando. Concretamente nos centraremos en los
sistemas de representacion mas comunes para los términos Punto, Vector y Recta.

Punto.

Partiendo de la idea de que un Punto es un lugar geométrico del espacio definido por
su distancia a los distintos ejes de coordenadas del sistema de referencia en el que esté
inscrito, podemos expresarlo:

Punto
Representacion simbdlica Representacion Grafica
o P
* (x).2)
* P=xy2) ' P
il
0
y
e
X
Vector.

Partiendo de la idea de que un Vector es una flecha que queda definida por ir de un
punto a otro en el espacio, a los que se les Ilama origen y extremo, respectivamente, podemos
expresarlo:

Vector

Representacidn simbdlica Representacidn Grafica

° m)), siendo O el punto de origen
y P el extremo.

e OP= (xp,¥p,2Zp) —

(X0,Y0,20)
e p
D
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-

Recta.

Partimos de la idea de que una Recta es una linea que se extiende en una misma
direccién y contiene un nimero infinito de puntos. Queda definida a partir de un punto que
pertenezca a ella y un vector que tenga su misma direccién, y podemos expresarla:

Recta
Representacion simbdlica Representacion Grafica
e r=p+ v
x=p+iy
e 1y=p2t+av,
zZ = p3 + Av3
° X— D1 — Y- D2 — Z— D3
V1 2] V3
e y=mx+n
{ Ax+ By+Cz+D =0
[ ]
Ax+ B'y+C'z+D' =0
Representacidn verbal Representacidn tecnoldgica
e Recta que pasa por los puntos e Geogebra, calculadora grafica, software...
(0,0)y (2,1).
e Recta perpendicular al eje OY
que pasa por el punto (0,3)

Disponer de distintas herramientas de representacion para un mismo concepto dota
de enormes posibilidades de trabajo. Las reglas son manipulables y permiten la conversion de
un sistema a otro en funcion de las necesidades del problema planteado.
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Si por ejemplo tratamos de obtener las coordenadas del punto medio de un segmento.
Aunque el resultado final se nos solicite en forma de coordenadas, y sea posible obtenerlas
sin realizar ninguna representacion grafica, el razonamiento visual nos ayudard a comprender
el significado de lo que se pregunta, y podremos, no sdélo hallar una respuesta correcta, sino

encontrar una respuesta correcta y ademas de una forma razonada.

Las actuaciones que podemos realizar sobre las distintas representaciones se podran
distinguir, segun la clasificacion de Lupiafiez (2016a) en procesamientos, si nos movemos
dentro del mismo campo de representacién (por ejemplo, al pasar de una ecuacion de la recta
a otra), o conversiones si toman partido distintos campos de representacion (por ejemplo, al
representar graficamente un vector dadas sus coordenadas).

2.2.3.3. Sentidos y modos de uso.

Aunque Ruiz (2016a) nos sefala que “la estructura conceptual y los sistemas de
representaciéon proporcionan, por si solos, un significado instrumental a la matematica
escolar” (p. 139), no podemos perder de vista la importancia de dotar de un enfoque funcional
gue aporte un propédsito a los conceptos y procedimientos manejados. Por ello, en este
apartado se presentaran distintos contextos y situaciones en los que la utilidad de los vectores
gueda patente.

Situaciones personales.

- Desplazamientos: seguir una ruta determinada ya sea caminando, en bicicleta o cualquier
otro medio, motor o no, puede descomponerse como la trayectoria determinada por distintos
vectores, dotados de direccién y velocidad.

- Videojuegos: Son muchos los videojuegos en los que el posicionamiento de los jugadores en
un mapa y la distancia entre ellos es muy importante. Podemos entender los jugadores como
puntos en una posicidon determinada (coordenadas) y la distancia entre ellos como el vector
que los une.

Situaciones laborales.

- Velocidad y posicidon de los aviones: gracias al uso de coordenadas y vectores, es posible
representar esas magnitudes mediante las cuales se configura el espacio aéreo con el que se
controla la gran cantidad de conexiones aéreas entre ciudades.

- Estudio de accidentes de trafico: cuando se produce un choque de vehiculos, es preciso
determinar las circunstancias previas al hecho. Para ello el uso de vectores representando las
fuerzas de impacto, velocidades y trayectorias de los vehiculos son imprescindibles.

- Calculo estructural en construccién: Mediante el uso de vectores es posible determinar si la
estructura de un edificio serd capaz de soportar el peso de la construccién. Asi mismo el uso
de vectores sera necesario para el calculo de la resistencia de los edificios frente a la accidn
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del viento o los sismos. También se utilizan vectores para el calculo cables en la construcciéon
de puentes o elementos colgantes.

- Construcciodn civil: El posicionamiento mediante puntos y rectas determina en gran medida
la viabilidad del trazado de carreteras y viales publicos.

Situaciones sociales/publicas.

- Servicios de emergencias: Uso de GPS para la localizacion de personas perdidas y/o
accidentadas.

- Transporte: Podemos modelizar el recorrido de distintos medios de transporte como
vectores y puntos en el espacio. Por ejemplo, en el caso del tren podemos entender como
puntos de origen y extremos de los vectores las estaciones de tren. Las vias del tren estaran
dotadas de una direccidon, mientras los trenes, entendidos como vector, estaran dotados de
un sentido y una velocidad

- Deporte: la practica de algunos deportes y juegos, puede modelizarse como vectores, por
ejemplo, en el billar serd preciso dotar al taco de una direccién, sentido y fuerza suficiente
para que alcance a la bola blanca que a su vez seguira una trayectoria hasta golpear una bola
de color. En ese punto la bola blanca cambiara la trayectoria y velocidad de desplazamiento y
serd importante para el emplazamiento de cara a la siguiente tirada. Por su parte, la bola de
color seguira otra trayectoria buscando la tronera.

- Meteorologia: recibimos la informacidn sobre las predicciones del viento y las mareas

mediante representaciones vectoriales.

Situaciones cientificas.

- Cinematica: estudio del movimiento de cuerpos. En este campo serdn de vital importancia
las nociones de Punto, Sistema de referencia, vectores, etc.

- Estudio de fendmenos naturales: huracanes, terremotos, tsunamis... son algunos de los

fendmenos naturales estudiados mediante modelizaciones con vectores.
- Fisica: Representacion de magnitudes como la velocidad o la fuerza.
2.3. Andlisis cognitivo.

El andlisis cognitivo trata de responder a la pregunta de para qué aprenden los
estudiantes un determinado contenido matematico. Este analisis proporcionara a los
docentes criterios y procesos para analizar y comprender las expectativas de aprendizaje. Este
punto también se trataran los asuntos relacionados con las dificultades que el alumnado
pueda encontrarse en el proceso de aprendizaje. Por tanto, en el analisis cognitivo nos
detendremos en tres apartados fundamentales: los objetivos, las competencias y los errores
y dificultades (Lupiafiez, 2016b).
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2.3.1. Objetivos.

El articulo 2 del Capitulo | del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, define los
objetivos como: “referentes relativos a los logros que el estudiante debe alcanzar al finalizar
cada etapa, como resultado de las experiencias de ensefianza-aprendizaje intencionalmente
planificadas a tal fin”.

La legislacion espafiola, en concreto en el Real Decreto 1105/2014, nos marca los objetivos
para la etapa curricular en que nos encontramos que en el caso que nos ataie, es la Educacion
Secundaria Obligatoria. Estos objetivos son comunes a todas las materias, no exclusivamente
a las matematicas. Por su parte, la legislacién autondmica, en nuestro caso la andaluza, a
través de la Orden de 14 de julio de 2016, establece los objetivos generales de la materia en
cuestién, que en nuestro caso se trata de las Matematicas orientadas a las ensefianzas
académicas. El desarrollo de estos objetivos, nacionales y autonémicos andaluces aparecen
en el Anexo I: Objetivos de etapa y materia.

Los objetivos didacticos habran de tener en cuenta tanto los objetivos de etapa y materia
gue comentaba anteriormente, como los criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje
correspondientes a nuestro contenido, que vienen recogidos en el Anexo Il: Curriculo
matemadticas académicas. 42 ESO.

Para la unidad didactica que se voy a desarrollar he considerado los siguientes objetivos
didacticos:

ODO01. Mostrar una actitud positiva hacia la adquisicion de nociones matematicas y sus
aplicaciones, con un sentido critico.

OD02. Comprender, analizar y expresar adecuadamente, de forma escrita y oral los
problemas propuestos, contenidos y soluciones.

ODO03. Identificar y conocer conceptos bdsicos: punto, vector, médulo, origen, extremo.

0ODO04. Aplicar y relacionar entre ellas las distintas formas de representacidn de conceptos
basicos: punto, vector.

ODO0S5. Ejecutar operaciones con vectores: sumas, restas, producto de un nimero por un
vector, calcular médulo, obtener punto medio de un segmento, analizar la combinacién lineal

entre vectores.
0ODO06. Reconocer y distinguir las distintas expresiones de la ecuacién de la recta.
ODO07. Habituarse a hallar el resto de ecuaciones de la recta a partir de cualquier otra.

0ODO08. Conocer las condiciones de incidencia, paralelismo y perpendicularidad entre
rectas.
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0ODO09. Conocer y aplicar el concepto de pendiente de una recta junto con las ecuaciones
de la recta para comprobar y/o determinar la posicion relativa entre rectas.

2.3.2. Competencias.

El articulo 2 del Capitulo | del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, define las
competencias como: “capacidades para aplicar de forma integrada los contenidos propios de
cada ensefanza y etapa educativa, con el fin de lograr la realizaciéon adecuada de actividades
y la resolucion eficaz de problemas complejos”.

En el articulo 2 del Capitulo | de la Orden ECD/65/2015 se sefiala que las competencias
clave en el Sistema Educativo Espaifiol son 7: Comunicacion linglistica (CCL), Competencia
matemadtica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia (CMCT), Competencia digital (CD),
Aprender a aprender (CAA), Competencias sociales y civicas (CSC), Sentido de iniciativa y
espiritu emprendedor (SIEP) y Conciencia y expresiones culturales (CEC). Estas competencias
vienen desarrolladas en el Anexo | de la cita Orden ECD/65/2015, he incluido las definiciones
de las mismas en el Anexo Il: Competencias.

En este apartado nos centraremos especialmente en la competencia matematica. Para
ello me basaré en el Marco de Evaluacidon y de Analisis de PISA desarrollado por la OCDE en el
que se recogen las competencias dentro de la competencia matemadtica que describo
sucintamente a continuacidn, pero que pueden encontrase en su desarrollo completo en el
Anexo Il: Competencias.

- Comunicacion (C): Tiene que ver con leer, descodificar e interpretar los enunciados,
preguntas, tareas, de manera que forma que se consiga formar una idea de la situacién
planteada. Incluye también expresar, resumir, justificar y presentar tanto el proceso que se
estd siguiendo como los resultados obtenidos.

- Matematizacién (M): se manifiesta en la utilizacidn de las matematicas para describir,
analizar, resolver y transformar situaciones del mundo real. También para interpretar la
realidad de los resultados matematicos obtenidos.

- Representacioén (R): Implica la seleccidn, interpretacidn, conversién y uso variado de
los distintos sistemas de representacidén que puede presentar un contenido matematico.

- Razonamiento y argumentacion (RA): Hace hincapié en los procesos de pensamiento
que exploran y conectan los elementos de un problema para inferir a partir de ellos, de forma
gue puedan justificarse enunciados y soluciones de dicho problema.

- Disefio de estrategias para resolver problemas (RP): Hace hincapié en el uso de
procesos por el que el alumnado reconoce, formula y resuelve problemas de manera eficaz.

- Utilizacion de operaciones y de un lenguaje de cardcter simbdlico, formal y técnico
(LS): Implica ser capaz de manejar las operaciones aritméticas y expresiones simbdlicas
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propias de la actividad matematica. También implica conocimiento sobre las construcciones y
sistemas formales.

- Utilizacién de herramientas matematicas (HM): Se centra en la capacidad del
alumnado para el uso de instrumentos y aparatos, mas o menos tecnolégicos con los que
ayudarse en la actividad matemadtica. Tanto en el proceso como en la comunicacién de
resultados.

La adquisicion en mayor o menor medida de estas competencias por parte del
alumnado deriva en 7 niveles de competencia. La descripcion completa que hace la OCDE de
dichos niveles puede encontrarse en el Anexo Illl: Competencias.

2.3.3. Relacién Objetivos-Competencias matematicas.

Como hemos visto en los apartados anteriores, objetivos y competencias van de la
mano en el proceso de aprendizaje. El desarrollo de las competencias matematicas va a hacer
que los objetivos sean alcanzables, y a su vez, el esfuerzo por llegar a los objetivos propuestos,
hard que se potencien las capacidades. En la siguiente tabla sefialo la vinculacién existente
entre los objetivos didacticos propuestos y las competencias matematicas.

OBIJETIVO

COMPETENCIA MATEMATICA

C/ M| R |RA|RP|LS

HM

0ODO01. Mostrar una actitud positiva hacia la adquisicién de
nociones matematicas y sus aplicaciones, con un sentido | ¥ X X

critico.

0ODO02. Comprender, analizar y expresar adecuadamente,
de forma escrita y oral los problemas propuestos, | X | X | X | X X
contenidos y soluciones.

ODO03. Identificar y conocer conceptos basicos: punto,
vector, mddulo, origen, extremo.

0ODO04. Aplicar y relacionar entre ellas las distintas formas
de representacion de conceptos basicos: punto, vector.

ODO0S5. Ejecutar operaciones con vectores: sumas, restas,
producto de un nimero por un vector, calcular mdédulo,
obtener punto medio de un segmento, analizar la
combinaciodn lineal entre vectores.
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0DO06. Reconocer y distinguir las distintas expresiones de la

ecuacion de la recta. X X
ODO07. Habituarse a hallar el resto de ecuaciones de la recta

a partir de cualquier otra. X XXX
0DO08. Conocer las condiciones de incidencia, paralelismo y

perpendicularidad entre rectas. X X X
0ODO09. Conocer y aplicar el concepto de pendiente de una

recta junto con las ecuaciones de la recta para comprobar X X | X

y/o determinar la posicidn relativa entre rectas.

2.3.4. Limitaciones de aprendizaje.

En el proceso de aprendizaje matematico, es muy comun que existan casos de
equivocaciones, imprecisiones, confusiones, aplicaciones inapropiadas, etc. Estos sucesos se
presentan debido a, por un lado, carencias que pueda presentar el alumnado vy, por otro lado,
la interpretacién o interacciéon del docente con el contenido matematico. Asi pues, cabe
diferenciar entre dificultades, que serdan aquellos factores o causas que dificultan el
aprendizaje, y errores que seran el reflejo de los conflictos, las carencias o las inconexiones
que puede tener el discente con el contenido matematico (Fernandez, 2016b).

Dificultades.

Las dificultades quedan definidas como “las causas o situaciones que dan origen a los
errores” (Fernandez, 2016b, p. 196). Son multiples las causas que valora clasificandolas en
cuatro apartados distintos:

- Dificultades debidas a la relacidn entre el alumnado y el contenido: esta primera
dificultad esta relacionada con la complejidad de los objetos matematicos y puede deberse a
varios motivos. Por la complejidad de las estructuras formales utilizadas. Por los sistemas de
representacion utilizados o la falta de correlacién directa entre ellos. O por los sentidos o
modos de uso empleados, ya que la poco o nada contextualizacion del contenido matematico
puede generar una barrera considerable.

- Dificultades debidas a la presentacién por el docente del contenido: el proceso de
aprendizaje juega un papel importante y puede suponer ciertas dificultades debidas a
deficiencias en la seleccion o el disefio de tareas. También las ejemplificaciones del
profesorado pueden generar dudas o confusiones en cuanto a la recepcion de conceptos.

- Dificultades debidas a las condiciones cognitivas del alumnado: tienen su origen en la
falta de conocimientos previos total o parcialmente sobre el tema a tratar.
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- Dificultades debidas a las condiciones afectivas del alumnado: la premura por concluir
una tarea, las dudas, el miedo a equivocarse, pueden influir en el aprendizaje matematico.

Errores.

Partiendo de las dificultadas a las que los estudiantes se enfrentardn durante el
proceso de aprendizaje podemos aventurar algunos errores que previsiblemente surgirdn en
el alumnado. Desde un punto de vista constructivista, los errores en el aprendizaje de las
matematicas deben considerarse como un instrumento fundamental para la construccion del
conocimiento, debe invitar, como sefiala (Fernandez, 2016b, p. 196), “a la autorreflexidn,
reorganizacion, enriquecimiento y ajuste del conocimiento en situaciones conflictivas”.

EO1. Confundir abscisa y ordenada en la representacion de coordenadas.

E02. Confundir sentido y direccién de un vector.

E03. Uso inapropiado del teorema de Pitdgoras para calculo del mdodulo.

EO04. Sumar vectores como escalares (Flores et al., 2008).

E05. Uso inapropiado del teorema de Pitagoras para suma de vectores (Flores et al., 2008).
E06. Suma de vectores cerrando el ciclo (Flores et al., 2008).

EQ7. Confundir los nombres de las distintas ecuaciones de la recta

E08. Tomar el vector director de una recta considerando su origen el origen del eje de
coordenadas.

E09. Errores vinculados a falta de conocimientos sobre procedimientos para pasar de una
expresion de la ecuacién de la recta a otra.

E10. Errores de calculo (Bravo y Patifio, 2016).

E11. Errores vinculados a incoherencias o mezcla de conceptos sin sentido (Bravo y Patifio,
2016).

E12. Errores vinculados a ejercicios incompletos, desarrollados a la mitad o hasta cierto
instante (Bravo y Patifio, 2016).

E13. Confundir, o no conocer los valores que debe adoptar la pendiente para que dos
rectas sean paralelas o perpendiculares.

Gracias al analisis de los errores comunes que presenta el alumnado podremos
adelantarnos, y prestar mayor atencion en los aspectos afectados para paliar tanto los errores
previstos como las dificultadas a las que se enfrentaran.
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2.4. Analisis de Instruccion.

El andlisis de instruccidon dota de herramientas al profesorado para tomar decisiones
con respecto a la seleccién, disefo, y propuesta de tareas matematicas escolares que guien al
alumnado en el proceso de obtener el logro de las expectativas de aprendizaje, establecidas
previamente en el analisis cognitivo. Siguiendo el patrén establecido por Moreno y Ramirez
(2016), en este andlisis nos centraremos en tres apartados: Las tareas, los materiales y
recursos, y la organizacién y gestion de aula.

2.4.1. Tareas.

Una tarea matematica puede definirse como una propuesta planificada con
determinada intencidn de aprendizaje o como instrumento para evaluar el aprendizaje del
alumnado, del cual se requiere una actividad relacionada con las matematicas (Moreno y
Ramirez, 2016). Algunas de las cualidades que deben cumplir las tareas propuestas son: deben
ser significativas, es decir, deben ayudar a los estudiantes a que expresen o mejoren sus
concepciones sobre determinados contenidos y deben enmarcarse en una situaciéon
auténtica, han de encuadrarse en una situacion lo mas parecida a la realidad posible.

Es posible calificar las tareas de multiples modos, uno de ellos es la complejidad que
presenten. Sin embargo, no debemos quedarnos en un facil o dificil ya que partiriamos de una
base totalmente subjetiva. El otro aspecto que utilizaremos para clasificar las tareas serd el de
la funcién o papel que la tarea va a desempeiiar en el aprendizaje (Moreno y Ramirez, 2016).

Complejidad.

- Tareas de reproduccién: en este grupo se incluiran tareas que resulten familiares al
alumnado, con muy poca exigencia y basicamente centrado en la repeticién de conocimientos
practicados.

- Tareas de conexidn: Supone una mayor exigencia para el alumnado, requieren que se
establezcan relaciones entre distintas formas de representar un mismo problema. También
incluye aquellos ejercicios en los que se deba recurrir a distintos caminos para alcanzar una

solucion.

- Tareas de reflexidn: Es el nivel mas alto de complejidad y requerira por parte del
alumno una serie de competencias mas avanzadas. Existe mayor cantidad de variables a tener
en cuenta, se deberan realizar generalizaciones y explicaciones justificando resultados vy
procesos.

Funcion.

- Tareas iniciales: Su objetivo serd dar a conocer al profesorado los conocimientos
previos del alumno. Deberan ser las primeras en aportar motivacion a los estudiantes, a la vez
gue relacionan los contenidos con la realidad.
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- Tareas de desarrollo: En estas tareas se deben fomentar las preguntas y cuestiones
sobre el contenido, serdn las que ayuden a elaborar y construir significados, y serviran para

ejercitar los procesos.

- Tareas de cierre: Este grupo de tareas debe cumplir la funcién de descontextualizar,
aplicar y sintetizar los conocimientos.

2.4.2. Materiales y recursos.

Los materiales y recursos son todos aquellos elementos o herramientas que
utilizaremos durante el proceso de aprendizaje de la unidad didactica planteada y que nos
servirdn para que la comunicacién de contenidos sea fluida con el alumnado.

En cuanto los materiales, el profesor aportard sus apuntes mediante la pagina web del
centro para que estén a disposicion de los estudiantes. Estos apuntes seran complementados
por el libro de texto de los alumnos, concretamente el libro de la editorial ANAYA:
Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas 4. Los estudiantes deberdn disponer de
un cuaderno personal para la toma de anotaciones correspondientes a las sesiones y para la
resolucién de ejercicios propuestos. En algunas sesiones el profesor aportard fichas con
recortables y/o tablas para completar informacion, para estos casos, se utilizaran tijeras y
pegamento.

Relativo a los recursos, se utilizard la pizarra tradicional y proyector con ordenador
enlazado como medios de apoyo al profesorado.

2.4.3. Organizacion del aula.

El aula se dispondra en forma de “U” para favorecer la discusion entre los estudiantes.
Cuando las tareas sean por parejas los alumnos se desplazaran al lugar indicado ya que sera
el docente quien determine dichas parejas y, por tanto, la ubicacién de los alumnos. En caso
de realizar alguna actividad que requiera la formacidon de grupos, la clase se dispondra en
“islas” donde los grupos puedan intercambiar ideas (Garcia, 2020).

2.5. Analisis evaluativo.

El andlisis evaluativo consistird en valorar los resultados de cara a comprobar si la
programacién realizada cumple con los requisitos previstos, de forma que nos ayude a
detectar y replantear aquellos puntos débiles que encontremos. De esta manera se reforzara
y mejorard la planificacién de la unidad didactica propuesta (Ruiz, 2016b). El objeto de anlisis
se centrard en el estudio de los aprendizajes logrados por los estudiantes y en las decisiones
resultantes de la valoracion de estos aprendizajes (Segovia, 2016).

2.5.1 Evaluacién de los aprendizajes.

La evaluacidn de los aprendizajes tiene por objetivo comprobar y analizar la evolucion
del alumnado en cuanto a los conocimientos y actitudes adquiridos durante el proceso

32




Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato,

Formacién Profesional y Enseianza de Idiomas.

SEBASTIAN MARTINEZ MARTINEZ

Trabajo Fin de Master. Unidad Didactica: Vectores y Rectas
establecido. Para poder analizar esta evolucién tendremos en cuenta, por un lado, distintas
etapas en el proceso vy, por otro lado, los criterios de evaluacion establecidos por la normativa

vigente.

Etapas de evaluacion.

Para poder analizar la evolucién de los estudiantes necesitamos recoger informacién
que nos ayude a hacernos una idea de qué conocimientos y actitudes has sido adquiridos y
cuadles no. La recogida de esta informacién puede realizarse de forma puntual o a lo largo del
proceso. Establecemos tres etapas siguiendo las directrices de Ruiz (2016b):

- Evaluacioén inicial: El objetivo es ser conscientes del punto desde el que parte el
alumnado. Se realizara antes de comenzar en una fase temprana de la unidad didactica.

- Evaluacion de seguimiento: Se lleva a cabo durante todo el transcurso de la unidad.
Permite conocer el nivel de los estudiantes en cada momento. Gracias a esta evaluacién se
detectaran errores, lo que permitira la adaptacidon de tareas y actividades en caso de ser

necesario.

- Evaluacién a término: Mediante esta evaluacién se valorara de una forma global si se
han alcanzado los objetivos propuestos, asi como las competencias asociadas, ademas de
comprobar en qué nivel se han alcanzado.

Criterios de evaluacion.

El articulo 2 del Capitulo | del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre define los
Criterios de evaluacién como “el referente especifico para evaluar el aprendizaje del
alumnado. Describen aquello que se quiere valorar y que el alumnado debe lograr, tanto en
conocimientos como en competencias; responden a lo que se pretende conseguir en cada
asignatura.” Los criterios de evaluacidn concretos para nuestra unidad didactica vienen
reflejados en el Anexo II: Curriculo matematicas orientadas a las ensefianzas académicas. 42
ESO.

Es importante hacer hincapié en la estrecha relacidn que debe existir entre los
objetivos propuestos para la unidad didactica y los criterios de evaluacién, asi como con los
estandares de aprendizaje que cada criterio lleva asociados.

2.5.2 Fases de evaluacion de la unidad didactica.

Si adoptamos un punto de vista organizativo, y tomando en consideracién la
clasificacion propuesta por Segovia (2016), podriamos distinguir tres fases en el proceso
evaluativo de una unidad didactica: recogida de informacidn; Interpretacién, valoracién y
enjuiciamiento; y toma de decisiones.

- Recogida de informacién: Existen distintos mecanismos para llevarla a cabo, entre
ellos la observacion del trabajo del alumnado, cuestiones orales, pruebas escritas,
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exposiciones, resoluciéon de problemas en grupo o de forma individual, etc. Algunos de
aspectos a tener en cuenta para elaborar tareas de recogida de informacidn son, por ejemplo,
relevancia practica, coherencia, rango de respuestas posibles, extension y valor de la tarea y

modos de trabajar la tarea.

- Interpretacion, valoraciéon y enjuiciamiento: Los docentes debes ser capaces de
analizar las tareas realizadas por los estudiantes. Esta fase esta ligada al andlisis cognitivo ya
gue entran en juego las dificultades y errores. La identificacion de esos aspectos es esencial
para mejorar la ensefianza

- Toma de decisiones: Deben ir encauzadas a la mejora del sistema planteado. Estas
decisiones deben orientar a qué métodos usar, a la identificacion de necesidades por parte de
los estudiantes y a la valoracion de la calidad del sistema.
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3. UNIDAD DIDACTICA.

La unidad para la que se plantea esta temporalizacidén se encuadra dentro de la materia
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas de 42 ESO. La eleccién de esta unidad
didactica viene de la importancia que tiene asentar correctamente las bases de un nuevo
contenido matematico. Este es el caso de la introduccién a la Geometria Analitica que
resultard muy necesaria en etapas educativas posteriores como son Bachillerato y ensefianzas
universitarias técnicas. La programacion por unidades del curso que propongo, asi como su
distribucién a lo largo del afio lectivo para poder encuadrar la unidad es la siguiente:

Evaluacién Unidad Didactica Horas
1 Evaluacidn 1. Nljmerf)s reales.. . 16
2. Potencias y radicales. Logaritmos. 12
15 Semanas 3. Polinomios y expresiones algebraicas. 16
60 Sesiones
4. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones. 16
5. Inecuaciones y sistemas de inecuaciones. 10
6. Funciones. Caracteristicas de las funciones. 6
29 Evaluacién 7. Funciones polindmicas, definidas a trozos y de 10
14 Semanas proporcionalidad inversa.
56 Sesiones 8. Funciones logaritmicas y exponenciales. 6
9. Semejanza. 12
10. Trigonometria. 12
30 Evaluacion 11. Vectores y Rectas. 10
7 Semanas 12. Combinatoria. 6
78 Sesiones 13. Probabilidad. 6
14. Estadistica. 6
Contextualizacion

El centro escolar para el que se plantea el trabajo se trata de un colegio concertado,
ubicado en el municipio de Los Villares (Jaén). El centro esta situado en un entorno rural, en
el que el nivel socioecondmico de la poblacion es medio. El centro cuenta con
aproximadamente 330 estudiantes, repartidos entre las ensefianzas de educacién infantil,
educaciéon primaria y educacién secundaria. Entre otras instalaciones cuenta con: gimnasio,
aula de informatica, taller de tecnologia, laboratorio de fisica y quimica, aula de musica,
biblioteca, patio cubierto y al aire libre, etc.

Metodologia.

Desde el punto de vista metodoldgico, se fomentara la integracion de los estudiantes
en la dindmica del aula de una manera activa. Debemos dotar de herramientas al alumnado
para que reflexionen de forma critica sobre su propio aprendizaje, sus logros, sus erroresy sus
procedimientos (Lugue, 2020).
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Otro aspecto que cuidaremos especialmente serd el de la interaccién entre los
estudiantes. Sentirse participe del grupo les animara a participar en las tareas planteadas. Esta
relacién entre el alumnado sera util no sélo cuando se produzca un aprendizaje vertical, sino
gue generara un aprendizaje horizontal muy valioso entre los discentes. En aras de mejorar la
dinamica del grupo, una propuesta interesante a aplicar es la creaciéon de una cultura de la
mejora. Esta metodologia se basa en numerosos estudios de investigacion que coinciden en
qgue un factor determinante en el alto rendimiento escolar es la fijacién de altas expectativas
de los profesores con respecto al potencial del alumnado. Algunas técnicas como Contestar es
obligatorio, Sube el liston o, El formato importa, pueden ayudar de un modo significativo a
desarrollar todo el potencial del alumnado. Y no solo eso, sino que, al ser técnicas flexibles,
permiten su adaptacién a cada estudiante de forma individualizada (Lemov (2017), Luque

(2020)).

En el desarrollo de la unidad didactica se utilizaran diversas metodologias dependiendo
de la situacién, conceptos y contenidos a tratar, etc. Principalmente se realizaran
explicaciones participativas en las que los estudiantes deberan ser parte esencial. Aportando
conocimientos previos y construyendo su propio aprendizaje a partir del andamiaje o guia que
el docente vaya aportando en cada situacién. Se introducirdn elementos TICs, por ejemplo,
para tareas de gamificacidn, o para realizar representaciones de los contenidos que ayuden a
complementar el trabajo realizado. En algunas tareas se empleara un Descubrimiento guiado,
en las que el papel activo del estudiante sera esencial para alcanzar los objetivos (Luque,
2020).

En el discurrir de las sesiones es muy importante crear lo que se denomina una cultura
del error. Desde el momento en que un estudiante entra en clase, el docente debe mostrarle
la percepcion de que la aparicidn de respuestas incorrectas es algo basico, ya que en muchos
casos sera un paso primordial hacia la respuesta correcta. Construir el aprendizaje a partir de
errores genera un valor mayor cuando el alumnado se siente cdmodo cometiéndolo (Lemov,
2017).

Atencion a la diversidad.

La enorme diversidad que presenta el estudiantado actual hace que sea necesario
poner el foco en su atencidn. La individualizacién de la ensefianza junto con las diferentes
formas de aprehender los conocimientos supone un esfuerzo que como docentes debemos
asumir y del que debemos responsabilizarnos. Es necesario disponer de distintas vias que nos
ayuden a canalizar el aprendizaje, adaptandonos a cada situacion educativa y personal que
podamos encontrarnos en un aula.

En la unidad didactica planteada se propone mucho trabajo individualizado en clase,
gue permite que cada alumno avance acorde a su propio ritmo, y dotando al docente la
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posibilidad de individualizar correcciones apoyando y suministrando distintas herramientas
para distintos problemas. Por otro lado, en las sesiones mds practicas que se plantean, el
agrupamiento por parejas no es al azar, sino que gracias a un estudio previo compondremos
las parejas de forma que se complementes y exista un trasvase de informacion fluido,
generando un aprendizaje horizontal.

Al tratarse de una unidad diddctica para un grupo genérico, se han propuesto tareas
individualizadas y por parejas que ayuden a adecuarse a los distintos ritmos. En casos
especificos, serd de vital importancia la coordinacién con el departamento de orientacién con
el que podremos profundizar y atender casos mas especificos o particulares.

3.1. Distribucion de sesiones.

Se plantea el desarrollo de la unidad diddctica a lo largo de 10 sesiones:
Sesion 1: Presentacién de la unidad.
Sesidn 2: Vectores en el plano. Caracteristicas.
Sesion 3: Operaciones con vectores I.
Sesidn 4: Operaciones con vectores Il.
Sesion 5: Ecuaciones de la recta .
Sesidn 6: Ecuaciones de la recta Il
Sesidn 7: Operaciones con ecuaciones de la recta.
Sesion 8: Pendiente e incidencia de rectas.
Sesion 9: Examen.
Sesion 10: Correccion examen

Las sesiones se distribuiran de tal forma que engloben todos los objetivos didacticos
y contenidos propuestos en puntos anteriores. El esquema de esta distribucidn seria el
siguiente:

Sesion Objetivos Contenidos
ODO01. Mostrar una actitud
positiva hacia la adquisicidén de
nociones matematicas y sus
aplicaciones, con un sentido

critico.

Evaluacién de conocimientos
previos.

Introduccidn al tema. Definiciones
y terminologia basica.

S.1 Presentacion
de la unidad.

C19. Identificar los elementos de

S.2 Vectores en el
plano.
Caracteristicas.

ODO03. Identificar y conocer
conceptos basicos: punto, vector,
madulo, origen, extremo.

0ODO04. Aplicar y relacionar entre
ellas las distintas formas de
representacion de conceptos
basicos: punto, vector.

un vector

C1. Vector cero

C2. Vector opuesto

C3. Vectores proporcionales

C21. Calcular médulo de un vector
C27. Figurativo: hallar
coordenadas en base a las
representaciones

S.3 Operaciones
con vectores |I.

0DO02. Comprender, analizar y
expresar adecuadamente, de

C7. Combinacion lineal de
vectores
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forma escrita y oral los
problemas propuestos,
contenidos y soluciones.

ODO5. Ejecutar operaciones con
vectores: sumas, restas,
producto de un nimero por un
vector, calcular médulo, obtener
punto medio de un segmento,
analizar la combinacion lineal
entre vectores.

C20. Ejecutar operaciones basicas
con vectores

C26. Figurativo: relacionar los
calculos analiticos con su
representacion grafica

S.4 Operaciones
con vectores Il.

ODO02. Comprender, analizary
expresar adecuadamente, de
forma escrita y oral los
problemas propuestos,
contenidos y soluciones.

ODO5. Ejecutar operaciones con
vectores: sumas, restas,
producto de un nimero por un
vector, calcular médulo, obtener
punto medio de un segmento,
analizar la combinacion lineal
entre vectores.

C4. Punto medio del segmento
C5. Puntos alineados

C8. Vector perpendicular a otro
C25. Inductivo: calcular el punto
medio de un segmento.

C26. Figurativo: relacionar los
calculos analiticos con su
representacion grafica

S.5 Ecuaciones de
la rectal.

0ODO02. Comprender, analizary
expresar adecuadamente, de
forma escrita y oral los
problemas propuestos,
contenidos y soluciones.

ODO06. Reconocer y distinguir las
distintas expresiones de la
ecuacion de la recta.

C6. Recta

C9. Ecuacion vectorial de la recta
C10. Ecuacién paramétrica de la

recta

C13. Relacidén entre las distintas

ecuaciones de la recta

S.6 Ecuaciones de
la recta ll.

ODO02. Comprender, analizary
expresar adecuadamente, de
forma escrita y oral los
problemas propuestos,
contenidos y soluciones.

ODO06. Reconocer y distinguir las
distintas expresiones de la
ecuacién de la recta.

C6. Recta

C11. Ecuacidn continua de la recta
C12. Ecuacién explicita de la recta
C13. Relacidén entre las distintas
ecuaciones de la recta

S.7 Operaciones
con ecuaciones
de la recta.

0DO02. Comprender, analizar y
expresar adecuadamente, de
forma escrita y oral los
problemas propuestos,
contenidos y soluciones.

ODO07. Habituarse a hallar el
resto de ecuaciones de la recta a
partir de cualquier otra.

C9. Ecuacidn vectorial de la recta
C10. Ecuacién paramétrica de la
recta

C11. Ecuacién continua de la recta
C12. Ecuacidn explicita de la recta
C13. Relacidén entre las distintas
ecuaciones de la recta
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0ODO08. Conocer las condiciones
de incidencia, paralelismo y
perpendicularidad entre rectas.
S.8 Pendiente e 0ODO09. Conocery aplicar el

C14. Paralelismo entre rectas y
ejes de coordenadas
C15. Posiciones relativas Punto-

Recta
incidencia de concepto de pendiente de una . .
_p P . C16. Perpendicularidad entre
rectas. recta junto con las ecuaciones de rectas

la recta para comprobar y/o
determinar la posicidn relativa
entre rectas.

C17. Paralelismo entre rectas
C18. Incidencia entre rectas

S.9 Examen. Prueba escrita

S.10 Correccidén

examen — ., .
., Correccién de la prueba escrita

Valoracién

unidad

Los contenidos actitudinales no aparecen explicitamente en las unidades, ya que son
contenidos que se trabajan en todas ellas.

3.2. Organizacion de las sesiones.

Planificar las sesiones es un proceso fundamental a la hora de afrontar las clases. Fijar,
partiendo de los objetivos pretendidos, cdmo aprovechar el tiempo del que se dispone, aleja
al docente de la improvisacién y nos permite anticiparnos a problemas, o dificultades que
puedan surgir durante el desarrollo de las clases. Sin embargo, no podemos considerar la
planificacion de sesiones como un elemento inamovible, mas al contrario, sera un elemento
cambiante que habra de adaptarse al ritmo del alumnado y adecuarse a sus necesidades.

Para cada sesién se ha elaborado un plan de clase en el que se plasma el desarrollo
esperado y en el que se incluyen la tarea o tareas que se realizaran. Estas tareas y sus analisis,
junto a la evaluacién inicial y la prueba escrita, vienen desarrolladas en los apartados
siguientes.

Sesion 1: Presentacion de la unidad.

Esta sesion serd la toma de contacto del alumnado con el contenido. Se realizara una
evaluacién inicial y, tras su analisis introduciremos el tema: definiciones y terminologia
basicas.

Plan de clase:
e Evaluacion inicial - 25’:

Pediremos a los estudiantes que rellenen la Evaluacion inicial. Indicaremos que no se
trata de un examen, restdndoles presion. Resaltar la importancia de conocer el punto de inicio
para avanzar correctamente. Metafora de correr-andar: Necesitamos saber si saben andar
para explicar directamente cdmo correr. O si ya saben trotar no aburrirles explicando cémo
se anda.
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e Autocorreccion de la evaluacion - 20’:

Daremos sendas evaluaciones a los estudiantes, de manera que nadie tenga su propia
evaluacidn. Iremos comentando cada pregunta con ayuda de la pizarra para anotar o resaltar
aquellos aspectos importantes o que nos puedan ser Utiles para la introduccién del tema. El
estudiante “corrector” también tendra que poner su nombre. Con esto conseguiremos que el
alumnado participe, sea consciente de los conocimientos de sus compariieros y suyos propios
y anote, con un boligrafo de distinto color sus observaciones.

Esta recogida de informacion inicial es interesante en dos vertientes: por un lado,
obtendremos los conocimientos iniciales del alumnado que nos serviran para determinar y
adaptar el punto de arranque de la unidad y, por otro lado, nos permitiran comprobar
mediante el rol de “correctores” como asimilan la informacién grupal que se va a aportando,
lo que nos ayudara a establecer cdmo enfocar las explicaciones.

e Visionado de video - 15’:

Se reproducird un video introductorio sobre los vectores. Cuando aparezcan términos
clave pausaremos para anotarlos en la pizarra: vector, médulo, direccién, sentido, iniciacion a
la sumay a la resta de vectores.

Enlace video propuesto: https://www.youtube.com/watch?v=wl4l6¢c_5vv4&pbjreload=10

Sesion 2: Vectores en el plano. Caracteristicas.

En esta sesidn trabajaremos los elementos principales de los vectores en el plano. La
metodologia empleada sera por un lado leccién magistral participativa y, por otro lado, la
resolucién de actividades en clase sobre los temas tratados ya sea en cuaderno o mediante
recursos TIC.

Plan de clase:
e Metodologia expositiva - 10":

Comenzaremos repasando los términos clave que anotamos en la pizarra en la sesién
anterior: vector, mddulo, direccién, sentido. Explicaremos otros términos importantes como:
extremo, origen...

e Trabajo individual — Tarea 1 - 10":

Esta tarea consistird en resolver un cuestionario mediante la app Kahoot! Con ello
conseguiremos repasar los conceptos vistos hasta ese momento. Ademas, al ser un
cuestionario creado ex profeso podremos incidir en aquellas cuestiones en las que se prevé
gue existan mas dudas o dificultades. Tras cada pregunta del cuestionario, y antes de pasar a
la siguiente se hard una pausa para hacer hincapié en el concepto, ampliar informacién o
volver a explicarlo en caso de que se hayan producido muchos errores.

e Metodologia expositiva - 20":

Explicacidn del vector cero, vector opuesto, vectores proporcionales, producto de un
vector por un nimero, cdlculo de mdédulo. Realizacion de ejemplos en pizarra.
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e Trabajo individual — Tarea 2 - 15":

Aunque se considere trabajo individual debemos fomentar que los estudiantes puedan
ayudarse entre ellos, resolviéndose mutuamente pequeiias dudas. Asi mismo, debemos
hacerles ver los recursos de apoyo a su alcance: libro de texto y el propio profesor.

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se irdn
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizard una nueva explicacion en la pizarra.

e Puesta en comun - 5’:

Antes de finalizar la sesion pondremos en comun la resolucion de la Tarea 3.

Sesidn 3: Operaciones con vectores I.

En esta sesion comenzaremos a realizar operaciones con vectores. La metodologia
empleada serd por un lado leccién magistral participativa y, por otro lado, la resolucién de
actividades en clase sobre los temas tratados.

Plan de clase:
e Metodologia expositiva - 10":

Explicacién de la suma y resta de vectores. Realizacion de ejemplos en pizarra.
e Trabajo individual — Tarea 3 - 15”:

Mientras los estudiantes estdn trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizard una nueva explicacion en la pizarra.

e Metodologia expositiva - 15”:

Explicacidon de la combinacion lineal entre vectores y analisis de direccién. Realizacion
de ejemplos en pizarra.

e Trabajo individual — Tarea 4 - 15":

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se irdn
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizard una nueva explicacion en la pizarra.

e Puestaencomun-5":

Antes de finalizar la sesién pondremos en comun la resolucién de las Tareas 3 y 4.

Sesion 4: Operaciones con vectores Il
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En esta sesidon continuaremos realizando operaciones con vectores. La metodologia
empleada serd por un lado leccién magistral participativa y, por otro lado, la resolucién de
actividades en clase sobre los temas tratados.

Plan de clase:
e Metodologia expositiva - 10":

Explicacién de la obtencién del punto medio de un segmento y de los puntos alineados.
Realizacion de ejemplos en pizarra.
e Trabajo individual —Tarea 5 - 20’:

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se irdn
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizara una nueva explicacién en la pizarra.

e Metodologia expositiva - 10":

Explicacidon del vector perpendicular a otro. Realizacidn de ejemplos en pizarra.

e Trabajo individual — Tarea 6 - 15":

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizara una nueva explicacién en la pizarra.

e Puestaencomun-5":

Antes de finalizar la sesién pondremos en comun la resolucion de las Tareas 5y 6.

Sesion 5: Ecuacién de la recta l.

En esta sesion comenzaremos a trabajar con rectas y sus distintas ecuaciones. La
metodologia empleada sera por un lado leccidon magistral participativa y, por otro lado, la
resolucién de actividades en clase sobre los temas tratados.

Plan de clase:
e Metodologia expositiva - 25":

Explicacién del concepto de recta, ecuacion vectorial de la recta y ecuaciones
paramétricas de la recta. Realizacién de ejemplos en pizarra.
e Trabajo individual — Tarea 7 - 25":

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizard una nueva explicacion en la pizarra.
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e Puesta en comun - 10":

Antes de finalizar la sesidn pondremos en comun la resolucién de la Tarea 7.

Sesidn 6: Ecuacion de la recta ll.

En esta sesién continuaremos trabajando con rectas y sus distintas ecuaciones. La
metodologia empleada serd por un lado leccidon magistral participativa y, por otro lado, la
resolucién de actividades en clase sobre los temas tratados.

Plan de clase:
e Metodologia expositiva - 25’:

Explicacidon del concepto de recta, ecuacién continua y explicita de la recta. Realizacion
de ejemplos en pizarra.

e Trabajo individual — Tarea 8 - 25":

Mientras los estudiantes estdn trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizara una nueva explicacién en la pizarra.

e Puesta en comun - 10’:

Antes de finalizar la sesidn pondremos en comun la resolucion de la Tarea 8.

Sesidn 7: Operaciones con ecuaciones de la recta.

En esta sesion, que enfocaremos de una manera practica, nos centraremos en el
trabajo con las ecuaciones de la recta. La metodologia empleada se centrara en la resolucién
de una actividad por parte de los alumnos con una posterior puesta en comun.

Plan de clase:
e Trabajo en parejas —Tarea 9 - 40’":

Entregamos a cada pareja de estudiantes una plantilla para respuestas. Deberan
completar el cuadro de ecuaciones a partir de los datos dados.

La confeccién de las parejas de trabajo no sera al azar, sino que se realizara un estudio
previo de manera que ambos componentes de la pareja se complementen y puedan ayudarse
mutuamente.

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo. En caso de que alguna duda sea generalizada,
pausaremos la actividad y se realizard una nueva explicacion en la pizarra.

e Puesta en comun - 20’:

Puesta en comun de la resolucion de la Tarea 9.
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Sesion 8: Pendiente e incidencia de rectas.
Esta sesidon estard dedicada a la pendiente de las rectas y a la determinacién de la
incidencia entre rectas. Se realizara la sesién mediante la metodologia de Standarts Units.

Plan de clase:
e |nicio de la sesién - 5":

Para introducir la sesidon preguntaremos a los estudiantes sobre las nociones que
tienen acerca de la pendiente de una recta: concepto, como calcularla a partir de dos puntos,
etc. El profesor recogera estas ideas en la pizarra.

e Desarrollo de la leccidn en parejas - 10”:

Se pretende que los estudiantes desarrollen su propio conocimiento. Se pide a los
estudiantes que dibujen en el papel cuadriculado proporcionado una recta con pendiente 2.
Después pedir que dibujen una recta perpendicular y otra paralela a la interior. Posibilidad de
utilizar transportador de angulos. Pedir que busquen la relacidn entre la pendiente de una
recta las otras, utilizar distintas rectas con otras posiciones iniciales.

e Discusion grupal - 10”:

Recopilar en la pizarra las conclusiones a las que hayan llegado. Anotar en la pizarra
respuestas a cuestiones que vayamos realizando:

- Dadme un ejemplo de recta que tenga pendiente 4.

- Dame un ejemplo de una recta que sea perpendicularay = 3x — 2

- Decidme dos ecuaciones de rectas que sean perpendiculares.

e Trabajo en parejas — Tarea 10 - 25":

Entregamos a cada pareja de estudiantes una plantilla para respuestas y un paquete
de ecuaciones recortables, ambos recogidos en el punto 3.3. Desarrollo de tareas. Tendran
gue agrupar cada recta segun la caracteristica que cumplan.

Para determinar las caracteristicas de las rectas tendran que transformar las
ecuaciones dadas en ecuaciones que les permitan comparar o ecuaciones que les ayuden a
obtener los datos necesarios.

Habra dos rectas que no encajardn en ninguna de las caracteristicas dadas, y seran los
estudiantes quienes tendran que determinar qué caracteristica es comun a ambas.

Mientras los estudiantes estan trabajando se recorrera las mesas preguntando por los
procedimientos, razonamientos o soluciones que vayan adoptando. Asi mismo se iran
subsanando las dudas que vayan surgiendo.

Tarea de ampliacién: Si alguna pareja termina demasiado pronto, podemos
proponerles que aporten una nueva recta, distinta a las dadas, que cumpla la caracteristica de
cada grupo.

e Discusion grupal 10”:
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El objetivo de esta parte es comprobar las respuestas del alumnado. Centrandonos, no
sélo en si han ubicado correctamente las ecuaciones en su cuadro correspondiente, sino
especialmente en el proceso y criterios que han ido utilizando para llegar a las conclusiones.
El profesor utilizara Geogebra para representar las rectas sobre las que se vaya hablando en
cada momento para una visualizacién grafica de sus propiedades.

Algunas de las preguntas que se pueden ir realizando para guiar esta parte de la clase:

- ¢Qué criterio habéis utilizado para determinar que estas dos rectas son paralelas?

- Teniendo la misma pendiente puede ser que sean la misma recta. ¢{Habéis
comprobado que no son la misma recta? Si no lo habéis hecho, ¢Cémo podriamos
comprobarlo?

- ¢Como sabemos que dos rectas son perpendiculares?

- Dos ecuaciones cuyo término independiente es el mismo, épueden cortar el eje OY
en lugares distintos? (importancia de ver el término de y)

Tarea de ampliacién: las ecuaciones recortables pueden ser dadas en otras
representaciones (paramétrica, vectorial...) de manera que los estudiantes tengan que hacer
un trabajo previo de homogenizacién de las ecuaciones. Para esta tarea no se ha realizado asi
porque el objetivo es el estudio de las incidencias y no tanto trabajar las ecuaciones y sus
conversiones, que ya se ha trabajado en sesiones anteriores.

Sesion 9: Examen.
Esta sesion se dedicard a una prueba escrita que servira para evaluar los conocimientos
alcanzados por el alumnado.

Sesion 10: Correccion de examen — Valoracién unidad.
En esta sesion realizaremos la correccidn de la prueba escrita en la sesion anterior. Nos
centraremos en las dificultades que hayamos detectado de una forma mayoritaria.

Una vez revisado y comentado el examen, haremos una valoracién con los alumnos del
discurrir de la unidad didactica. Preguntas como éQué ha sido lo que mas le ha gustado de la
unidad? o, éCuales han sido las mayores dificultades que se han encontrado? Pueden
ayudarnos a tomar consciencia del punto de vista del estudiante y nos facilitaran la labor tanto
en unidades posteriores como en cursos venideros.

3.3. Desarrollo de tareas.

e Evaluacion inicial.

Actividades:
1) Observa los siguientes ejes de coordenadas y:

a) Determina las coordenadas de los puntos A, B, C.

b) Representa sobre los ejes los puntos D (-3,2), E (-1,-2) y F (2,-1)
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4
B
L 3
2
A
1 L

-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4

-1
C

@ -2
-3

En una traslacién, el vector guia es ¥ = (2,3). Hallas, analitica y graficamente, los
vértices del tridngulo homdlogo a ABC, donde: A (2,0), B (-1,3) y C (4,3).

Observa la grafica y responde:

a) ¢Cuadl es la pendiente de la recta?

b) ¢éCudl es la ordenada en el origen?

c) Escribe la ecuacion de la recta representada.

3

-3 -2 -1 0

-y
ra
w

Solucion de la tarea:

1)

a) A(2,1),B(-1,3), C(-3,-2)
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b)

2)
Analitica:
A =A(2,0)+ U(2,3)=A(4,3)
B'=B(-1,3)+ v (2,3) =B’ (1,6)
C'=C(4,3)+ ¥(2,3)=C (6,6)

Gréfica:

3) Observa la grafica y responde:

a) m=2

b) -2

c) y=2x—2
e Tareal.
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El punto de inicio de un vector se conoce como... )
4  Larecta en que se encuentra un vector y todas sus paralelas se denomina...

n nicio 3 u Sentido

n Punto de partida 2 n Mmadulo

n Crigen u Recta vectorial
1

u Arranque u Direccidon

=]

[¥]
[
.
=
rar
w
.

El punto final de un vector se conoce como... 5  iCuéantos sentidos admite cada direccion?

2 U
o- LI
u

n Cierre 2 n Bz

: Tres
n Término 1 a

_ n Cuatro

n Extremo

En un vector, la distancia entre el origen y el extremo se denomina... 6 Dos vectores pueden tener misma direccion pero distinto sentido

n Coordenada 3 n True
n Modulo 2 u False
u Sentido

n Direccién

1)

Tarea 2.

Actividades:
Observa los siguientes vectores y:

a) Determina las coordenadas del vector U
s . g
b) ¢Cudl es el origen del vector CD?, ¢y el extremo del vector a?

c) Determina las coordenadas del vector EF y calcula su mddulo.
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¢Un vector y su opuesto son proporcionales? Justifica por qué si o por qué no.

¢Por qué el vector cero no tiene direccién ni sentido?

Representa los vectores AB y ﬁ, siendo A(1,1),B(—2,7),€(6,0),D(3,6), y observa
gue son iguales.

Comprueba que AB = CD hallando sus coordenadas. Calcula su médulo.

Solucion de la tarea:

a) U=AB(x,y) =B —A=(-24) — (-4,2) = (=6,2)

b) El origen del vector CD es el punto C, (1,1); C = (1,1) ; El extremo del vector a es
el punto H, (—2,2); H = (—2,2)

¢) EF(x,y)=F —E = (3,3) — (1,3) = (2,0)
|GH| = Jx2 +y2 =27+ 02 = 2

Si, son proporcionales. Por definicion sabemos que dos vectores son proporcionales si
tienen la misma direccién independientemente de su sentido. En el caso de dos
vectores opuestos varian en su sentido, pero tienen la misma direccion y, por tanto,

son proporcionales.

El vector cero, es un vector cuyo origen y extremo se encuentran en el mismo punto de

ahi que carezca de direccién y, por tanto, de sentido.

@

-2
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AB(x,y) =B —A=(-27) — (1,1) = (-3,6)
CD(x,y) =D — C = (3,6) — (6,0) = (—3,6)
|Z§| = |ﬁ| = Jx2+y2=-32+62= V45 =35

e Tarea 3.

Actividades:
1) Observa los siguientes vectores y:

U

a) Determina las coordenadas de los vectores U y ¥
. . — - — - — - 1 - . s
b) Dibuja los vectores u+v;, u—v, —u+7v, Ju + 2v, y di cuales son sus
coordenadas.

c) Hallaelmdédulodeu; ¥, u+ v; u— v,

2) Dados los vectores u (1,3), ¥ (—2,5), w(—1, —3), efectla estas operaciones:

a) u+v+w b) u—v—w c) —2u+v-—2w
b) —3% +-3 e) 2 +-w f) —=B—W+1u
2 3 3 5
Solucion de la tarea:
1)
a) u(4,-2),v(0,3)
b)
u+v u—v —u+v

U+ v=04,-2) + (0,3) = (41
i—9v=(4-2)— (0,3) = (4-5)

—Uu+ v=(-42) + (0,3) = (—4,5)

(
(
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%ﬂ+ 20 =(2,-1) + (0,6) = (2,5)
c)

i = 4 + (-2)2 = V20 = 25
9] =v02+32 = 3

i+ =vaZ+12 = 17
i — 3] = /4% + (=5)2 = V41

Tarea 4.

Actividades:

Comprueba si cada uno de los siguientes pares de vectores tienen o no la misma
direcciodn:

a) u(3,1),v(-3,1) b) 1u(2,4),v(1,2) c) u(—2,0),7(4,0)

d) u(5,2),v(2,5;1) e) u(-2,6),v(-3,1) f) u(0,—1),v(—2,0)

Dados los siguientes vectores:
u(—5,8),v(—41,—10),w(3,6)
a) Halla las coordenadas de 3u — 2¥ + 10w
b) Averigua el valor de x e y para que se cumpla: xu + yw = v

Solucién de la tarea:

3 _1 d - . . . .7
a) S =T Uy v tienen la misma direccién
2 _4 e - . . . .7
b) T * - T uyvno tienen la misma direccién

— Uy U tienen la misma direccién

&l

c)v=-2

d) ==

2,5

=N

b - . . . .7
— Uy vtienen la misma direccion
_2 6 e =l . . . .7
e) — # 7~ Uy vnotienen la misma direccién

f) No existe k € R tal que ¥ = ku — U y ¥ no tienen la misma direccién

a) 3% — 27 + 10W = 3(=5,8) — 2(—41,—10) + 10(3,6) =
(—15,24) — 2(—82,—-20) + (30,60) = (97,104)
b) xu+yw=17v

x(=5,8) + y(3,6) = (—41,—10) - (-5%,8x) + (3y, 6y) = (—41,—10)
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10x — 6y = 82
8-4+6y=-10
{—5x+3y=—41 8x + 6y =-10 6)/:_42
8x + 6y =-10 18x =72 Y —
y=-7
x=4
c) Portanto,4u —7w =7
Tarea 5.
Actividades:
Halla las coordenadas del punto medio de cada segmento:

Halla las coordenadas del punto simétrico de A respecto de P en los siguientes casos:
a) A(4,—-1),P(-7,2) b) A(2,4),P(5,—1)

Comprueba analiticamente si los puntos R(2,7), S(5,—1) y T(15,—25) estan
alineados

Averigua el valor de a para que los puntos R(2,7), S(5,—1) y T(a,—25) estén
alineados.

Averigua qué relacion deben cumplir x e y para que A(0,1),B(2,5) y P(x,y) estén
alineados.

Solucion de la tarea:

) () - s
b) M (ZE2,2) 5 M, -1)

a) Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de P. El Punto P sera el punto

medio del segmento de extremos Ay A'.

—7=%fa—m=4+xax=—w

1ty Las coordenadas de A’ son (—18,5).

2=—=—24=-14+y->y=5
b) A'(x,y)
5=22ﬁ—>10=2+x—>x=8 ,
sty Las coordenadas de A" son (8, —6).

-1= - —2=4+y->y=-06
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59):(5_2'_1_7):(3’_8) }iiﬁﬁﬁnoesparaleloaﬁ
ST =(15-5,-25+1) = (10,—24)) 10 24

Los tres puntos R, S y T no estan alineados.

4)
RS = (3,-8) }
@ =(a—5,-24)

Para que R, S y Q estén alineados, se ha de cumplir que:

ﬁ=__—284 ﬁ=§—>a—5=9—>Luego,a=14
5)
AB=(2-0,5-1)=24)
AP=(x—0,y-1)= (x,y—l)}
Para que P esté alineado con A y B, se ha de cumplir que:

=ﬁ—>2(y—1)=4x—>y—1=2x—>y=2x+1

Rlw

La relacién buscadaentrexeyesy = 2x + 1
e Tarea6.

Actividades:
1) Calcular un vector perpendicular a los siguientes vectores. Representa graficamente los

vectores dados y los perpendiculares obtenidos.
a) u=(-21) b)v =(3,—1)

Solucion de la tarea:

1)
a) Para obtener un vector d perpendicular a U se tiene que cumplir que el producto
escalarded -u =0
alx,y) - u(-21)=0- —2x+1y=0
Cogemos cualquier valor para x, por ejemplo:x =1- —2-1+1y=0->y =2

El vector d = (1,2) es perpendiculara i = (—2,1)
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b) Para obtener un vector b perpendicular a ¥ se tiene que cumplir que el producto
escalardeb - % =0
B(x,y) -9(3,-1)=0- 3x—1y=0
Cogemos cualquier valor para x, por ejemplo:x =1—-> 3-1—-1y=0->y = 3El

vector b = (1,3) es perpendiculara & = (3, —1)

e Tarea?.

Actividades:
1) Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas que pasan por:

a) M(=2,1),N(4,5) b) P(0,0),Q(3,—2)
) R(2,5),5(8,5) d) T(-2,1),U(-2,—2)

Solucion de la tarea:

1)
a)

%((4_52)1)} — RS(6,4) - #(3,2) es un vector direccién.
Ecuacion vectorial:

0X = OM + t

(x,y) = (-2,1) +t(3,2)

Ecuaciones paramétricas:
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{x =-2+4+3t
y=1+2t
b)

P(0,0)

- PO 3,—2) = (3, —2) es un vector direccidn.

Ecuacion vectorial:

0X = OM + t?

(63 = (00) +¢(3,-2)
Ecuaciones paramétricas:

{x=0+3t {x=3t

y=0-2t" ly=-2t
c)

RED 7o - o "
S(8,5) - RS(6,0) - ¥(1,0) es un vector direccién.

Ecuacidn vectorial:

0X = OM + t?

(x,y) = (2,5) +t(1,0)
Ecuaciones paramétricas:

{x=2+1t {x=2+t

y=5+0t | y=5
d)
5((:22,1_)2)} - ﬁf)(O, —3) - 9(0,1) es un vector direccion.

Ecuacion vectorial:

0X = OM + t?

(x,y) = (=2,1) +t(0,1)
Ecuaciones paramétricas:

{x=—2+0t {x=—2

y=1+1t ly=1+t¢t
e Tarea8.
Actividades:
1) Escribe las ecuaciones continua y explicita de las rectas que pasan por:
b) M(-2,1),N(4,5) b) P(0,0),Q(3,—2)
d) R(2,5),5(8,5) d)T(=2,1),U(-2,—-2)
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Solucion de la tarea:

a)

Ecuacidon continua:

x+2 y-1

3 2
Ecuacidn explicita: Despejando y en la ecuacion anterior:

2 .7
y=3*T3

b)
Ecuacidn continua:

x=0 y—=0

3 -2
Ecuacidn explicita: Despejando y en la ecuacion anterior:
2

y=-3%

c)
Ecuacién continua:
x—2 y-—=5
1 0
Ecuacidn explicita: Despejando y en la ecuacion anterior:

y=5
d)
Ecuacion continua:

x+2 y-—-1

0 1
Ecuacidn explicita: Despejando y en la ecuacion anterior:

x=-2

Tarea 9.
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Plantilla para respuestas:

£
i
3jualpuad

(z—'e)d(0'0)d
B}231 B| B Uad3auapad
anb sojung

—{gg-)=nl

3
A

UQIIIBIIP J0YIBN

(T'0)a — (E—"0)nd

(z—z-

= {u’ x)

3
E

[T
L

Te—
ay + W0 = X0

|[ELI0}I3A UOIZEN]

(zelv +

=4
3

T

UoIend

BILI}AWEIR

enuIiIuoY
uoIIenag

3
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Solucion de la tarea

Pendiente Puntos que Vector direccion Ecuacion Vectorial mn:mn.._n..... mn:ww_az mn:w..n._.u_.. Grafica
pertenecen a la recta Parametrica Continua Explicita
2 , MN = (45) - (=2.1) 0X = OM + Av v= -2431] x4+2 y-1 s 7
W hwm.n|mqnu__/_nn‘m.u_ ) ) y= 1+24 3 ”% HH”WH.TW
MN(64) = v(3.2) (xy) =(-21) + A(3.2)
2 PG =1(3.-2)—(00) OX =0F + Av v = 32 x—0 y—0 2
-2 P(0,0),0(3.-2) | | T,__u e =22 y=is o
PQ(3.-2) = v(3.-2) (x,3) = (0,0) + (3,-2) :
RS = (45) - (25) 0K = OR + ¢
= A _ r—
0 R(2.5),5(4.5) _ ﬁu‘_ D - 2.2 cm y=5
R5(2.0) — #(L1.0) (x.y) =(25) + A(1.0)
. a0 TU=1(-25)-(-2.-2) 0X =0T + v * = _2 x+2 _y-1 .
T y=1+2 0 1 '

TU(0, —3) — 5(0,1)

(xy) = (=21) +A(0.1)
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e Tarea 10.

Plantilla para respuestas:

Estas rectas son paralelas Estas rectas son perpendiculares
Estas rectas cortan el eje OY en el Estas rectas cortan el eje OX en el
mismo punto mismo punto
Estas rectas pasan por el punto (1, 5) Estas rectas...

Ecuaciones recortables:

y=4x +4 4y =x+3 y+x+8=0
y=8x—-3 y+4x+6=0 y=6x—4
3y=2x—-8 y+6x =11 2y =8x + 3
y+8x =6 2y +8 = 3x 2y +x =4

Solucién de la tarea:

Estas rectas son paralelas Estas rectas son perpendiculares
y=4x + 4 4y =x+3
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2y =8x+3 y+4x+6=0
Estas rectas cortan el eje OY en el Estas rectas cortan el eje OX en el
mismo punto mismo punto
y=6x—4 3y=2x—-8
2y +8 = 3x 2y+x=4
E | 2,-
Estas rectas pasan por el punto (1, 5) stas rectas (palsg)r; gegeluntel
y=8x—3 y+x+8=0
y+6x =11 y+8x=6
Representacidn de las rectas paralelas:
Q GeoGebra Clasico
A0 LN e
@ fiy-ax+s A ek

ecl: dy=x+3 15

ec2 :y+x+8=0

10

g:y=8x-3

ecd:y+4x+6=0

h:y=6x—4

ecd : 3y =2x—8

-20 -15 -10
ech:y+b6x=11

ech: 2y =8x+3

ecT:y+8x=6

ecB: 2y+8=3x

OO0 O @ OO O 0 0o O O

ecl: 2y+x=4 :
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Representacién de las rectas perpendiculares:

Q GeoGebra Clasico

DIPE I SO N SIPANIEIR:

— ec3
fry=4x+4 :N

ecl  4y=x+3
ec2  y+x+8=10
g:y=8x-3

ecd:y+4x+6=0

h:y=6x—4 : /
ecd: 3y=2x-8 :
. 5 10 15

ech: y+6x=11

ech: 2y =8x+3 : -5
ect :y+8x=6
ecB: 2y+8=3x

ec: 2y +x=4

looooo0o 00 @0 0 @ O

Representacién de las rectas que cortan a OY en el mismo punto:

Q GeoGebra Clasico

O fry=4x+4 EN ¢
O ecl: 4y=x+3 :
15
O ec2:y+x+8=0 :
. g:y=8x-3 : 10
@) ecd:y+4x+6=0
: 5
O h:y=6x—4 *
© ecd : 3y =2x—8 :
. -20 -15 -10 -5 0 5 10 15
O ech y+bx=11 :
@) ech: 2y=8x+3 : -5
O ecT:y+8x=6
O ecB: 2y+8=3x :
O ec: 2y+x=4
15
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Representacién de las rectas que cortan a OX en el mismo punto:

Q GeoGebra Clasico

f:ry=4x+4 EN

ecl: dy=x+3 15
ec2:y+x+8=0 "eng

g:y=8x-3 ¢

ecd:y+4x+6=0

h:y=6x—4

ecd: 3y =2x—8

ech:y+0x=11

ech: 2y =8x+3

eci:y+8x==6

ecB:2y+8=3x

ecd: 2y +x=4

l@ 0 000 ®@ OO0 OO O

Representacidn de las rectas que pasan por el punto (1, 5):

G GeoGebra Clasico

(k] s~ L PO O &N e
O fiy—adx+4 A

ecl: 4y=x+3

ec2:y+x+8=0

g:y=8x-3

ec3:y+4x+6=0

h:y=6x-—4

ecd: 3y =2x—8

ech:y+0x=11

ech: 2y =8x+3

eci:y+8x==6

ecB:2y+8=3x

O O O e ® O O O O O O

ecY: 2y+x=4
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Representacién de las rectas que pasan por el punto (2, -10):

{:? GeoGebra Clasico

S o I AN E S

O fry—4x+4 i el
O el:idy=x+3 S
@ e2:y+x+8=0 P
O gry=8x-3 !
O e3:y+4x+6=0
(O hiy=6x—4 5
O ecar3y=2x-8
by 5 o 5 10 B

O ecs5:y+6x=11
(O ech:2y=8x+3
@ ec7iy+8x=6
(O eB:2y+8=3x 1
O e9:2y+x=4 e

e Examen.

Actividades:

1) Indica si los vectores AB y CD tienen el mismo modulo, direccidn y sentido, donde las
coordenadas de cada punto son A(1,1), B(2,1), C(5,3) y D(4,1). éSon equipolentes?
Obtén las coordenadas de cada uno de ellos.

2) Dibuja en un plano coordenado los vectores i = (5,—3) y ¥ = (1,2). Obtén U + v y
—2v tanto grafica como analiticamente.

3) Halla las coordenadas del punto medio de cada uno de los lados del tridngulo ABC,
siendo A(1,3),B(1,—1),y C(—3,1).

4) Obtén la ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas, la continua y la explicita de la
recta que pasa por (—1,1) y es paralela al vector (2, —1).

5) Halla un punto y un vector director de la recta 2x +y — 1 = 0. Utiliza el punto y el

vector obtenidos para hallar la ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas, la

continua y la explicita de dicha recta.
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6) Indica la posicidn relativa delasrectas x + y—2 =0y 2x +y —2 = 0. En el caso de
ser secantes, halla el punto de corte.

7) Averigua si los puntos R(—5,6), S(—3,2) y T(—2,0) estan alineados, es decir, si estan
los tres sobre una misma recta. En caso afirmativo, calcula dicha recta, y en caso
negativo, calcula la longitud de los lados del triangulo que se forma.

Solucién de la tarea:

1)
Tienen el mismo médulo y direcciéon, pero sentidos opuestos, por lo que no son
equipolentes.
AB = (1,2)yCD = (—1,-2)
2)
i+ v=(6-1) —2v = (—2,—4)
Y
-
14
0|~ X
u+v
u
2V
3)
Myp(1,1); Myc(—1,2); Mpc(—1,0)
4)
Vectorial: (x,y) = (—1,1) + t(2,—1)
p ftri .{x=—1+2t
aramétricas: —1—¢
_ xty _y-1
Continua: —— = ——
-1
L. —x+1
Explicita: y =
5)

Por ejemplo, A(0,1) yB(1,—-1) —» AB = (1,-2)
Vectorial: (x,y) = (0,1) + t(1,—-2)

oaramatricas: | Y=t
arametricas: {y =1—2t

64




Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
Formacién Profesional y Enseianza de Idiomas.

SEBASTIAN MARTINEZ MARTINEZ

Trabajo Fin de Master. Unidad Didactica: Vectores y Rectas

y—1

X
Continua: — = ——
1 -2
Explicita: y = —2x + 1
6)
Las rectas son secantes. Punto de corte: (0,2)
7)
RS = (2,4) » 1: (x,y) = (=5,6) + t(2,—4)
ComoT €r,entonces R,SyT estan alineados, y la recta pedida es r

3.4. Analisis de tareas.

Evaluacion inicial

Meta Conocer el punto de partida del alumnado

Recursos/operaciones Hoja con la evaluacién inicial, boligrafo

Elementos de ] Contenidos que se presuponen de niveles
Contenido ]
la tarea anteriores

Situacion aprendizaje -

Complejidad -

Presentacién Se expone la tarea a realizar

El docente tratard de restar presién a los
estudiantes, haciéndoles participes de la
L ) importancia de conocer el punto de partiday
. Comunicacién: Cémo, o )
Condiciones i animandoles a intentar responder a todo lo
cuando.
que sean capaces sin miedo a equivocarse.
Una respuesta, incluso errénea nos ayudard

siempre mas que un espacio en blanco

Agrupamiento alumnos | Individual

Observaciones | -

Fuente Elaboracién propia y (Anzola, Vizmanos y Hervas, 2008)
Tarea 1
Met Repasar y afianzar los conceptos y elementos
eta
Elementos de de un vector
la tarea Cuestionario Kahoot! online, proyector,

Recursos/operaciones

teléfonos moviles para la resolucién
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Contenido

C19

Situacidén aprendizaje

Contexto educativo.

Complejidad

Reproduccién.

Condiciones

Presentacion

Se expone la tarea a realizar mediante TIC.

Comunicacién: Cémo,
cuando.

El docente ird avanzando en el cuestionario a
medida que los estudiantes vayan
respondiendo las preguntas.

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Al quitar el peso de la tarea a tener que escribir los términos, centramos

el interés en conocer los elementos y diferenciarlos entre ellos.

Fuente

Elaboracién propia

Tarea 2

Elementos de

Meta

Relacionar conceptos bdsicos y aplicarlos.

Recursos/operaciones

Cuaderno de trabajo, lapiz

Contenido C1, C2,C3, C4, C21, C27
la tarea
Situacion aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién y Conexién / Desarrollo.
» Se exponen mediante leccidon magistral previa,

Presentacion )

los conceptos a trabajar.
L ) Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones Comunicacién: Como,

cuando.

Correcciones y anotaciones durante la
resolucién

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacion mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

Elaboracion propia y (Colera et al., 2017)
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Tarea 3

Elementos de

Meta

Manejar con soltura sumas, restas y calculo del
modulo de vectores.

Recursos/operaciones

Cuaderno de trabajo, lapiz

la tarea Contenido C20, C26
Situacién aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién y Conexién / Desarrollo.
» Se exponen mediante leccion magistral previa,
Presentacion .
los conceptos a trabajar.
L . Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones Comunicacién: Como,

cuando.

Correcciones y anotaciones durante la
resoluciéon

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacidon mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

(Colera et al., 2017)

Tarea 4

Elementos de

Meta

Manejar con soltura la combinacién lineal de
vectores. Continuar trabajando sumas y rectas.

Recursos/operaciones

Cuaderno de trabajo, lapiz

la tarea Contenido C7, C20
Situacion aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién y Conexién / Desarrollo.
» Se exponen mediante leccion magistral previa,
Presentacion .
los conceptos a trabajar.
L . Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones | Comunicacion: Como,

cuando.

Correcciones y anotaciones durante la
resolucién

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacidn mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.
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Fuente (Colera et al., 2017)

Tarea 5

Met Calcular el punto medio de un segmentoy
eta
conocer si 3 puntos estdn alineados.

Recursos/operaciones | Cuaderno de trabajo, lapiz
Elementos de

la tarea Contenido C4, C5, C25
Situacioén aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién y Conexién / Desarrollo.
» Se exponen mediante leccién magistral previa,
Presentacion i
los conceptos a trabajar.
L ) Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones Comunicacién: Como,

) Correcciones y anotaciones durante la
cuando. B
resolucion

Agrupamiento alumnos | Individual.

. Es importante el seguimiento y la observacion mientras los estudiantes
Observaciones ] ] . ]
realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente (Colera et al., 2017)

Tarea 6

Meta Calcular vectores perpendiculares a otros.

Recursos/operaciones | Cuaderno de trabajo, lapiz

Elementos de

Contenido C8, C26
la tarea
Situacién aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccidn.
» Se exponen mediante leccion magistral previa,
Presentacion .
los conceptos a trabajar.
L ) Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones Comunicacién: Como,

, Correcciones y anotaciones durante la
cuando. .
resolucion

Agrupamiento alumnos | Individual.
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Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacion mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

Elaboracién propia.

Tarea 7

Elementos de

Meta

Reconocimiento y manejo de ecuaciones
vectorial y paramétricas de la recta.

Recursos/operaciones

Cuaderno de trabajo, lapiz.

la tarea Contenido Ce, C9, C10, C13
Situacion aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccidn.
. Se exponen mediante leccién magistral previa,
Presentacion .
los conceptos a trabajar.
L . Se plantea la tarea de forma verbal.
Condiciones Comunicacién: Como,

cuando.

Correcciones y anotaciones durante la
resolucién

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacidon mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

(Colera et al., 2017)

Tarea 8

Elementos de

Meta

Reconocimiento y manejo de ecuaciones
continua y explicita de la recta.

Recursos/operaciones

Cuaderno de trabajo, lapiz.

la tarea Contenido Ce6, C11, C12,C13
Situacion aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién.
Condiciones | Presentacion Se exponen mediante leccién magistral previa,

los conceptos a trabajar.
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Comunicacién: Cémo,
cuando.

Se plantea la tarea de forma verbal.
Correcciones y anotaciones durante la
resolucién

Agrupamiento alumnos

Individual.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacion mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

(Colera et al., 2017)

Tarea 9

Elementos de

Meta

Manejar con soltura las distintas ecuaciones
de la recta

Recursos/operaciones

Plantilla de respuestas, cuaderno de trabajo,
lapiz.

la tarea Contenido C6, C9, C10, C11, C12,C13
Situacioén aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Desarrollo y Cierre.
» Se expone la tarea a realizar en base a las dos

Presentacion . .
sesiones anteriores.
Se plantea la tarea de forma verbal, posibilidad
de proyectar el cuadro de respuestas en

L . pizarra digital.
Condiciones Comunicacién: Como,

cuando.

El docente ird pasando por las distintas parejas
realizando preguntas sobre los criterios
utilizados y las distintas circunstancias que
pueden presentarse

Agrupamiento alumnos

Parejas.

Observaciones

Es importante el seguimiento y la observacion mientras los estudiantes

realizan la tarea para detectar posibles dificultades generalizadas.

Fuente

Elaboracién propia

Tarea 10

Elementos de
la tarea

Meta

Repasar la pendiente de la recta y aplicarla
para comprobar las incidencias entre rectas.
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Papel cuadriculado, transportador de angulos,
Recursos/operaciones tijeras y pegamento, Ecuaciones recortables y
plantilla para pegar ecuaciones.

Contenido C14, C15, C16, C17, C18

Situacion aprendizaje Contexto educativo.

Complejidad Desarrollo y Cierre.

» Se expone la tarea a realizar en base a las
Presentacion . . .
conclusiones obtenidas en la tarea anterior.

El docente ird pasando por las distintas parejas
Condiciones | Comunicacion: Como, realizando preguntas sobre los criterios
cuando. utilizados y las distintas circunstancias que
pueden presentarse

Agrupamiento alumnos | Parejas.

. Facilmente ampliable para aquellos estudiantes que obtengan las
Observaciones )
soluciones antes del resto.

Fuente Elaboracién propia y (Garcia, 2020)
Examen
Meta Evaluar el aprendizaje adquirido

Recursos/operaciones Hoja de examen y boligrafo.

Elementos de

Contenido Los recogidos en la Unidad Didactica.
la tarea
Situacion aprendizaje Contexto educativo.
Complejidad Reproduccién y Conexién / Desarrollo.
» Se expone la tarea a realizar de forma verbal
Presentacion . .
una vez repartidas las hojas de examen.
o ) El docente se limitara a la resolucién de
Condiciones Comunicacién: Como,

) cuestiones relativas al formato o falta de
cuando. .
comprensién de alguna parte del examen.

Agrupamiento alumnos | Individual.

Observaciones | -

Fuente Elaboracion propia y (Anzola, Vizmanos y Hervds, 2008)
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3.4. Cuadro evaluacion unidad didactica.

. Valoracion ..
Tareas Porcentaje Evaluacion 0-10
0-10

Prueba inicial Evaluacidn inicial 0%
Tareal 2%

Tarea 2 4%

Tarea 3 4%

individuales Tarea 5 5%
Tarea 6 3%

Tarea 7 4%

Tarea 8 4%

Tarea 9 10%

Tareas por parejas

Tareas 10 10%

Prueba escrita Examen 50%
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4. CONCLUSIONES

En el trabajo realizado se ha elaborado una unidad didactica sobre vectores y rectas.
Para ello se ha partido del analisis didactico de los contenidos a tratar intentando establecer
unos objetivos adecuados y realistas para su implementacion en el aula en las distintas
sesiones planteadas.

La elaboracidn de una unidad didactica debe partir un estudio en profundidad previo
de los contenidos a tratar, que nos permitira alejarnos de la improvisacidn, que a la postre
derivaria en dejar elementos sin atender o atendidos sin la importancia que requieren.

Ser capaces de adelantarnos a los problemas y dificultades que puedan surgir, tener
un plan al que cefiirse, tener una previsién temporal y un material elaborado, nos ayudara a
que la ensefianza se produzca de una forma real. Sin conformarnos, como indica Lemov (2017)
en el “lo he ensefiado”, sino que debemos avanzar y cerciorarnos de que “lo han aprendido”.

Teniendo en cuenta que trabajamos con personas en una edad en la que todo es
cambiante, y afadiendo ademas lo diverso de sus personalidades, debemos alejarnos del
estatismo. Por tanto, dentro de la planificacion de una unidad didactica debemos prever
posible modificaciones, variaciones y adaptaciones que puedan ser necesarias.

Estoy seguro de que el aprendizaje adquirido durante el desarrollo del master, asi
como el ejercicio de elaboracién del presente Trabajo Fin de Master, me ayudara en un futuro
cercano en el ejercicio de la actividad docente.
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6. ANEXOS.
6.1. Anexo I: Objetivos de etapa y materia.

Obijetivos de la etapa. Espafia. Real Decreto 1105/2014.

La Educacion Secundaria Obligatoria contribuird a desarrollar en los alumnos y las alumnas las
capacidades que les permitan:

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el respeto a los
demds, practicar la tolerancia, la cooperacion y la solidaridad entre las personas y grupos,
ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos y la una sociedad plural y
prepararse para el ejercicio de la ciudadania democratica.

b) Desarrollar y consolidar habitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en equipo como
condicién necesaria para una realizacion eficaz de las tareas del aprendizaje y como medio de
desarrollo personal.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y oportunidades entre
ellos. Rechazar la discriminacion de las personas por razén de sexo o por cualquier otra
condicién o circunstancia personal o social. Rechazar los estereotipos que supongan
discriminacion entre hombres y mujeres, asi como cualquier manifestacion de violencia contra
la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los dmbitos de la personalidad y en sus
relaciones con los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de cualquier tipo, los
comportamientos sexistas y resolver pacificamente los conflictos.

e) Desarrollar destrezas bdsicas en la utilizacidon de las fuentes de informacién para, con
sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacién basica en el campo
de las tecnologias, especialmente las de la informacién y la comunicacién.

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura en distintas
disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los problemas en los
diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion, el sentido
critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender, planificar, tomar
decisiones y asumir responsabilidades.

h) Comprender y expresar con correccién, oralmente y por escrito, en la lengua castellana y,
si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Autdnoma, textos y mensajes complejos,
e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estudio de la literatura.

i) Comprender y expresarse en una o mas lenguas extranjeras de manera apropiada.

j) Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia propias y de los
demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.
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k) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar las
diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar la educacion fisica
y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y social. Conocer y valorar la
dimensidon humana de la sexualidad en toda su diversidad. Valorar criticamente los habitos
sociales relacionados con la salud, el consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio
ambiente, contribuyendo a su conservacién y mejora.

[) Apreciar la creacién artistica y comprender el lenguaje de las distintas manifestaciones
artisticas, utilizando diversos medios de expresion y representacion.

Objetivos de la materia. Andalucia. Orden 14 julio 2016.

La ensefianza de las Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas en la Educacidn
Secundaria Obligatoria en Andalucia contribuira a desarrollar en los alumnos y las alumnas
las capacidades que les permitan:

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al lenguaje y modos
de argumentacion la racionalidad y las formas de expresidon y razonamiento matematico,
tanto en los procesos matematicos, cientificos y tecnolégicos como en los distintos dmbitos
de la actividad humana.

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos matematicos,
elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los resultados utilizando
los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor: utilizar
técnicas de recogida de la informacion y procedimientos de medida, realizar el analisis de los
datos mediante el uso de distintas clases de nimeros y la seleccién de los cdlculos apropiados
a cada situacion.

4. ldentificar los elementos matemadticos (datos estadisticos, geométricos, graficos, calculos,
etc.) presentes en los medios de comunicacién, Internet, publicidad u otras fuentes de
informacién, analizar criticamente las funciones que desempenan estos elementos
matematicos y valorar su aportacidn para una mejor comprensién de los mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro entorno, analizar
las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la belleza que generan, al
tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnolégicas (calculadora, ordenador,
dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar calculos como para
buscar, tratar y representar informaciones de indole diversa y también como ayuda en el
aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con métodos
cientificos y propios de la actividad matematica, tales como la exploracién sistematica de
alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el punto de vista o la
perseverancia en la busqueda de soluciones.
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8. Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la identificacion
y resoluciéon de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y valorando la
conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién del andlisis de los resultados y de su
caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar confianza en su
propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo un nivel de autoestima
adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos, estéticos,
practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se van adquiriendo
desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matemadticas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto desde un
punto de vista histdrico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad actual, apreciar
el conocimiento matematico acumulado por la humanidad y su aportacién al desarrollo social,
econdmico y cultural.

6.2. Anexo ll: Curriculo matematicas orientadas a las enseilanzas académicas. 42 ESO.

Contenidos

- Bloque | (Procesos, métodos y actitudes en matematicas):
Planificacién del proceso de resolucién de problemas.
Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje apropiado: (grafico,
numérico, algebraico, etc.), reformulacion del problema, resolver subproblemas, recuento
exhaustivo, empezar por casos particulares sencillos, buscar regularidades y leyes, etc.
Reflexion sobre los resultados: revisién de las operaciones utilizadas, asignacién de unidades
a los resultados, comprobacidn e interpretacién de las soluciones en el contexto de la
situacion, busqueda de otras formas de resolucién, etc.
Planteamiento de investigaciones matemadticas escolares en contextos numeéricos,
geométricos, funcionales, estadisticos y probabilisticos.
Practica de los procesos de matematizacién y modelizacidn, en contextos de la realidad y en
contextos matematicos.
Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y afrontar las
dificultades propias del trabajo cientifico.
Utilizaciéon de medios tecnolégicos en el proceso de aprendizaje para:
a) la recogida ordenada y la organizacion de datos.
b) la elaboracién y creacién de representaciones graficas de datos numéricos, funcionales o
estadisticos.
c) facilitar la comprension de propiedades geométricas o funcionales y la realizacion de
calculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.
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d) el diseio de simulaciones y la elaboracién de predicciones sobre situaciones matematicas
diversas.
e) la elaboracion de informes y documentos sobre los procesos llevados a cabo y los resultados
y conclusiones obtenidos.

f) comunicar y compartir, en entornos apropiados, la informacién y las ideas matematicas.

- Bloque Il (Nimeros y Algebra):
Reconocimiento de nimeros que no pueden expresarse en forma de fraccion.
Numeros irracionales.
Representacién de niumeros en la recta real. Intervalos.
Potencias de exponente entero o fraccionario y radicales sencillos.
Interpretacion y uso de los nimeros reales en diferentes contextos eligiendo la notacién y
aproximaciéon adecuadas en cada caso. Potencias de exponente racional.
Operaciones y propiedades.
Jerarquia de operaciones.
Calculo con porcentajes. Interés simple y compuesto.
Logaritmos. Definicidén y propiedades.
Manipulacién de expresiones algebraicas. Utilizacion de igualdades notables.
Introduccion al estudio de polinomios. Raices y factorizacién.
Ecuaciones de grado superior a dos.
Fracciones algebraicas. Simplificacién y operaciones.
Resolucién de problemas cotidianos y de otras areas de conocimiento mediante ecuaciones y
sistemas.

Inecuaciones de primer y segundo grado. Interpretacién grafica. Resolucion de problemas

- Bloque Ill (Geometria):
Medidas de angulos en el sistema sexagesimal y en radianes.
Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en los triangulos.
Aplicacién de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas métricos en el
mundo fisico: medida de longitudes, areas y volumenes.
Iniciacion a la geometria analitica en el plano: Coordenadas. Vectores.
Ecuaciones de la recta. Paralelismo, perpendicularidad.
Semejanza. Figuras semejantes. Razén entre longitudes, areas y voliumenes de cuerpos
semejantes.
Aplicaciones informdticas de geometria dindamica que facilite la comprensidon de conceptos y
propiedades geométricas.

- Bloque IV (Funciones):
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Interpretacion de un fendmeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o expresién
analitica. Analisis de resultados.
La tasa de variacion media como medida de la variacién de una funcién en un intervalo.

Reconocimiento de otros modelos funcionales: aplicaciones a contextos y situaciones reales.

- Bloque V (Estadistica y probabilidad):
Introduccidn a la combinatoria: combinaciones, variaciones y permutaciones.
Calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace y otras técnicas de recuento.
Probabilidad simple y compuesta. Sucesos dependientes e independientes.
Experiencias aleatorias compuestas. Utilizacidn de tablas de contingenciay diagramas de arbol
para la asignacién de probabilidades.
Probabilidad condicionada.
Utilizacién del vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas con
el azar y la estadistica.
Identificacidn de las fases y tareas de un estudio estadistico.
Graficas estadisticas: Distintos tipos de graficas. Analisis critico de tablas y graficas estadisticas
en los medios de comunicacion. Deteccidn de falacias.
Medidas de centralizacion y dispersion: interpretacidn, analisis y utilizacion.
Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de medidas de posicion y dispersion.
Construccién e interpretacion de diagramas de dispersién. Introduccidn a la correlacion.

Criterios de evaluacion

- Bloque | (Procesos, métodos y actitudes en matematicas):
1. Expresar verbalmente, de forma razonada el proceso seguido en la resoluciéon de un
problema.
2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de problemas, realizando los
calculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas.
3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones, regularidades y leyes
matematicas, en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos vy
probabilisticos, valorando su utilidad para hacer predicciones.
4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequefias variaciones en los datos, otras
preguntas, otros contextos, etc.
5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, resultados y conclusiones obtenidas en los
procesos de investigacion.
6. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos, funcionales, estadisticos o probabilisticos) a partir de la identificacién de
problemas en situaciones problematicas de la realidad.
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7.Valorar la modelizacién matematica como un recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de los modelos utilizados o construidos.
8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer matematico.
9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de situaciones desconocidas.
10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.
11. Emplear las herramientas tecnoldgicas adecuadas, de forma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos, haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando con sentido critico situaciones
diversas que ayuden a la comprensidon de conceptos matematicos o a la resolucion de
problemas.
12. Utilizar las tecnologias de la informacion y la comunicaciéon de modo habitual en el proceso
de aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando informacién relevante en Internet o en
otras fuentes, elaborando documentos propios, haciendo exposiciones y argumentaciones de
los mismos y compartiendo éstos en entornos apropiados para facilitar la interaccion.

- Bloque Il (Nimeros y Algebra):
1. Conocer los distintos tipos de numeros e interpretar el significado de algunas de sus
propiedades mas caracteristicas: divisibilidad, paridad, infinitud, proximidad, etc.
2. Utilizar los distintos tipos de numeros y operaciones, junto con sus propiedades, para
recoger, transformar e intercambiar informacién y resolver problemas relacionados con la
vida diaria y otras materias del ambito académico.
3. Construir e interpretar expresiones algebraicas, utilizando con destreza el lenguaje
algebraico, sus operaciones y propiedades.
4. Representar y analizar situaciones y relaciones matematicas utilizando inecuaciones,
ecuaciones y sistemas para resolver problemas matemadticos y de contextos reales.
Propiedades mas caracteristicas: divisibilidad, paridad, infinitud, proximidad, etc.

- Bloque Ill (Geometria):
1. Utilizar las unidades angulares del sistema métrico sexagesimal e internacional y las
relaciones y razones de la trigonometria elemental para resolver problemas trigonométricos
en contextos reales.
2. Calcular magnitudes efectuando medidas directas e indirectas a partir de situaciones reales,
empleando los instrumentos, técnicas o férmulas mas adecuadas y aplicando las unidades de
medida.
3. Conocer y utilizar los conceptos y procedimientos basicos de la geometria analitica plana
para representar, describir y analizar formas y configuraciones geométricas sencillas.
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- Bloque IV (Funciones):
1. ldentificar relaciones cuantitativas en una situacién, determinar el tipo de funcién que
puede representarlas, y aproximar e interpretar la tasa de variacion media a partir de una
grafica, de datos numéricos o mediante el estudio de los coeficientes de la expresién
algebraica.
2. Analizar informacién proporcionada a partir de tablas y graficas que representen relaciones
funcionales asociadas a situaciones reales obteniendo informacién sobre su comportamiento,
evolucidn y posibles resultados finales.

- Bloque V (Estadistica y probabilidad):
1. Resolver diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana aplicando los conceptos
del cdlculo de probabilidades y técnicas de recuento adecuadas.
2. Calcular probabilidades simples o compuestas aplicando la regla de Laplace, los diagramas
de drbol, las tablas de contingencia u otras técnicas combinatorias.
3. Utilizar el lenguaje adecuado para la descripciéon de datos y analizar e interpretar datos
estadisticos que aparecen en los medios de comunicacion.
4. Elaborar e interpretar tablas y graficos estadisticos, asi como los parametros estadisticos
mas usuales, en distribuciones unidimensionales y bidimensionales, utilizando los medios mas
adecuados (lapiz y papel, calculadora u ordenador), y valorando cualitativamente la
representatividad de las muestras utilizadas.

Estdndares de aprendizaje

- Bloque | (Procesos, métodos y actitudes en matematicas):
1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucidon de un
problema, con el rigor y la precisién adecuada.
2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones entre los datos,
contexto del problema).
2.2. Valora la informacién de un enunciado y la relaciona con el nimero de soluciones del
problema.
2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados de los problemas a
resolver, valorando su utilidad y eficacia.
2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en la resolucién de problemas
reflexionando sobre el proceso de resolucidn de problemas. Identifica patrones, regularidades
y leyes matematicas en situaciones de cambio, en contextos numéricos, geomeétricos,
funcionales, estadisticos y probabilisticos Utiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados esperables, valorando su eficacia e
idoneidad.
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4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos: revisando el proceso de resolucion y los
pasos e ideas importantes, analizando la coherencia de la soluciéon o buscando otras formas
de resolucion.
4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los datos, proponiendo
nuevas preguntas, resolviendo otros problemas parecidos, planteando casos particulares o
mas generales de interés, estableciendo conexiones entre el problema y la realidad.
5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas de las conclusiones obtenidas utilizando
distintos lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistico-probabilistico.
6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad, susceptibles de contener problemas
de interés.
6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo matemadtico,
identificando el problema o problemas matematicos que subyacen en él y los conocimientos
matemadticos necesarios.
6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos sencillos que permitan la resolucién de
un problema o problemas dentro del campo de las matematicas.
6.4. Interpreta la solucién matematica del problema en el contexto de la realidad.
6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto real, para valorar la adecuacidon y las
limitaciones de los modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.
7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él y sus resultados.
8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas: esfuerzo, perseverancia,
flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
8.2. Se plantea la resolucién de retos y problemas con la precisién, esmero e interés adecuado
al nivel educativo y a la dificultad de la situacién.
8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la actitud adecuada para cada caso.
8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacidn, junto con habitos de plantear/se
preguntas y buscar respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos como en la
resolucién de problemas.
9.1. Toma decisiones en los procesos de resoluciéon de problemas, de investigacion y de
matematizacién o de modelizacién, valorando las consecuencias de las mismas y su
conveniencia por su sencillez y utilidad.
10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando la
potencia y sencillez de las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras similares.
11.1. Selecciona herramientas tecnoldgicas adecuadas y las utiliza para la realizaciéon de
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los mismos impide o no
aconseja hacerlos manualmente.
11.2. Utiliza medios tecnoldgicos para hacer representaciones graficas de funciones con
expresiones algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y cuantitativa sobre ellas.
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11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el proceso seguido en la solucién de
problemas, mediante la utilizacion de medios tecnoldgicos.
11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas tecnoldgicas interactivas para
mostrar, analizar y comprender propiedades geométricas.
12.1. Elabora documentos digitales propios (texto, presentacion, imagen, video,
sonido...), como resultado del proceso de busqueda, analisis y seleccion de informacidn
relevante, con la herramienta tecnoldgica adecuada y los comparte para su discusion o
difusion.
12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la exposicion oral de los contenidos trabajados
en el aula.
12.3. Usa adecuadamente los medios tecnoldgicos para estructurar y mejorar su proceso de
aprendizaje recogiendo la informacién de las actividades, analizando puntos fuertes y débiles
de su proceso académico y estableciendo pautas de mejora.

- Bloque Il (NGmeros y Algebra):
1.1. Reconoce los distintos tipos numeros (naturales, enteros, racionales e irracionales y
reales), indicando el criterio seguido, y los utiliza para representar e interpretar
adecuadamente informacidn cuantitativa.
1.2. Aplica propiedades caracteristicas de los niumeros al utilizarlos en contextos de resolucién
de problemas.
2.1. Opera con eficacia empleando cdlculo mental, algoritmos de |apiz y papel, calculadora o
programas informaticos, y utilizando la notacidn mas adecuada.
2.2. Realiza estimaciones correctamente y juzga si los resultados obtenidos son razonables.
2.3. Establece las relaciones entre radicales y potencias, opera aplicando las propiedades
necesarias y resuelve problemas contextualizados.
2.4. Aplica porcentajes a la resolucién de problemas cotidianos y financieros y valora el
empleo de medios tecnoldgicos cuando la complejidad de los datos lo requiera.
2.5. Calcula logaritmos sencillos a partir de su definicién o mediante la aplicacion de sus
propiedades y resuelve problemas sencillos.
2.6. Compara, ordena, clasifica y representa distintos tipos de numeros sobre la recta
numérica utilizando diferentes escalas.
2.7. Resuelve problemas que requieran conceptos y propiedades especificas de los nimeros.
3.1. Se expresa de manera eficaz haciendo uso del lenguaje algebraico.
3.2. Obtiene las raices de un polinomio y lo factoriza utilizando la regla de Ruffini u otro
método mas adecuado.
3.3. Realiza operaciones con polinomios, igualdades notables y fracciones algebraicas
sencillas.

85




Madster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y Bachillerato,
Formacién Profesional y Enseianza de Idiomas.
SEBASTIAN MARTINEZ MARTINEZ
Trabajo Fin de Master. Unidad Didactica: Vectores y Rectas
3.4. Hace uso de la descomposicion factorial para la resolucién de ecuaciones de grado
superior a dos.
4.1. Hace uso de la descomposicion factorial para la resolucion de ecuaciones de grado
superior a dos.
4.2. Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacién de la vida real, lo
estudia y resuelve, mediante inecuaciones, ecuaciones o sistemas, e interpreta los resultados
obtenidos.

- Bloque Ill (Geometria):
1.1. Utiliza conceptos y relaciones de la trigonometria basica para resolver problemas
empleando medios tecnolégicos, si fuera preciso, para realizar los célculos.
2.1. Utiliza las herramientas tecnoldgicas, estrategias y férmulas apropiadas para calcular
angulos, longitudes, dreas y volUmenes de cuerpos y figuras geométricas.
2.2. Resuelve triangulos utilizando las razones trigonométricas y sus relaciones.
2.3. Utiliza las férmulas para calcular dreas y volumenes de tridngulos, cuadrildteros, circulos,
paralelepipedos, pirdmides, cilindros, conos y esferas y las aplica para resolver problemas
geomeétricos, asignando las unidades apropiadas.
3.1. Establece correspondencias analiticas entre las coordenadas de puntos y vectores.
3.2. Calcula la distancia entre dos puntos y el médulo de un vector.
3.3. Conoce el significado de pendiente de una recta y diferentes formas de
calcularla.
3.4. Calcula la ecuacidon de una recta de varias formas, en funcién de los datos conocidos.
3.5. Reconoce distintas expresiones de la ecuacién de una recta y las utiliza en el estudio
analitico de las condiciones de incidencia, paralelismo y perpendicularidad.
3.6. Utiliza recursos tecnoldgicos interactivos para crear figuras geométricas y observar sus
propiedades y caracteristicas.

- Bloque IV (Funciones):
1.1. Identifica y explica relaciones entre magnitudes que pueden ser descritas mediante una
relacion funcional y asocia las graficas con sus correspondientes expresiones algebraicas.
1.2. Explica y representa graficamente el modelo de relaciéon entre dos magnitudes para los
casos de relacion lineal, cuadratica, proporcionalidad inversa, exponencial y logaritmica,
empleando medios tecnolégicos, si es preciso.
1.3. Identifica, estima o calcula pardmetros caracteristicos de funciones elementales.
1.4. Expresa razonadamente conclusiones sobre un fendmeno a partir del comportamiento
de una grafica o de los valores de una tabla.
2.1. Interpreta criticamente datos de tablas y graficos sobre diversas situaciones reales.
2.2. Representa datos mediante tablas y graficos utilizando ejes y unidades adecuadas.
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2.3. Describe las caracteristicas mas importantes que se extraen de una grafica sefialando los
valores puntuales o intervalos de la variable que las determinan utilizando tanto lapiz y papel
como medios tecnoldgicos.

2.4. Relaciona distintas tablas de valores y sus graficas correspondientes.

- Bloque V (Estadistica y probabilidad):
1.1. Aplica en problemas contextualizados los conceptos de variaciéon, permutacion y
combinacion.
1.2. Identifica y describe situaciones y fendmenos de caracter aleatorio, utilizando la
terminologia adecuada para describir sucesos.
1.3. Aplica técnicas de cédlculo de probabilidades en la resolucién de diferentes situaciones y
problemas de la vida cotidiana.
1.4. Formula y comprueba conjeturas sobre los resultados de experimentos aleatorios y
simulaciones.
1.5. Utiliza un vocabulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas con
el azar.
1.6. Interpreta un estudio estadistico a partir de situaciones concretas cercanas al alumno.
2.1. Aplica la regla de Laplace y utiliza estrategias de recuento sencillas y técnicas
combinatorias.
2.2. Calcula la probabilidad de sucesos compuestos sencillos utilizando, especialmente, los
diagramas de arbol o las tablas de contingencia.
2.3. Resuelve problemas sencillos asociados a la probabilidad condicionada.
2.4. Analiza matematicamente algun juego de azar sencillo, comprendiendo sus reglas y
calculando las probabilidades adecuadas.
3.1. Utiliza un vocabulario adecuado para describir, cuantificar y analizar situaciones
relacionadas con el azar.
4.1. Interpreta criticamente datos de tablas y graficos estadisticos.
4.2. Representa datos mediante tablas y graficos estadisticos utilizando los medios
tecnolégicos mas adecuados.
4.3. Calcula e interpreta los parametros estadisticos de una distribucién de datos utilizando
los medios mas adecuados (lapiz y papel, calculadora u ordenador).
4.4. Selecciona una muestra aleatoria y valora la representatividad de la misma en muestras
muy pequenas.
4.5. Representa diagramas de dispersion e interpreta la relacién existente entre las variables.

6.3. Anexo lll: Competencias.

Competencias clave sistema educativo espaiiol.
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a) Comunicacién lingtistica (CCT): Se trata de la habilidad para la utilizacién del lenguaje como
medio para expresar ideas e interactuar de manera oral o escrita con otras personas.

b) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT): La
primera hacer referencia a la capacidad de aplicar el razonamiento matemadtico en Ia
resolucién de problemas cotidianos. La competencia en ciencia y tecnologia hace hincapié en
la habilidad para la utilizaciéon de conocimientos y procesos cientificos para explicar el mundo
gue nos rodea. La competencia tecnolégica implica la aplicacién de esos conocimientos para
dar respuestas a las necesidades humanas.

c) Competencia digital (CD): Se centra en el uso de forma segura y critica de las TIC en la
obtencidn, analisis, produccidn e intercambio de informacion.

d) Aprender a aprender (CAA): Es una de las competencias mas resefiables e importantes, ya
que incide en que el alumnado desarrolle su capacidad para iniciar el aprendizaje y persistir
en él. Que sea capaz de organizar su tiempo y tareas, trabajando de una forma individual o
grupal en busqueda de un objetivo.

e) Competencias sociales y civicas (CSC): Consiste en la capacidad de relacionarse con el resto
de personas y participar de un modo activo, participativo y democratico en la vida social y
civica.

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP): Se centra en aquellas habilidades que
impulsan a la conversidn de ideas en actos, tales como la creatividad, o las capacidades para
asumir riesgos y en la planificacién y gestion de proyectos.

g) Conciencia y expresiones culturales CEC: Se centra en la capacidad de apreciar la
importancia de las expresiones humanas mediante la musica, las artes plasticas y escénicas o
la literatura.

Competencias matematicas segun OCDE.

Las siete capacidades matematicas fundamentales empleadas en los marcos de PISA 2015 y
PISA-D son las siguientes:

- Comunicacion (C): La competencia matematica implica comunicacion. El sujeto
percibe la existencia de algln desafio y esta estimulado para reconocer y comprender una
situacion problematica. La lectura, descodificacidon e interpretacién de enunciados,
preguntas, tareas u objetos le permite formar un modelo mental de la situacién, que es un
paso importante para la comprension, clarificacion y formulacién de un problema. Durante
el proceso de resolucidn, puede ser necesario resumir y presentar los resultados
intermedios. Posteriormente, una vez que se ha encontrado una solucién, el individuo que
resuelve el problema puede tener que presentarla a otros y exponer una explicacién o
justificacion.
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- Matematizacién (M): La competencia matemadtica puede suponer transformar un
problema definido en el mundo real en una forma estrictamente matematica (esto puede
suponer la estructuracion, conceptualizacidon, elaboracién de suposiciones y/o formulacién
de un modelo) o la interpretacion o valoracion de un resultado o modelo matematico con
relacién al problema original. El término "matematizaciéon" se utiliza para describir las

actividades matematicas fundamentales implicadas.

- Representacion (R): La competencia matematica suele venir acompafada de
representaciones de objetos y situaciones matematicas. Esto puede implicar la seleccidn,
interpretacion, traduccién y la utilizacién de una variedad de representaciones para plasmar
una situacion, interactuar con un problema o para presentar un trabajo propio. Las
representaciones mencionadas incluyen graficos, tablas, diagramas, imagenes, ecuaciones,
férmulas y materiales concretos.

- Razonamiento y argumentacién (RA): La capacidad matematica requerida en las
distintas fases y actividades ligadas a la competencia matematica se denomina
"razonamiento y argumentacion". Esta capacidad implica procesos de pensamiento
arraigados de forma ldgica que exploran y conectan los elementos del problema para
realizar inferencias a partir de ellos, comprobar una justificacién dada, o proporcionar una
justificacion de los enunciados o soluciones a los problemas.

- Diseno de estrategias para resolver problemas (RP): La competencia matematica
suele requerir el disefio de estrategias para resolver problemas matematicos. Esto implica un
conjunto de procesos de control fundamentales que guian a un individuo para que
reconozca, formule y resuelva problemas eficazmente. Esta destreza se caracteriza por la
seleccion o disefio de un plan o estrategia para utilizar las matematicas para resolver los
problemas derivados de una tarea o contexto, ademas de guiar su implementacion. Esta
capacidad matematica puede ser requerida en cualquier etapa del proceso de resolucién de
problemas.

- Utilizacidn de operaciones y de un lenguaje de cardcter simbdlico, formal y técnico
(LS): La competencia matematica implica servirse de unas operaciones y un lenguaje de
caracter simbdlico, formal y técnico. Esto implica la comprensidn, interpretacién,
manipulacidn y utilizacién de expresiones simbdlicas en un contexto matematico (incluidas
las expresiones y operaciones aritméticas) regido por convenciones y reglas matematicas.
También supone la comprensidn y utilizacidon de constructos formales basados en
definiciones, reglas y sistemas formales, asi como el uso de algoritmos con estas entidades.
Los simbolos, las reglas y los sistemas empleados varian en funcién de los conocimientos
concretos de contenido matematico que se requieren en un ejercicio especifico para
formular, resolver o interpretar las matematicas.
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- Utilizacidn de herramientas matemadticas (HM): La capacidad matematica definitiva
gue sustenta la competencia matematica en la practica es el uso de herramientas
matematicas. Las herramientas matematicas incluyen herramientas fisicas, como los
instrumentos de medicion, ademas de calculadoras y herramientas informaticas que cada
vez son mas accesibles. Esta capacidad supone conocer y saber utilizar las distintas
herramientas que pueden ser de ayuda en la actividad matemadtica y ser conscientes de sus
limitaciones. Asimismo, las herramientas matematicas pueden desempeiiar un papel crucial
en la comunicacion de los resultados.

Niveles de competencia matematica segin OCDE.

Nivel 1:

- Contestar a las preguntas que implican contextos familiares donde estd presente toda la
informacién relevante y las preguntas estan bien definidas.

- ldentificar la informacidn vy realizar procedimientos rutinarios segun instrucciones directas
en situaciones explicitas.

Nivel 2:
- Interpretar y reconocer situaciones en los contextos que requieren inferencia directa.

- Extraer la informacién relevante de una sola fuente y hacer uso de un solo modo de
representacion.

- Emplear algoritmos, féormulas, procedimientos o convenciones basicas; razonar de manera

directa y hacer interpretaciones literales de los resultados.
Nivel 3:

- Realizar procedimientos claramente descritos, que incluyen los que requieran decisiones

secuenciales.
- Seleccionar y aplicar estrategias de solucién de problemas simples.

- Interpretar y utilizar representaciones basadas en diferentes fuentes de informacion vy
razonar directamente a partir de ellas.

- Desarrollar comunicaciones cortas cuando informan sus interpretaciones, resultados y

razonamientos.
Nivel 4:

- Trabajar con eficacia con modelos explicitos para situaciones concretas complejas que
pueden implicar limitaciones o exhortan a hacer suposiciones.

- Seleccionar e integrar diversas representaciones simbdlicas, relacionandolas directamente a
los aspectos de situaciones del mundo real.
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- Utilizar habilidades bien desarrolladas y razonar flexiblemente, con una cierta comprension
en estos contextos.

- Construir y comunicar tanto las explicaciones como los argumentos basados en sus
interpretaciones, discusiones y acciones

Nivel 5:

- Desarrollar y trabajar con modelos para las situaciones complejas, identificando limitaciones
y especificando suposiciones.

- Seleccionar, comparar y evaluar las estrategias de solucién de problemas adecuadas para
tratar problemas complejos relacionados con estos modelos.

- Trabajar estratégicamente usando el pensamiento amplio, bien desarrollado y habilidades
para razonar; representaciones relacionadas apropiadas, caracterizaciones simbdlicas y
formales, y el conocimiento pertinente a estas situaciones.

- Reflexionar sobre sus acciones, formular y comunicar tanto sus interpretaciones
Ccomo su razonamiento.
Nivel 6:

- Conceptualizar, generalizar y utilizar la informacidn basados en sus investigaciones y modelar
situaciones complejas del problema.

- Relacionar diferentes fuentes de informacién y representaciones, asi como traducir
flexiblemente entre ellas.

- Pensamiento y razonamiento matematicos avanzados.

- Aplicar su conocimiento y entendimiento junto con una comprensidon de operaciones
matematicas simbdlicas y formales, asi como relaciones para desarrollar nuevos enfoques y

estrategias para enfrentar situaciones nuevas.

- Formular y comunicar con precisidn sus acciones y reflexiones con respecto a sus resultados,

interpretaciones, discusiones y a la conveniencia de estos a las situaciones originales.
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