&
=
©

)
S

D

D

©
S

=
63

S
=
S
O
@

@@
S
N
=
T

e
@
@
=

i
@

S
©

S
€
©
@

©
=]

@y
=
@
=)
@

)
@

NG

=

0 Z

Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefanza de [diomas

UNIVERSIDAD DE JAEN
Centro de Estudios de Postgrado

Trabajo Fin de Master

FUNCIONES Y GRAFICAS

Alumnol/a: Moreno Montes, Maria

Tutor/a: Prof. D. Lorenzo Lugue Canada
Dpto: |.E.S. Az-Zait

Junio, 2020



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y N
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

INDICE
RESUMIBIN .. e e e s s e e e e e e e s s e nnnnees 1
Y o 1] = ot A PP PPPPPPPPRRPP 2
i [ 4o Yo [FToli o T o FU TP 3
B @ T 1] Yo LTSS 5
3. FUNAamentacion CUITICUIAN .......oiiiiiiiiie e 6
3.1, ANAliSis del CUMTICUIO....ceiueiieiie ettt et s e e e 6
3.2. Analisis de [IBros de tEXE0 ...c.eieiiiiiiiieie et 12
4. Fundamentacién Epistemoldgica: Desarrollo de un tema de oposicién.................... 19
4.1, IntroducCion RISTOMICA «...eoiueiieieieeee et sttt b e s 19
4.2. Nociones basicas de fUNCIONES. .......coouiiiiiriiiiiieeeee e s 23
4.2.0. PeriodiCidad......cooiuii ittt st st et e b sares 24
4.2.2. PUNtOS de COrte CON 0SS EJES ..uvviiiiiiiiiiiiiiiee ettt e e s vee e e e sreeeeeeaes 25
42,3, SIMEEIIAS e uteeeutee ettt ettt ettt ettt e st e st e e bt e e s bt e e sabee s bt e s bt e e s abae e bt e e sabeesbaeesabeenares 25
A.2.4, CONEINUIAAA ..ttt st st st et e b e b e saee st e 26
4.3. Monotonia. Extremos relativos y absolutos ..........cccveeeeciieiieciiee e 27
4.3.1. Maximo y minimo abSolULOS .......ccccuiiiiiiiiiie ettt et 27
4.3.2. EXYremMOS relatiVoS. ...cccueiiieiiieiiiiieee et 30
4.4. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexXion ..........cccoecvieeieciiiiicciiiee e 35
A5, ASINTOTAS. c..eeeeeritieieete ettt sttt et sttt b e s st eer e ne e e e 38
4.6. Representacion grafica de CUIVAs .......ooocciiiiieciiie ettt et e et e e e e aaee s 40

5. Fundamentacion Didactica: Investigaciones sobre aprendizaje y/o la ensefianza.... 43

6. Proyeccion Didactica: Elaboracion de una Unidad Didactica......ccccceeeeeeeecciniieenennnn. 50
B. 0. THEUIO .ottt ettt st b et s bbb s b e et e bt s ae et b e e eees 50
6.2, JUSTITICACION ..ottt sttt s s s e 50

6.2.1. Justificacion CUITICUIAN......coueiieiiei e 50
6.2.2. Justificacion social y/0 profesional.........cccueeeceeeeeeecceeeeeeecee e 52
6.2.3. JuStificaCion INTEINA «...oouiiiie et 53
6.2.4. JUSEIfiCACiON @SLELICA ..evvvieiieeiieee e 54
6.2.5. JUSEIficaCion CUITUTIAl.....cc.eiiiiieee s 55
6.3. Contextualizacion del centroy del aula...........ooooviiiiiciiii e 55
O 0] o1 1= 4 AV o TS PURU 57

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y

BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén
6.4.1. Objetivos generales de etapa......cccceeieei et 57
6.4.2. Objetivos del drea de MatemMAtiCas......c.cceeeevieeiiciiee e e 58

6.4.3. Relacién entre los objetivos generales de etapa y los objetivos generales del drea de

[0 10T o L oF [PPSOV PPPUPRP 60
6.4.4 Objetivos concretos de 1a unidad.........ccueeiiiiieeiiiiieie e 60

6.5. COMPELENCIAS CIAVE .ooiieeiiei ittt ettt et e e st e e s sbee e e s sbteeessbeeeessseneessans 61
5.6. CONTENITOS ...ttt ettt sa e sttt e bt e s bt e saee st e sane e b e enbeennees 64
A V=1 oo [o] Lo =4 - U PURNE 66
6.8. ACHIVIHAUES Y MBCUIMSOS .. .viiiiiiiiiieeeiieee ettt e sttt e e sttt e e e sbee e e s sbae e e s sbeeeessbaeeessseeeessseneassnns 68
6.8.1. ACTIVIAAUES ...ttt ettt e e s e s re e e sare e e nee s 68
6.8.2. RECUISOS ...ttt et e e 70

6.9. Atencion @ 1a diversidad .........ooveeiiiieiieee e 71
6.10. TEMPOTAlIZACION ...oveiiiiieee ettt ettt e e e ette e e e e bte e e e ebteeeeebeeeeeeseeeeesseneananns 73
6.11. EVAIUACION ..ttt ettt sttt sttt e b e bt s ae e st st beenreas 79
6.11.1. Criterios de eValuaCiOn........cccuiiiiiiriiiieniee ettt ettt et esbeesaee s 80
6.11.2. Criterios de CalifiCacion .........ccueeiieiriieiniie e 86

7. CONCIUSIONES ..ttt ne e s 94
8. Referencias BibliografiCas.......coueiiieiiiieicciiee e 96
9. Referencias NOIMatiVas. .......euiiiiiiiieeiie ettt st 98

INDICE DE ILUSTRACIONES

llustracién 1: Bloque 1 "Procesos, métodos y actitudes en matematicas", Matematicas
orientadas a las ensefianzas académicas, 32 ESO. Fuente: R.D. 1105/2014, de 26 de

Lo [ToiT=] 001 o LT RTRRTTRN 8

llustracién 2: Bloque 4 "Funciones", Matemadticas orientadas a las ensefianzas
académicas, 32ESO. Fuente: R.D. 1105/2014, de 26 de diciembre. .......cccccovvvvvvuvveerennn. 8

llustracidn 3: Numero de centros publicos andaluces que utilizan cada editorial por
curso, en centros publicos y privados. Fuente: Del Pino y Estepa (2015:122) .............. 13

llustracién 4: Editoriales utilizadas en los centros de la provincia de Jaén (publicos y
privados-concertados) en el curso 2019/2020. Fuente:
https://www.juntadeandalucia.es/educacion/portals/web/becas-y-ayudas/gratuidad-
de-libros/consulta-seleccion-de-libros-de-texto. Elaboracion propia. .......ccceeeevveennee.. 13

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIAY <82
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

llustracién 5: Tablilla babildnica Plimpton 322. Fuente:
https://francis.naukas.com/files/2017/09/Dibujo20170906-plimpton-322-babylonian-
clay-tablet-cuneiform-1800-bc-columbia-university.png .......cccccovevieeeiiiiieeeeniieee e 20

llustracion 6: Trabajo de Nicolds de Oresme. Fuente: https://alchetron.com/Nicole-

L@ 1 =T 3 1= PP 22
llustracion 7: Grafica de la funcidn seno. Elaboracion propia.......cccecceeeeveceeeeincieeeennns 25
llustracion 8: Grafica funcion par. Elaboracion propia........ccccevcvveeiiiiieeeiiiiieee e 25
llustracién 9: Grafica de una funcidén impar. Elaboracidn propia.......cccceeeeeieeeeecieeeens 26
llustracién 10: Ejemplo de funcidn continua. Elaboracién propia. .....ccccceeeeveeeieiieeeens 26
llustracion 11: Ejemplo de funcidn con discontinuidades. Elaboracidn propia. ............ 26
llustracion 12: Ejemplo de funcidn cdncava. Elaboracidn propia. .....cccceeevecveeeeiicivenens 35
llustracién 13: Ejemplo de funcidn convexa. Elaboracion propia. .....ccccceeeevveeeeecvieeens 35
llustraciéon 14: Grafica de la funcidn estudiada. Elaboracidn propia. ........cccceeeeviieeenns 42

llustracién 15: Funcidn a trozos con diferentes imagenes para un mismo punto del

dominio. Fuente: Arce y Ortega (2013:66) ......ceeerireeeeiiiiiieeeiiiieeeerree e esiee e e e saee e 46
llustracién 16: Ramas verticales en parabola. Fuente: Arce y Ortega (2013:65)........... 46
llustracién 17: Trazado de asintotas. Fuente: Arce y Ortega (2013:66).........ccccccuvveennnee 47

llustracion 18: Uso de una escala no proporcionada. Fuente: Arce y Ortega (2013:67)47

llustracién 19: Incoherencia con la propiedad de crecimiento. Fuente: Arce y Ortega
(2013:68) oo et e e e e e et e et e et e et e et ee e e s s e e e eraseeseeeseeeeeenn. 48

llustracién 20: Forma pronunciada de pico en el vértice de la parabola. Fuente: Arce y
OrteEa (2013:69) .oeiieiieeeeeee ettt ee e e e eer e e e e e e e e se bbb eeeeeeeeeesbbrbaereeeeeesennnnrreaaaeeens 48

llustracién 21: Parabola descrita al lanzar una pelota. Fuente:
https://www.bbc.com/mundo/noticias/2014/11/141121 _tiros_libres_matematicas_fin
(o TS0 1Y 1 U 54

[lustracion 22: Puente Juscelino Kubitschek en Brasilia. Fuente:
https://es.wikipedia.org/wiki/Puente_lJuscelino_Kubitschek .........c.cccceevvveniriireennnnnne. 54

llustracidn 23: Capilla Bosjes en Sudafrica. Fuente:
https://www.plataformaarquitectura.cl/cl/868343/capilla-bosjes-steyn-studio ......... 54

llustracién 24: Fachada I.E.S. Acebuche. Fuente: www.acebuchedigital.blogspot.com 56

llustracién 25: Ubicacion I.E.S. Acebuche (Torredonjimeno). Fuente: Google Maps.
S E] Yol &= Tol[e]a le] foT o1 t- [N OP P PPPPRN 56

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes


file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114198
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114199
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114200
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114201
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114202
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114203
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114203
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114204
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114205
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114206
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114207
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114207
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114208
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114208
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114210
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114210
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114211
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114211
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114212
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114213
file:///C:/Users/asus/Desktop/tfm.docx%23_Toc43114213

MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIAY <82
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

iNDICE DE TABLAS

Tabla 1: Competencias asignadas a los criterios de evaluacion Bloque 1. Fuente: Orden
de 14 de julio de 2016. EIaboracion propia.....cccccueeeeieciieeiisiieee e sesieeeeesveee s 10

Tabla 2: Competencias asignadas a los criterios de evaluacion Bloque 4. Fuente: Orden
de 14 de julio de 2016. EIaboracion propia.....cccccccueeeeeciieeeeiiiiee e 10

Tabla 3: Competencias adquiridas en los bloques 1 y 4. Fuente: Orden de 14 de julio de
0N I L ] oYl - Tl o] o] o] o] - FO U 10

Tabla 4: Comparacidn de los temas de las editoriales Santillana y Anaya. Fuente: Libros
de texto de Anaya y Santillana. Elaboracion propia........cccceecveeeeeciieee e 15

Tabla 5: Contenidos que se presentan en ambas editoriales. Fuente: Libros de texto de
Anaya y Santillana. EIaboracion propia. .....cccecueeeeiiiieie e 16

Tabla 6: Contenidos presentes en una editorial pero no en la otra. Fuente: Libros de
texto de Anaya y Santillana. Elaboracion propia.........ccceccuieeeiecieeeecccieee e 16

Tabla 7: Correspondencia entre los objetivos generales de etapa y de area. Elaboracion
0] o o 1 - PSSR 60

Tabla 8: Contenidos bloque 1. Fuente: Real Decreto 1105/2014. Elaboracién propia. 65
Tabla 9: Contenidos bloque 4. Fuente: Real Decreto 1105/2014. Elaboracion propia. 65
Tabla 10. Recursos de la Unidad Didactica. Elaboracidon propia. ......ccccceeeeevveeeeeinieeens 71

Tabla 11: Contenidos, criterios de evaluacién, competencias clave y estandares de
aprendizaje de la Unidad Didactica. Fuente: Real Decreto 1105/2014, de 26 de

diciembre, y Orden de 14 de julio de 2016. Elaboracidn propia.......cccccceeeeevecnrrvennennn. 85
Tabla 12: Criterios de calificacidn. Fuente: elaboracidn propia........cccceevvvveeeeeeeicnnnnnee. 86
Tabla 13: RUbrica prueba @SCrita. ......ccccuveeeeiie i 88
Tabla 14: Ribrica intervenciones en Clase. .......ccoceeveerieriieneieeeeeeeee e 89
Tabla 15: RUbrica trabajos €N Srupo0. ......eeeeeieiiecciiieeeee e e e e e 91
Tabla 16: Rubrica actitud personal y trabajo autdnomo..........ccccceeeeeeccciiieeeeee e, 93

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIAY <82
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

Resumen

A lo largo de este documento, vamos a realizar un Trabajo Fin de Mdaster (TFM) que
nos permitird obtener el titulo del Mdaster cursado durante este afo académico:
Mgdster Universitario en Profesorado de Educacion Secundaria Obligatoria y
Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, concretamente, en la
especialidad de Matemiticas.

El titulo del presente trabajo es “Funciones y Graficas” y en él se introduciran las
funciones, se interpretaran las graficas y se tratard la representacién de funciones
mediante graficas, conectando asi ambos conceptos.

Este TFM se divide en dos bloques.

En un primer bloque encontramos tres partes: la fundamentacion curricular, en la
qgue se realiza un analisis del curriculo vigente y de dos libros de texto; la
fundamentacidon epistemoldgica, en la que se desarrolla un tema del temario de
oposiciones para acceder al cuerpo de Profesores de Educacién Secundaria en la
especialidad de matematicas; y, finalmente, la fundamentacion didactica, en la que se
analizan varias investigaciones diddcticas relacionadas con el campo de funciones y
graficas.

En el segundo bloque del TFM, desarrollamos una unidad didactica sobre funciones
y graficas, donde trataremos diversos puntos como, por ejemplo, la metodologia
empleada, el método de evaluacién o las actividades y recursos que utilizaremos.

En todo momento, a la hora de realizar este TFM, se ha seguido la normativa
vigente: el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el
curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, y la Orden
de 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo correspondiente a la
Educacidn Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de Andalucia.

PALABRAS CLAVE: Funciones y graficas, Matematicas, Unidad Didactica, Educacién
Secundaria Obligatoria, Trabajo Fin de Master
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Abstract

Here, we will carry out a Master's Final Project that will allow us to obtain the title
of the Master's Degree: Mdster Universitario en Profesorado de Educacidon Secundaria
Obligatoria y Bachillerato, Formacidn Profesional y Ensefianza de Idiomas, in particular,
in the specialty of Mathematics.

The title of the present thesis is “Functions and Graphs”, and we will introduce
functions, interpret graphs and, also, deal with the representation of functions from
graphs, connecting, in this way, both concepts.

This TFM is divided into two blocks.

In a first block, we find three parts: the curriculum foundation, where we make an
analysis of the current curriculum and two textbooks; the epistemological foundation,
where we develop a subject of the opposition’s agenda for teachers in Secondary
Education in the specialty of mathematics; and, finally, the didactic foundation, where
we analyse various didactic investigations related to functions and graphs.

In the second block, we develop a didactic unit on functions and graphs, where we
will deal with various points such as, for example, the methodology used, the
evaluation method or the activities and resources that we will use.

At all times, we have followed the current regulations: the Royal Decree 1105/2014,
of December 26, which establishes the basic curriculum of Compulsory Secondary
Education, and the Order of July 14, 2016, by which the curriculum of Compulsory
Secondary Education in the Autonomous Community of Andalucia is developed.

KEYWORDS: Functions and graphs, Mathematics, Didactic Unit, Compulsory
Secondary Education, Master’s Thesis
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1. Introduccion

En el presente documento, no deseo incurrir en un lenguaje sexista, pero, para no
hacer la lectura del mismo tediosa por el uso de un vocabulario excesivamente
reiterativo, utilizaré el genérico que reconoce la Real Academia Espafola de la Lengua.

Después de haber desarrollado, a lo largo de todo el curso académico, las
asignaturas del Madster Universitario en Profesorado de Educacién Secundaria
Obligatoria y Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianza de Idiomas, dicho
master culmina con la elaboracion del Trabajo Fin de Master (TFM), en el cual se pone
en practica todo lo aprendido con el objetivo de realizar una intervencidn diddactica en
el aula.

Este TFM se centra en la especialidad de Matematicas y, mds especificamente, en el
tema de las funciones y sus caracteristicas en el curso de 32 de ESO, concretamente en
la asignatura Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas.

Las funciones tienen una gran importancia en las matematicas actuales y es que,
con ellas, se trabaja en todas las ramas de las matematicas y nos ayudan a modelizar y
resolver cuestiones presentes en el dia a dia. Es por eso que el estudio de las mismas
es fundamental y, por ello, aparecen entre los contenidos que se deben ensenar en la
ESO en Andalucia y, también, en el resto de Espaiia.

Actualmente, la educacion se basa en una ensefianza por competencias y, mediante
el estudio de las funciones, estaremos ayudando, especialmente, a desarrollar la
competencia matematica y las competencias basicas en ciencia y tecnologia.

Si hablamos, ahora, de la estructura del TFM, podemos ver dos bloques claramente
diferenciados.

Como el objetivo final de este trabajo es la elaboracién de una unidad didactica, en
el primer bloque encontramos una serie de tareas que son cruciales a la hora de poder

realizar dicha unidad. Entre estas tareas, encontraremos:

- Fundamentacién curricular. En esta parte, estudiaremos qué dice la normativa
vigente en Andalucia acerca del tema objeto de estudio. Ademas, se realizard un
anadlisis de libros de texto de diferentes editoriales, con la intencion de
compararlos y ver hasta qué punto se ajustan a los contenidos que se deben
estudiar segln lo estipulado en el BOJA.

- Fundamentacién epistemoldgica. En la fundamentacidon epistemoldgica
desarrollaremos un tema relacionado con nuestro objeto de estudio, las
funciones, de entre todos los que podemos encontrar en el actual temario de
oposiciones en la especialidad de matematicas. Poder entender y desarrollar un
contenido profundo de matemadticas es vital para tener una buena base
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matematica y ser capaz de explicar a los alumnos el contenido del temario con
soltura y seguridad.

- Fundamentacién didactica. En este apartado, se estudian algunos articulos de
investigacion diddactica relacionados con la ensefianza de las funciones a alumnos y
alumnas. Dichos estudios pueden versar, por ejemplo, sobre errores y dificultades
del alumnado en el area de las funciones y sus graficas, o estrategias y recursos
para mejorar los resultados del aprendizaje en esta area.

Estas tres partes formarian el primer gran bloque de este trabajo. Por otro lado, el
segundo bloque consistira en la elaboracion de una unidad didactica, lo que, al fin y al
cabo, es nuestro principal objetivo con este TFM. En la unidad didactica se
desarrollara, como ya hemos mencionado, el tema referente a las funciones y sus
caracteristicas (dominio y recorrido, periodicidad, monotonia y extremos, etc.) para
estudiantes de 32 de ESO.

El desarrollo de esta unidad didactica intentara, sobre todo, favorecer la ensefianza
de las funciones, utilizando metodologias que fomenten la adecuada comprensién de
los contenidos del tema, siempre promoviendo la adquisicion de las competencias
oportunas por parte del alumnado. A su vez, se procura que los alumnos alcancen un
pensamiento critico que les permita explorar diversos caminos hacia la solucién,
siendo conscientes de que no existe un uUnico procedimiento para llegar a ella.
Ademas, se intentara que los problemas planteados sean lo mds cercanos posible a su
entorno. De esta forma, propiciaremos un acercamiento entre las matematicas y el
alumnado. Igualmente, se intentard promover, por una parte, el uso de recursos TIC
como herramienta de aprendizaje y, por otra, el Aprendizaje Cooperativo para motivar
a los estudiantes y favorecer, asi, el compafierismo y un clima colaborativo en el aula.
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2. Objetivos

Algunos de los objetivos que aparecen en la planificacién del master estan
recogidos en el apartado de la pagina web de la Universidad de Jaén (www.ujaen.es)
gue estd dedicado especialmente al Master Universitario en Profesorado de Educacién
Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas, y
se enuncian a continuacion:

- Potenciar una actitud positiva y critica hacia el desarrollo de la identidad profesional
docente, colaborando con los agentes del dmbito educativo y, de forma especial,
con los equipos directivos de los centros docentes.

- Integrar experiencias profesionales con procesos de formacién e investigacién en el
aula, a través de la reflexidn critica, sobre todo lo que se experimenta o se aprende.

- Propiciar una formacién cultural, personal, ética y social adecuada para el ejercicio
de la profesién docente con el rigor cientifico que se debe aplicar en el dmbito de la
educacion de adolescentes.

- Promover el reconocimiento, analisis y atencién de las caracteristicas diferenciales
del alumnado, segun su desarrollo evolutivo, contextos familiares, sociales vy
culturales de referencia.

- Conocer las competencias profesionales docentes propias de cada especialidad, en
este caso de la especialidad de matematicas, y su relacién con las demas
competencias a través de mecanismos de transversalidad.

El TFM es una parte imprescindible del Master para poder llegar a cumplir estos
objetivos, ya que la visidn tedrica de las asignaturas no basta para asegurar que los
conocimientos hayan sido adquiridos. Por ello, con este Trabajo Fin de Master se
pretende poner en practica lo estudiado a lo largo de todo el curso académico en las
diversas asignaturas del Master, tratando en el mismo cada uno de los objetivos antes
descritos.

Por otra parte, en la Guia Docente de la asignatura Trabajo Fin de Master que
podemos encontrar, también, en la pagina web de la Universidad de Jaén dedicada al
Master en Profesorado, aparecen una serie de competencias que se pretenden
alcanzar con la elaboracion del TFM, las cuales ho vamos a enumerar debido a su
numerosidad. Alcanzando tanto los objetivos mencionados arriba a través de las
distintas asignaturas y con la adecuada elaboracién de un Trabajo Fin de Master, como
las competencias recogidas en la Guia Docente del Trabajo Fin de Master, podremos
asegurar que se han cumplido los objetivos del Master en Profesorado y, por tanto,
gue se ha adquirido, por un lado, el conocimiento necesario para superar el Master
con éxito y, por otra parte, una base importante y fundamental para llegar a ser un

docente competente en el futuro.
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3. Fundamentacion Curricular

En la fundamentacién curricular se pretende hacer, por un lado, un analisis del
curriculo escolar y, por otro lado, un analisis de libros de texto, todos referentes a la
unidad que se trata en este TFM.

Concretamente, la unidad objeto de estudio esta orientada para alumnos y alumnas
de 32 de ESO en la asignatura de Matematicas orientadas a las ensefanzas
académicas, sobre el tema del estudio de las funciones.

3.1. Analisis del curriculo

Para poder hacer un andlisis del curriculo vigente respecto a las funciones en la
asignatura mencionada, nos referimos al Real Decreto 1105/2014, de 26 de Diciembre,
por el que se establece el curriculo basico de la Educacién Secundaria Obligatoria y del
Bachillerato. Concretamente, en el Anexo | de dicho decreto, podemos encontrar los
contenidos, criterios de evaluacién y estandares de aprendizaje para cada una de las
materias de la ESO y Bachillerato.

La asignatura en la que vamos a centrar nuestra atencién, como ya hemos dicho, es
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas para el curso de 32 de ESO. Esta
asignatura, segun el Real Decreto, se divide, a lo largo de todo el curso, en 5 bloques:
Procesos, métodos y actitudes en matemadticas, numeros y dlgebra, geometria,
funciones y estadistica y probabilidad. Concretamente, en este TFM, nos interesan dos
bloques: el primer bloque, procesos, métodos y actitudes matematicas, ya que este
blogue es complementario a todos los demas, por lo que debe tratarse también en el
desarrollo de cualquier otro bloque, y el cuarto bloque, llamado funciones, pues es el
gue recoge el contenido referente a las funciones y sus graficas.

A continuacion, veremos los contenidos que, segin el Real Decreto 1105/2014,
deben desarrollarse en los dos bloques mencionados, junto con los criterios de
evaluacidn y los estandares de aprendizaje evaluables asociados a dichos contenidos.
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Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

Planificacion del proceso de resolucion
de problemas.

Estrategias y procedimientos puestos
en practica: uso del lenguaje apropiado
(grafico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacion del problema, resolver
subproblemas,  recuento  exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

Reflexién sobre los resultades: revision
de las operaciones utilizadas, asignacion
de unidades a los resultados,
comprobacion e interpretacion de las
soluciones en el contexto de la situacion,
busqueda de otras formas de resolucion,
etc.

Planteamiento  de  investigaciones
matematicas escolares en contextos
numéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

Practica de los procesos de
matematizacion y modelizacion, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

Confianza en las propias capacidades
para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo
cientifico.

Utilizacion de medios tecnologicos en
el proceso de aprendizaje para:

a). la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

b). la elaboracion y creacion de
representaciones graficas de datos
numéricos, funcionales o estadisticos.

c). facilitar la  comprension de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacion de calculos de tipo
numérico, algebraico o estadistico.

d). el disefio de simulaciones y la

elaboracion de predicciones  sobre
situaciones matematicas diversas.
e). la elaboracion de informes vy

documentos sobre los procesos llevados
a cabo y los resultados y conclusiones
obtenidos.

f). comunicar y compartir, en entornos
apropiados, la informacion y las ideas
matematicas.

1. Expresar verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguido en la resolucion de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y
estrategias de resolucion de problemas, realizando
los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio,
para encontrar patrones, regularidades y leyes
matematicas, en contextos NUMErcos,
geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos, valorando su utilidad para hacer
predicciones.

4. Profundizar en  problemas resueltos
planteando pequefias variaciones en los datos,
otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes sobre el
proceso, resultados y conclusiones obtenidas en
los procesos de investigacion.

6. Desarrollar procesos de matematizacion en
contextos de la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos,  funcionales,  estadisticos o
probabilisticos) a partir de la identificacion de
problemas en situaciones problematicas de la
realidad.

7. Valorar la modelizacion matematica como un
recurso para resolver problemas de la realidad
cotidiana, evaluando la eficacia y limitaciones de
los modelos utilizados o construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al quehacer matematico.

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la
resolucién de situaciones desconocidas.

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas,
aprendiendo de ello para situaciones similares
futuras.

11. Emplear las herramientas tecnoldgicas
adecuadas, de forma auténoma, realizando
calculos numéricos, algebraicos o estadisticos,
haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o
analizando con sentido critico situaciones diversas
que ayuden a la comprension de conceptos
matematicos o a la resolucion de problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y
la comunicacion de modo habitual en el proceso de
aprendizaje, buscando, analizando y
seleccionando informacion relevante en Internet o
en otras fuentes, elaborando documentos propios,
haciendo exposiciones y argumentaciones de los
mismos y compartiendo éstos en entornos
apropiados para facilitar la interaccion.

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el
proceso seguide en la resolucion de un problema, con el
rigor y la precision adecuada.

2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas
(datos, relaciones entre los datos, contexto del problema).

2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona
con el nimero de soluciones del problema.

2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los
resultados de los problemas a resolver, valorando su
utilidad y eficacia.

24. Uliliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resolucion de problemas, reflexionando
sobre el proceso de resolucion de problemas.

3.1. Identifica paftrones, regularidades vy leyes
matematicas en situaciones de cambio, en contextos
numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos vy
probabilisticos.

3.2. Utiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucion y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucion o
buscando otras formas de resolucion.

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno
resuelto: variando los datos, proponiendo nuevas
preguntas, resolviendo ofros problemas parecidos,
planteando casos particulares o mas generales de interés,
estableciendo conexiones entre el problema v la realidad.

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas
de las conclusiones obtenidas utilizando distintos
lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistico-
probabilistico.

6.1. Identifica situaciones problematicas de la realidad,
susceptibles de contener problemas de interés.

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo
real y el mundo matematico, identificando el problema o
problemas matematicos que subyacen en él y los
conocimientos matematicos necesarios.

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

6.4. Interpreta la solucion matematica del problema en el
contexto de la realidad.

6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia.

7.1. Realiza simulaciones y predicciones, en el contexto
real, para valorar la adecuacion y las limitaciones de los
modelos, proponiendo mejoras que aumenten su eficacia
Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él
y sus resultados.

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en
matematicas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad vy
aceptacion de la critica razonada.

8.2. Se plantea la resolucion de retos y problemas con la
precision, esmero e interés adecuados al nivel educativo y a
la dificultad de la situacion.

8.3. Distingue entre problemas y ejercicios y adopta la
actitud adecuada para cada caso.

8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitos de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los conceptos
como en la resolucion de problemas.

9.1. Toma decisiones en los procesos de resolucion de
problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas y
su conveniencia por su sencillez y utilidad.
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Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los
procesos desarrollados, valorando la potencia y sencillez de
las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras
similares.

11.1. Selecciona herramientas tecnoldgicas adecuadas y
las utiliza para la realizacion de calculos numéricos,
algebraicos o estadisticos cuando la dificultad de los
mismos impide o no aconseja hacerlos manualmente.

11.2. Utliza medios tecnologicos para  hacer
representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacion cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

11.3. Disefia representaciones graficas para explicar el
proceso seguido en la solucion de problemas, mediante la
utilizacion de medios tecnologicos.

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con
herramientas tecnologicas interactivas para mostrar,
analizar y comprender propiedades geométricas.

12.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado del
proceso de busgueda, analisis y seleccién de informacion
relevante, con la herramienta tecnol6gica adecuada, y los
comparte para su discusion o difusion.

12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la
exposicion oral de los contenidos trabajados en el aula.

12.3. Usa adecuadamente los medios tecnologicos para
estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje recogiendo
la informacion de las actividades, analizando puntos fuertes
y débiles de su proceso académico y estableciendo pautas
de mejora.

llustracion 1: Bloque 1 "Procesos, métodos y actitudes en matematicas", Matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas, 32 ESO. Fuente: R.D. 1105/2014, de 26 de diciembre.

Contenidos

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Blogue 4. Funciones

Analisis y descripcion cualitativa de
graficas que representan fenomenos del
entorno cotidiano y de otras materias.

Andlisis de una situacion a partir del
estudio de las caracteristicas locales y
globales de la grafica correspondiente.

Analisis y comparacion de situaciones
de dependencia funcional dadas mediante
tablas y enunciados.

Utilizacion de modelos lineales para
estudiar situaciones provenientes de los
diferentes ambitos de conocimiento y de
la vida cofidiana, mediante la confeccion
de la tabla, la representacion grafica y la
obtencion de la expresion algebraica.

Expresiones de la ecuacion de la recta.

Funciones cuadraticas. Representacion
grafica. Utilizacion para representar
situaciones de la vida cotidiana.

1. Conocer los elementos que intervienen en el
estudio de las funciones y su representacion
gréfica.

2. |dentificar relaciones de la vida cotidiana y de
otras materias que pueden modelizarse mediante
una funcién lineal valorando la utilidad de la
descripcion de este modelo y de sus parametros
para describir el fenémeno analizado.

3. Reconocer situaciones de relacion funcional
que necesitan ser descritas mediante funciones
cuadraticas, calculando sus parametros vy
caracteristicas.

1.1. Interpreta el comportamiento de una funcion dada
graficamente y asocia enunciados de problemas
contextualizados a graficas.

1.2. Identifica las caracteristicas mas relevantes de una
grafica interpretandolas dentro de su contexto.

1.3. Construye una grafica a partir de un enunciado
contextualizado describiendo el fenémeno expuesto.

1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a
funciones dadas graficamente.

2.1. Determina las diferentes formas de expresion de la
ecuacion de la recta a partir de una dada (Ecuacion punto
pendiente, general, explicita y por dos puntos), identifica
puntos de corte y pendiente, y la representa graficamente.

2.2. Obtiene la expresion analitica de la funcion lineal
asociada a un enunciado y la representa.

2.3. Formula conjeturas sobre el comportamiento del
fenomeno que representa una grafica y su expresion
algebraica.

3.1. Calcula los elementos caracteristicos de una funcion
polinémica de grado dos y la representa graficamente.

3.2. Identifica y describe situaciones de la vida cotidiana
que puedan ser modelizadas mediante funciones
cuadréaticas, las estudia y las representa utilizando medios
tecnologicos cuando sea necesario.

llustracion 2: Bloque 4 "Funciones", Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas, 32ESO.
Fuente: R.D. 1105/2014, de 26 de diciembre.

Ademas de consultar el Real Decreto para desarrollar este analisis del curriculo,

consultamos la Orden de 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo

correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Auténoma de

Andalucia, se regulan determinados aspectos de la atencién a la diversidad y se

establece la ordenacidon de la evaluacion del proceso de aprendizaje del alumnado. De

hecho, comparando el Real Decreto con la Orden de 14 de julio de 2016, se asocian

cada uno de los criterios de evaluacidn con las correspondientes competencias que se

desarrollan en cada uno de ellos.
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A continuacion, se enumeran los criterios de evaluacion de los bloques primero y

cuarto, asociados a sus respectivas competencias:

BLOQUE 1 “PROCESOS, METODOS Y ACTITUDES EN MATEMATICAS”
Criterio de evaluacién Competencias

1. Expresar verbalmente y de forma razonada el proceso | CCL, CMCT

seguidos en la resolucién de un problema.

2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolucion de | CMCT, CAA
problemas, realizando los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar | CCL, CMCT,
patrones, regularidades y leyes matemadticas, en contextos CAA
numeéricos, geométricos, funcionales, estadisticos y
probabilisticos, valorando su utilidad para hacer predicciones.

4. Profundizar en problemas resueltos planteando pequeias | CMCT, CAA
variaciones en los datos, otras preguntas, otros contextos, etc.

5. Elaborar y presentar informes sobre el proceso, resultados y | CCL, CMCT,
conclusiones obtenidas en los procesos de investigacion. CAA, SIEP

6. Desarrollar procesos de matematizacion en contextos de la | CMCT, CAA,
realidad cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, CSC, SIEP
estadisticos o probabilisticos) a partir de la identificacién de
problemas en situaciones problematicas de la realidad.

7. Valorar la modelizacién matemadtica como un recurso para | CMCT, CAA
resolver problemas de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia
y limitaciones de los modelos utilizados como construidos.

8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al CMCT
guehacer matematico.

9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucién de | CMCT, CAA,
situaciones desconocidas. SIEP

10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, aprendiendo de ello | CMCT, CAA,
para situaciones similares futuras. SIEP

11. Emplear las herramientas tecnolégicas adecuadas, de forma CMCT, CD,
autéonoma, realizando calculos numéricos, algebraicos o CAA
estadisticos, haciendo representaciones graficas, recreando
situaciones matematicas mediante simulaciones o analizando
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con sentido critico situaciones diversas que ayuden a la
comprensidon de conceptos matematicos o a la resoluciéon de
problemas.

12. Utilizar las tecnologias de la informacion y la comunicaciéon de | CCL, CMCT,
modo habitual en el proceso de aprendizaje, buscando, CD, CAA
analizando y seleccionando informacion relevante en Internet o
en otras fuentes, elaborando documentos propios, haciendo
exposiciones y argumentaciones de los mismos y compartiendo
estos en entornos apropiados para facilitar la interaccién.

Tabla 1: Competencias asignadas a los criterios de evaluacion Bloque 1. Fuente: Orden de 14 de julio
de 2016. Elaboracion propia.

BLOQUE 4 “FUNCIONES”
Criterio de evaluacién Competencias
1. Conocer los elementos que intervienen en el estudio de las CMCT

funciones y su representacion grafica.

2. Identificar relaciones de la vida cotidiana y de otras materias | CMCT, CAA,
gue pueden modelizarse mediante una funcién lineal valorando CsC
la utilidad de la descripcién de este modelo y de sus parametros
para describir el fendmeno analizado.

3. Reconocer situaciones de relacién funcional que necesitan ser | CMCT, CAA
descritas mediante funciones cuadraticas, calculando sus
parametros y caracteristicas.

Tabla 2: Competencias asignadas a los criterios de evaluacion Bloque 4. Fuente: Orden de 14 de julio
de 2016. Elaboracion propia

Es decir, las competencias que se deben haber desarrollado tras haber estudiado los
bloques primero y cuarto son:

CCL | Competencia en comunicacion linglistica

CMCT | Competencia matematica y competencia basica en ciencia y tecnologia

CAA | Competencia de aprender a aprender

CD Competencia digital

SIEP | Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor

CSC | Competencias sociales y civicas

Tabla 3: Competencias adquiridas en los bloques 1 y 4. Fuente: Orden de 14 de julio de 2016.
Elaboracién propia.
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Y, por ultimo, en la Orden del 14 de julio de 2016, se explicita que las asignaturas de
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas tanto en 32 como en 42 de ESO
contribuirdn a desarrollar en los alumnos y las alumnas los objetivos de etapa; esto es,
las capacidades que les permitan:

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje y modos de argumentacién la racionalidad y las formas de
expresion y razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos,
cientificos y tecnoldgicos como en los distintos dambitos de la actividad
humana.

2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en
términos matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para
abordarlas y analizar los resultados utilizando los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla
mejor: utilizar técnicas de recogida de la informacién y procedimientos de
medida, realizar el analisis de los datos mediante el uso de distintas clases
de numeros y la seleccién de los célculos apropiados a cada situacién.

4. Identificar los elementos matematicos (datos estadisticos, geométricos,
graficos, cdlculos, etc.) presentes en los medios de comunicacion, Internet,
publicidad u otras fuentes de informacién, analizar criticamente las
funciones que desempeiian estos elementos matematicos y valorar su
aportacién para una mejor comprension de los mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno, analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser
sensible a la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la
imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas
(calculadora, ordenador, dispositivo moévil, pizarra digital interactiva, etc.)
tanto para realizar cdlculos como para buscar, tratar y representar
informaciones de indole diversa y también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matematica, tales como la
exploracién sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la
flexibilidad para modificar el punto de vista o la perseverancia en la
busqueda de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en
funcién del andlisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.
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9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucién de problemas y mostrar
confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito,
adquiriendo un nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los
aspectos creativos, manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las
matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se
van adquiriendo desde las distintas dreas de modo que puedan emplearse
de forma creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matemadticas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto
desde un punto de vista histérico como desde la perspectiva de su papel en
la sociedad actual, apreciar el conocimiento matematico acumulado por la
humanidad y su aportacion al desarrollo social, econémico y cultural.

3.2. Analisis de libros de texto

Constituye una realidad que los libros de texto son habitualmente utilizados como
una herramienta fundamental en casi la totalidad de los centros educativos de
secundaria. En ellos se trata de adaptar, a cada nivel educativo al que va dirigido el
libro, lo que se conoce como el “saber cientifico” propiciando lo que Chevallard (1991)
definié como la transposicion diddctica. Por tanto, en cualquier investigacién sobre lo
gue ocurre en un aula de matematicas se hace imprescindible un analisis de los
manuales con los que se trabaja.

No obstante, y particularmente después de la experiencia con la ensefianza no
presencial a través de medios informaticos a la que se han visto obligados a recurrir los
docentes durante el estado de confinamiento de estos ultimos meses, cabria
preguntarse sobre el papel que van a tener en un futuro muy préximo los libros de
texto en formato papel frente a la irremediable irrupcion de las tecnologias de la
informacién y comunicacion y de las metodologias asociadas a ellas.

El primer problema que se nos puede plantear es el de la eleccidn de los libros que
vamos a analizar. En un estudio realizado por Del Pino y Estepa (2015) se encuentra un
analisis de los libros de texto de matematicas usados en los centros docentes publicos
y privados-concertados de las capitales andaluzas. Del estudio, realizado en el curso
2013/2014, se concluia que las dos editoriales mas usadas en los centros publicos eran
Anaya y Santillana, mientras que en los centros privados-concertados las mayoritarias
eran SM y Anaya.

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes 12



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y .
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

Curso
Editorial 1* >* 3@ 4°A 4"B Total

CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi
Anaya 73 28 73 28 T6 25 67 18 63 21 352 120
Brufio 22 3 22 3 21 3 9 1 8 1 82 11
Casals 2 3 2 0 0 7 0
Edelvives 4 3 4 3 4 4 | 3 1 4 14 17
Editex 0 0 0 0 1 1 0
Everest 0 1 0 0 0 1 0
Guadiel-Edebé 1 4 2 6 1 4 2 2 2 2 8 18
MeGraw Hill 0 0 0 3 3 [ 0
Onxford 19 5 21 4 18 5 19 6 20 [ 97 26
Santillana 32 11 3l 14 33 9 44 4 42 5 182 43
SM 33 39 28 45 33 41 35 31 36 42 165 198
Vicen Vives 1 2 1 1 2 2 | 0 1 0 t 5
Total 187 95 186 104 190 93 181 65 177 81 921 438
No consigna 23 14 24 5 20 16 29 44 i3 28 236

CPu = Colegio Piblico; CPi = Colegio Privado

llustracion 3: Numero de centros publicos andaluces que utilizan cada editorial por curso, en centros
publicos y privados. Fuente: Del Pino y Estepa (2015:122)
No obstante, para tratar de actualizar estos datos hemos realizado una
investigacion haciendo uso de la pagina web de Ila Junta de Andalucia:
https://www.juntadeandalucia.es/educacion/portals/web/becas-y-ayudas/gratuidad-

de-libros/consulta-seleccion-de-libros-de-texto.

Hemos seleccionado los 114 centros de la provincia de Jaén (82 publicos y 32
privados concertados) en los que se imparte educacion secundaria obligatoria, y
hemos consultado qué libros de texto estaban seleccionados en la asignatura de
Matematicas Orientadas a las Ensefianzas Académicas de 32 de ESO en el curso
2019/2020.

B Anaya

mSM

m Santillana

M Eldelvives

m Oxford University Press
M Gualdiel - Grupo Edebé

Vicen Vives

Bruino

Editex

llustracion 4: Editoriales utilizadas en los centros de la provincia de Jaén (publicos y privados-
concertados) en el curso 2019/2020. Fuente:
https://www.juntadeandalucia.es/educacion/portals/web/becas-y-ayudas/gratuidad-de-libros/consulta-
seleccion-de-libros-de-texto. Elaboracién propia.
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Como podemos observar, el libro de Anaya es usado por 53 centros, seguido de SM
en 31y, a mas distancia, Santillana en 9 centros.

Haciendo uso de estas dos investigaciones, finalmente optamos por realizar una
revision y comparaciéon de los manuales de Anaya y Santillana por tratarse,
probablemente, los mas usados en los institutos publicos de secundaria en la
comunidad de Andalucia.

Los libros en cuestidn son de la asignatura que nos ocupa, Matemadticas orientadas
a las ensefianzas académicas en el curso 32 de ESO. Dichos libros son:

e Matemadticas orientadas a las Enseflanzas Académicas 3. ESO. Profesorado.
Anaya + Digital. ISBN: 978-84-698-1953-1

e Matemadticas. Enseflanzas Académicas. Serie Resuelve 3 ESO. Saber Hacer
Grazalema. Santillana. ISBN: 978-84-830-5396-6

Las primeras diferencias que encontramos entre ambos libros son tanto el nimero
de temas presentes en cada uno de ellos como la estructura de dichos temas:

Santillana Anaya
1. NuUmeros racionales 1. Fracciones y decimales
2. Potencias y raices 2. Potencias y raices
3. Progresiones 3. Problemas aritméticos
4. Proporcionalidad numérica 4. Progresiones
5. Polinomios 5. Ellenguaje algebraico
6. Ecuaciones de primer y segundo 6. Ecuaciones
grado
7. Sistemas de ecuaciones 7. Sistemas de ecuaciones
8. Lugares geométricos. Areasy 8. Funciones v graficas
perimetros
9. Movimientos y semejanzas 9. Funciones lineales y cuadraticas
10. Cuerpos geométricos 10. Problemas métricos en el plano
11. Funciones 11. Cuerpos geométricos
12. Funciones lineales v cuadraticas 12. Transformaciones geométricas
13. Estadistica 13. Tablas y graficos estadisticos
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14. Probabilidad 14. Parametros estadisticos

15. Azar y probabilidad

Tabla 4: Comparacion de los temas de las editoriales Santillana y Anaya. Fuente: Libros de texto de
Anaya y Santillana. Elaboracién propia
Subrayados en color rojo, podemos ver los temas del bloque “funciones”, que es
el bloque al que pertenece nuestra unidad didactica. Ambas editoriales dedican dos
temas al bloque de funciones, con la diferencia de que cada una de las editoriales
sitla los temas de funciones en un lugar diferente.

En el caso de la editorial Santillana, los temas 11 y 12, llamados “Funciones” y
“Funciones lineales y cuadraticas”, respectivamente, son aquellos en los que se
estudian las funciones. Dichos temas estdn situados después del bloque de
geometria y antes del bloque de estadistica. En concreto, de estos dos temas, es el
tema 11 el que mas se asemeja en contenido al tema de estudio en el presente
trabajo.

En el caso de la editorial Anaya, los temas 8 y 9, llamados “Funciones y graficas”
y “Funciones lineales”, respectivamente, son aquellos en los que se tratan las
funciones. A diferencia de la editorial anterior, los temas de funciones se sitlan
entre los bloques de algebra (anterior) y de geometria (posterior). Especificamente,
serd el tema 8 el que mas se adapta al contenido que queremos desarrollar en
nuestra unidad didactica.

A continuacion, estudiaremos y compararemos el tema 8 de Anaya y el tema 11
de Santillana. Vamos a ver con detalle los contenidos y la estructura de ambos
temas, sefialando, en primer lugar, aquellos contenidos que comparten las dos,
aquellos que una contiene pero la otra no y aquellos contenidos que no estudia
ninguna de ellas.

Los contenidos que aparecen tanto en el tema 11 de Santillana como en el tema
8 de Anaya son:

Ejes cartesianos y coordenadas

CONTENIDOS
COMUNES EN Concepto de funcion

GLALEE Variables dependientes e independientes
EDITORIALES

Funcién definida mediante un enunciado, una ecuacion,

una tabla o una gréfica.

Dominio y recorrido
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CONTENIDOS Continuidad. Puntos de discontinuidad

COMUNES EN Crecimiento y decrecimiento
AMBAS
EDITORIALES

Maximo y minimos (en general)

Periodicidad y periodo

Tabla 5: Contenidos que se presentan en ambas editoriales. Fuente: Libros de texto de Anayay
Santillana. Elaboracién propia.

Por otro lado, veamos aquellos contenidos que Santillana tiene, pero no tiene
Anaya, y viceversa:

Santillana Anaya
- Escalas
- Intervalos - Madximos y minimos relativos
- Puntos de corte con los ejes - Comportamiento de una funcién
- Funcidn constante a largo plazo
- Simetria par e impar - Continuidad de una funcién en
un tramo

Tabla 6: Contenidos presentes en una editorial pero no en la otra. Fuente: Libros de texto de Anayay
Santillana. Elaboracién propia

Por ultimo, los contenidos que podrian estudiarse en estos temas pero que, sin
embargo, no aparecen en ninguna de las dos editoriales son:

= Maximos y minimos absolutos
= Concepto de concavidad y convexidad
* Puntos de inflexion

A pesar de estas carencias, los contenidos de ambas editoriales se adaptan al
curriculo vigente. Sin embargo, es cierto que se podria profundizar mas, sobre todo,
en las caracteristicas de las funciones si las editoriales anadieran aquellos conceptos

que no mencionan en sus temas.

Ahora, vamos a hablar sobre la estructura de los contenidos en las diferentes
editoriales.

Para empezar, en las dos editoriales nos encontramos una introduccién para
presentar el tema. La diferencia es que, mientras que el libro de Anaya plantea una
introducciéon mas histdrica, en el libro de Santillana la introduccién es un problema
de la vida cotidiana: el avién y cdmo el vuelo del mismo se puede expresar como
grafica de una funcioén.

Por un lado, Santillana, a la hora de explicar sus contenidos, nos presenta una
estructura deductiva. En primer lugar, aparecen los conceptos tedricos, a
continuacion, ejemplos resueltos sobre esos conceptos presentados y, por ultimo,
un par de ejercicios para que el alumnado ponga en practica lo explicado.
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Por el contrario, Anaya utiliza una estructura inductiva. En este caso, se empieza
dando algunos ejemplos y, a partir de analizar dichos ejemplos, se llega a las
definiciones tedricas de los conceptos presentes en los ejemplos previos. Para
terminar, y de igual forma que en la editorial Santillana, se proponen algunos
ejercicios con los que los estudiantes podran practicar lo aprendido.

A pesar de que, en su estructura, Santillana va de lo general a lo especifico y
Anaya de lo especifico a lo general, realmente, ambas editoriales se basan en una
metodologia transmisiva, donde el docente explicaria los contenidos a la clase y, a
partir de ahi, los alumnos y las alumnas podrian realizar los ejercicios propuestos.

En cuanto a los ejemplos y ejercicios resueltos, ambas editoriales dan ejemplos
de cada uno de los contenidos estudiados. En el caso de Santillana, justo después de
la explicacién de los contenidos y, en el caso de Anaya, como introduccién a dicha
explicacion.

Por otra parte, en ambos libros aparecen también ejercicios resueltos. En el caso
de Santillana, podemos encontrar entre las paginas dedicadas a la explicacién de los
contenidos algunos apartados titulados “Saber hacer”, donde se explica y se detalla
el procedimiento que se debe seguir para resolver problemas y se ilustra este
procedimiento mediante un ejercicio resuelto. En cuanto a Anaya, justo después de
haber explicado todos los contenidos del tema, llegamos a una seccion dedicada a
ejercicios resueltos, gracias a los cuales, el alumnado encontrard mas sencillo
realizar las actividades finales.

Con respecto a los ejercicios y actividades propuestas en los libros, podemos
encontrar algunas diferencias, pero, sobre todo, muchas similitudes. Para empezar,
los ejercicios asociados a las introducciones de cada una de las editoriales son muy
distintos. Por parte de Anaya, ejercicios orientados a la investigacién histérica y, por
parte de Santillana, ejercicios de repaso de ejes coordenados e intervalos.

Ambos libros coinciden en que, después de la explicacion de cada uno de los
contenidos del tema, podemos encontrar un par de ejercicios para que los alumnos
practiquen lo explicado justo arriba. Ademas, ambos libros presentan una gran
bateria de ejercicios al final de la unidad, cuando ya se han explicado todos los
contenidos del tema. Con estos ejercicios se pretende poner en practica lo
aprendido a lo largo de toda la unidad. En su inmensa mayoria, estos ejercicios
estdn enfocados a una resolucién individual y consisten en aplicar, de forma
mecanica, los procedimientos vistos en clase para la resolucién de problemas.

Por ultimo, en la ultima pégina del tema para ambos libros, podemos encontrar
una pagina de actividades diferentes a las anteriores, dedicadas a desarrollar la
competencia matemadtica y el pensamiento critico. En el libro de Santillana,
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encontramos actividades que desarrollan el pensamiento matematico aplicables a
la vida real, pruebas de tipo PISA y un trabajo cooperativo. También en el libro de
Anaya, se proponen actividades con el objetivo de desarrollar el razonamiento
matematico, ademas de una autoevaluacién sobre los contenidos de la unidad.

En esta ultima pdgina podemos ver que el trabajo en grupo no tiene mucha
importancia en ninguna de las dos editoriales, pues solo aparecen dos pdginas con
ejercicios de este tipo frente a las muchas paginas de ejercicios mecdanicos
enfocados a la individualidad.

Para terminar, mencionaremos los recursos TIC y los trabajos cooperativos que
presentan respectivos libros. En cuanto a las herramientas TIC, no son mencionadas
en ninguno de los dos libros en ningin momento durante el desarrollo del tema.
Serd competencia de los docentes utilizar las TIC para potenciar una mejora en el
aprendizaje del alumnado. Y, por otra parte, en cuanto a los trabajos cooperativos,
en el libro de Anaya no encontramos nada referente a trabajos cooperativos. Sin
embargo, en el libro de Santillana, si que se plantea un trabajo cooperativo al final
de la unidad aunque, realmente, este no tiene mucha relacion con el tema
estudiado sobre funciones.

En resumen, los dos libros son muy similares. La estructura del tema es
practicamente la misma, la mayoria de ejercicios son muy parecidos, ambas
conceden poca importancia a los trabajos cooperativos o a las actividades de
razonamiento matematico y ninguna importancia a las herramientas TIC. Se basan,
sobre todo, en ejercicios mecanicos que los alumnos y las alumnas realizaran
individualmente y de forma mecdnica, sin necesidad de pensar mas alld de un
algoritmo mecanizado y establecido. Quizas, se podria decir que el libro de
Santillana tiene una base tedrica mdas densa, mientras que el libro de Anaya
concede mas importancia a los ejemplos y ejercicios practicos; pero, en esencia, el

tema en ambos libros es practicamente igual.
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4. Fundamentacion Epistemoldgica: Desarrollo de un tema de
oposicion

Con el objetivo de ahondar en el trasfondo matemadtico de las funciones, se
presenta el siguiente tema, que se encuentra entre los temas recogidos en los
procedimientos de ingreso, adquisicion de nuevas especialidad y movilidad para
determinadas especialidades de los Cuerpos de Maestros, Profesores de Ensefianza
Secundaria y Profesores de Escuelas Oficiales de Idiomas, recogidos en la Orden de 9
de septiembre de 1993 (BOE 226 de 21 de septiembre de 1993). En concreto,

desarrollaremos el tema 28: Estudio global de funciones. Aplicaciones a la

representacion grafica de funciones.
Este tema presenta la siguiente estructura:
4.1. Introduccidn historica
4.2. Nociones basicas de funciones
4.2.1. Periodicidad
4.2.2. Puntos de corte con los ejes
4.2.3. Simetrias
4.2.4. Continuidad
4.3. Monotonia. Extremos relativos y absolutos
4.3.1. Maximo y minimo absolutos
4.3.2. Extremos relativos
4.4. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexidn
4.5. Asintotas

4.6. Representacion grafica de curvas

4.1. Introduccion historica

El tema que nos ocupa se refiere a la funciéon y a sus propiedades. Para la
elaboracién de los distintos apartados se ha consultado en las siguientes fuentes
bibliograficas: Aparicio del Prado y Paya (1999), Apdstol (1976), Apdstol (1989),
Castellano, Gamez y Pérez (1997) y Spivak (2018).

El concepto de funcidn, tal y como actualmente se define en Matematicas, es un

objeto muy elaborado como consecuencia de numerosas generalizaciones (Ruiz
Higueras, 1998:105), y aunque la nocidn explicita no surge hasta los principios del siglo
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XV, sin embargo, podemos encontrar manifestaciones implicitas que se pueden
remontar a 2000 aios a.C. (Kleiner, 1989).

En primer lugar, y para poder conocer mejor cdmo surge el concepto de funcion y
cual fue su evolucién a lo largo de la historia, estudiaremos su desarrollo desde las
primeras civilizaciones.

Tal y como explica Sastre Vazquez et al. (2008:142-143), a pesar de que en la Edad
Antigua ni siquiera se conocia la nocién de variable, y las cantidades eran expresadas
en forma de graficos, hay algunas muestras en la que se encuentra implicita la idea
intuitiva de funcién. Por ejemplo, en las tablas numéricas de la civilizaciéon babilénica
se pueden encontrar las cuatro operaciones aritméticas elementales, las cuales,
realmente, son funciones con dos variables, ademas de progresiones como la suma de
n términos. Estas tablas suelen tener una disposicion de dos columnas, de forma
similar a las que actualmente se usan para las funciones con x|f(x), y contenian
estudios de casos concretos. Sin embargo, aunque no se conserva ninguna formulacién
general no se puede afirmar que no hubiera una conciencia de la generalidad de reglas
o principios matematicos, “si no hubiera, de una manera o de otra, una regla general
subyacente, seria muy dificil de explicar la analogia entre los distintos problemas del
mismo tipo. Tan extensas colecciones de problemas semejantes no pudieron ser el
resultado del azar” (Boyer, 1999:66).

llustracion 5: Tablilla babilénica Plimpton 322. Fuente:
https://francis.naukas.com/files/2017/09/Dibujo20170906-plimpton-322-babylonian-clay-tablet-
cuneiform-1800-bc-columbia-university.png

Aunque autores como Pedersen opinan que las matematicas babildnicas poseyeron
un auténtico “instinto de funcionalidad”, ya que en las tablas aparecen relaciones
generales que asocian a los elementos de dos conjuntos (Pedersen, 1974, citado por
Diaz Gomez, 2013), otros recelan de estos avances y no encuentran en este periodo “ni
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el concepto de demostracion, ni la idea de una estructura Iogica basada en principios
que merecieran aceptacion” (Kline, 1992).

Posteriormente, las ideas de cambio y de cantidad variable no fueron ajenas al
pensamiento de la época helénica, en donde se desarrollé con profundidad el estudio
en el dmbito de la geometria y, a través de este estudio, también los griegos trabajaron
con el concepto implicito de funcién, aunque no fueron capaces ni de reconocerla ni
de representarla. En los Elementos de Euclides, los objetos matemadticos que nos
presentan, y sus relaciones, son estaticos. Para los filésofos griegos el cambio y el
movimiento eran algo ajenos a la naturaleza de las Matemadticas. Esta concepcion
“estatica” de las Matematicas motivé que, a lo largo de muchos siglos, se hablara mas
en términos de incognitas que de variables. Esto condujo a las proporciones y
ecuaciones, mucho antes que a las funciones. De hecho, tal y como sefiala René de
Cotret: “la costumbre de expresar todas las relaciones entre las cosas bajo la forma de
proporciones supuso un obstdculo para el desarrollo de la nocién de funcion” (René de
Cotret, 1985:35, citado por Ruiz Higueras, 1998:109).

Por todo ello, para muchos investigadores, el pensamiento matematico de la
antigliedad, independientemente de las causas que lo motivaran, no creé una nocién
general de cantidad variable ni de funcion (Youschkevitch, 1976:40). Incluso, se llega a
considerar el concepto de funcion como un concepto clave y exclusivo de la cultura
occidental moderna, “una nocidon que ni siquiera fue remotamente insinuado por
cualquier cultura anterior, un concepto de funcion que es cualquier cosa menos una
extension o elaboracion de conceptos numéricos anteriores: es mds bien una
emancipacion completa de tales nociones” (Schaff, 1930, citado en Kleiner, 1989).

Como observa Sastre Vazquez et al. (2008:144), aunque se cree que la Edad Media
fue un periodo en el que no se produjo ninglin avance en el drea de las matematicas,
esto no fue exactamente asi. Por un lado, los drabes empezaron a sentar la base de
una nueva disciplina matematica: el Algebra. Ademas, se desarrollaron estudios sobre
fenédmenos naturales tales como el calor, la velocidad o la luz, lo que supuso una
evolucidon en el concepto de funcién, que se describia con una expresién de sus
caracteristicas principales en forma verbal, o a través de un grafico, como por ejemplo,
los que aparecen en los trabajos de Nicolds de Oresme (1323-1382) que pudieron
contribuir a la formacién del concepto de funcion, a la representacién funcional de las
leyes fisicas, y a la clasificacion de las funciones (Kline, 1992:285). “Oresme parecio
darse cuenta del principio esencial de que una funcion de una variable se puede
representar por una curva, pero no fue capaz de hacer un uso efectivo de esta
observacion” (Boyer, 1999:340). En esta época tampoco se usaban formulas.
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llustracion 6: Trabajo de Nicolas de Oresme. Fuente: https://alchetron.com/Nicole-Oresme

Durante los siglos XV y XVI no se produjeron en Matematicas resultados
especialmente brillantes, en contraposicion con los grandes logros en las artes, la
arquitectura y las letras, sin embargo, se perfecciond el simbolismo algebraico y se
formé, de manera definitiva, la trigonometria ademds de la introduccion de la nocidn
de logaritmo. Estos avances contribuyeron al posterior desarrollo del concepto de
funcion. (Ruiz Higueras, 1998).

Sastre Vazquez et al. (2008:145-149) sefiala que fue en la Epoca Moderna cuando
se sucedieron una serie de eventos que marcaron la evolucidon del concepto de
funcién, como, por ejemplo, la anexién del Algebra y la Geometria o la produccién del
Algebra simbdlica.

Desde las primeras civilizaciones, el Algebra habia estado subordinada al 4rea de la
Geometria y fue en el siglo XVII cuando se produjo un cambio en este aspecto: esta
dependencia empezd a invertirse. Muchos matematicos hicieron su aportacién al
concepto de funcidn: Vieta, Galileo, Descartes, Gregory, Fermat, Bernoulli, hasta que
Newton y Leibniz crearon uno de los instrumentos matematicos mas potentes: el
Calculo.

Aunque en esta época, el concepto de funcién estaba restringido a las funciones
analiticas, ya Leibniz habia usado la palabra funcidn, tal y como la usamos hoy dia.
También el prolifico matematico Euler contribuyd a fijar el concepto de funcion,
definiéndola como una expresién analitica, “aunque el concepto de funcion habia sido
formulado por Jean Bernoulli, Euler, en el comienzo de su Introductio, define una
funciéon como cualquier expresion analitica formada, de modo arbitrario, a partir de
una cantidad variable y de constantes” (Kline, 1992b: 539). Aunque hoy en dia esta

definicion no seria muy aceptada, dado que no se explica a qué se refiere con
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“expresion analitica”, si que se puede afirmar que desde ese momento la idea de
“funcidn” pasé a ser la idea fundamental del analisis (Boyer, 1999). Euler, junto a
D’Alembert, amplia el concepto de funcién e introduce la posibilidad de trabajar las
funciones como objetos matematicos. Asimismo, se incluyen las funciones a trozos y
funciones con grafico pero sin expresion analitica en el concepto de funcién.

Tras Euler, hubo muchos otros matematicos que contribuyeron al concepto de
funcién hasta llegar a lo que conocemos hoy: Fourier, Cauchy, Dirichlet, Weierstrass,
Cantor, Caratherdory, Bourbaky. Es con ellos que las expresiones algebraicas se sitlan
al mismo nivel que los graficos y las representaciones geométricas.

En 1822, Fourier revoluciona el concepto de funcién al dar una definicion en la que
hacia notar que lo principal era la asignacién de valores, careciendo de importancia
que dicha asignacién fuera llevada a cabo por una o varias férmulas. Poco después,
Dirichelt, en 1829, formula por primera vez el concepto moderno de funcién y = f(x)
de una variable independiente definida en un intervalo a < x < b. Ya en el siglo XX
Bourbaky dio una formulacién general de funcién como una regla de correspondencia
entre el dominio y el rango, donde ambos conjuntos son arbitrarios (Diaz Gomez,
2013).

A la hora de ensenar matematicas a los alumnos y a las alumnas, es fundamental
gue el docente tenga un conocimiento histérico, al menos a grandes rasgos, de lo que
estd explicando, pues, de esta manera, podrd motivar al alumnado en el estudio e
incentivar un acercamiento a este campo de las ciencias (Sastre Vdazquez et al.,
2008:141). Conocer cdmo surgio un concepto o los problemas a los que tuvieron que
enfrentarse los matematicos de la época podria fomentar el desarrollo de una buena
predisposicion por parte de alumnos y alumnas.

4.2. Nociones basicas de funciones

Segun Spivak (2018:39), no hay duda de que el concepto de funcién es uno de los
conceptos mas importantes de las matematicas, sino el que mas. Y es que, en la
mayoria de las ramas de las matematicas, se trabaja e investiga, principalmente, con
funciones.

Para empezar la materia, veremos, en primer lugar, el concepto de funcién que, tras

tantos afios de evolucion, usamos actualmente.
Definicién 1 (Funcidn)

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados (x,y), ninguno de los cuales

tiene el mismo primer elemento.
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Existen muchos tipos de funciones: las funciones polindmicas que, ademas, van
asociadas al concepto de grado de f, las funciones racionales, las funciones a trozos,
las exponenciales, las trigonométricas.

Asociado al concepto de funcidén, encontramos otros dos conceptos: dominio y

recorrido.
Definiciéon 2 (Dominio y recorrido)

Si f es una funcién, el dominio de f es el conjunto de todos los x para los que
existe algun y tal que (x,y) esta en f y se nota Dom(f). El conjunto de los elementos
y se denomina recorrido de f y se nota Im(f).

De la definicion de funcion, se deduce que una funcién no puede tomar dos valores
distintos en un punto dado x; esto es, si (x,y) = (x,z) = y = z y, a ese Unico valor
se le llama f(x), de forma que y = f(x).

En particular, el dominio y el recorrido de una funcién van a ser intervalos. Podemos
decir que un intervalo es un segmento rectilineo de la recta real que une dos puntos, a
y b. Ademas, hay varios tipos de intervalos:

- El intervalo abierto se representa como (a,b) y se define como el conjunto
(a,b) ={x€eR:a<x<b}

- El intervalo cerrado se representa como [a,b] y se define como el conjunto
[a,b] ={x €R:a < x < b}

- Los intervalos semiabiertos o semicerrados son aquellos en los que un extremo es
abierto y otro extremo es cerrado; es decir, (a, b] o [a, b).

- Los intervalos infinitos son aquellos en los que alguno de los extremos del
intervalo es —co 0 +00; por ejemplo, el intervalo (a,+) = {x € R:a < x} o el
intervalo (—oo,b] = {x € Rix < b}.

- A veces, R puede verse como un intervalo cuyos extremos son infinitos; es decir,
R = (—o00, +0).

4.2.1. Periodicidad

Las funciones presentan muchas y diversas caracteristicas. Entre ellas, se encuentra
la periodicidad, una propiedad que cumplen, por ejemplo, las funciones seno y coseno.
Veamos cudl es la definicidon rigurosa de funcion periddica.

Definicién 3 (Periodo)

Una funcién f se dice que es periddica si 3A > 0 tal que f(x + 4) = f(x) Vx €
Dom(f). La constante A recibe el nombre de periodo.
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llustracion 7: Grafica de la funcién seno. Elaboracion propia.
4.2.2. Puntos de corte con los ejes

Los puntos de corte de una funcién con los ejes son puntos que nos facilitaran la
visualizacién de una funcién y el conocimiento de sus propiedades, pero, sobre todo,
nos facilitard su representacién en una grafica.

Una funcién f intersecara con eje de abscisas cuando y = 0; es decir, el punto de
corte entre f y el eje OX es el punto (x, 0) tal que f(x) = 0.

De manera analoga, una funcién f intersecara con el eje de ordenadas cuando
x = 0; esto es, el punto de corte entre f y el eje OY es el punto (0,y) tal que y =

£(0).

4.2.3. Simetrias

Otra de las propiedades que pueden presentar las funciones es la simetria. Entre
todas las posibles simetrias, destacan dos: la simetria par y la simetria impar, que son
las que vamos a ver a continuacién:

Definicién 4 (Funcién par)

Diremos que la funcién f es una funcién par si es simétrica respecto del eje de
ordenadas; esto es, si cumple que f(x) = f(—x) Vx € Dom(f).

Por ejemplo, una parabola con eje en la recta x = 0 y con foco en el punto (0,0) es
una funcidn par, tal y como se muestra a continuacién:

5
4

3

-1

2

llustracion 8: Grafica funcidn par. Elaboracion propia.
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Definicién 5 (Funcién impar)

Diremos que la funcién f es una funcién impar si es simétrica respecto del origen
de coordenadas; es decir, si se cumple que f(—x) = —f(x) Vx € Dom(f).

Por ejemplo, la funcién f(x) = x3 presenta una simetria impar, tal y como vemos a
continuacion:

llustracion 9: Grafica de una funcién impar. Elaboracion propia.

4.2.4. Continuidad

Una de las propiedades mas estudiadas de una funcidn es la continuidad. Visual e
intuitivamente, una funcién es continua cuando su gréfica no tiene saltos,
interrupciones ni oscilaciones indefinidas. Sin embargo, es facil dejarse engaiar por la
grafica de una funcién. Para que esto no ocurra, tenemos que dar una definicién
rigurosa de qué es la continuidad en un punto.

Definiciéon 6 (Funcién continua en un punto)

Decimos que una funcidn f es continua en un punto x, € Dom(f)siVe > 0,35 >
Otalquesi|x—xg] <= |f(x) — f(xx)| < &

a0

llustracion 10: Ejemplo de funcién continua.

Elaboracién propia. llustracion 11: Ejemplo de funcién con

discontinuidades. Elaboracién propia.

Sin embargo, lo que realmente tiene relevancia no es la continuidad de una funcién
en un punto, sino la continuidad de la funcién en todos los puntos de un intervalo o,
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incluso, en todo R. De esta forma, si f es continua en todo punto del intervalo (a, b),
diremos que f es continua en (a, b). Del mismo modo, si f es continua en cualquier
punto de R, decimos que f es continua en R.

4.3. Monotonia. Extremos relativos y absolutos

Cuando hablamos del concepto de monotonia en un intervalo, estamos hablando
sobre si la funcién crece o decrece en ese intervalo. Dicho concepto es un concepto
importante a la hora de llegar a conocer el comportamiento de la funcién o de
representarla.

Para poder llegar a conocer la monotonia y extremos de una funcién, es necesario
un buen manejo de la derivada de la funcién. Pero, en primer lugar, demos la
definicion matematica de funcidn creciente y funcién decreciente.

Definicién 7 (Funcidn creciente)

Sea f una funcion. Se dice que f es creciente en un conjunto S € Dom(f) si
f(x) < f(y), Vx,y €S que cumplan x <7y. En caso de que se verifique la
desigualdad estricta; esto es, f(x) < f(y), Vx,y €S con x <y, se dice que la
funcidn es estrictamente creciente.

Definicion 8 (Funcién decreciente)

Sea f una funcién. Se dice que f es decreciente en un conjunto S € Dom(f) si
f(x)=f(y), Vx,y €S que cumplan x <y. En caso de que se verifique la
desigualdad estricta; esto es, f(x) > f(y), Vx,y €S con x <y, se dice que la
funcidn es estrictamente decreciente.

Ahora, vamos a generalizar ambas definiciones en la definicion de funcién
monadtona.

Definicion 9 (Funcién mondtona)

Se dice que f es una funcién monétona en un conjunto S € Dom(f) si la funcién
es creciente o decreciente en S. Andlogamente, f serd estrictamente monétona en S
si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en S.

4.3.1. Maximo y minimo absolutos

Intuitivamente, estos puntos son aquellos en los que la funcidn alcanza su mayor y
su menor valor, respectivamente. No siempre existen maximo absoluto o minimo
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absoluto, pero, cuando existen, el conocerlos nos puede facilitar enormemente tanto
la representacién como la comprension de una funcidn. Veamos las definiciones

rigurosas de maximo y minimo absoluto.
Definicion 10 (Maximo absoluto)

Sea f una funcién definida en un conjunto S. La funcién f presenta un maximo
absoluto si existe, al menos, un punto ¢ € S tal que f(x) < f(c) Vx € S.

Definicién 11 (Minimo absoluto)

Sea f una funcién definida en un conjunto S. La funcién f presenta un minimo
absoluto si existe, al menos, un punto d € S tal que f(x) = f(d) Vx € S.

Con el objetivo de conocer mas acerca de los maximos y los minimos absolutos y de
relacionarlos con el supremo y el infimo de una funcién (que definiremos a
continuacion), nos ayudamos del siguiente teorema:

Teorema 1 (Teorema de acotacién para funciones continuas)

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es acotada en
[a, b]; esto es, existe un nimero C > 0 tal que |[f(x)| < C Vx € [a, b].

Demostracion:
Utilizaremos reduccién al absurdo.

Supongamos que f no es acotada. Sea c € [a, b] el punto medio de dicho intervalo.
Entonces, por no estar f acotada, se tiene que dar que f no esté acotada en [a,c] o
que f no esté acotada en [c, b].

Llamaremos [a4, b;] a aquel intervalo en el que f no esté acotada. En caso de que
no esté acotada en ninguno de los dos intervalos, elegimos el intervalo de la izquierda

por convenio.

Sea ¢, el punto medio del intervalo [a4, b;]. Como f no estd acotada en [aq4, b4], f
no estard acotada en, al menos, uno de los intervalos [aq, 2] vy [c2, b1]. Llamamos a

ese intervalo, al igual que antes, [a,, b, ].

Tomamos ahora el punto c¢3, punto medio del intervalo [a,, b,]. Razonamos del
mismo modo, de forma que encontramos una sucesidon de intervalos cerrados vy

encajados donde f no esta acotada:

[a'b] - [alﬁbl] D [az,bz] DD [an,bn] D oeee
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Cada uno de los intervalos mide la mitad de la longitud del intervalo anterior, por

. . . . . s a
tanto, las longitudes de los intervalos encajados siguen la sucesion T

Concretamente, esta sucesion tiende a cero.

Por el Axioma de Cantor, podemos afirmar que existe un punto ¢ que pertenece a
[a,, b,] Vn € N; es decir, pertenece a todos los intervalos encajados.

Ademds, por ser f continua en c (hipétesis), existe un entorno del punto c,
(c—=46,c+6), donde f es acotada (por una de las propiedades de las funciones
continuas).

En el entorno (c — &,c + §) hay infinitos intervalos del tipo [a,, b,], ya que la
sucesion de las longitudes de esos intervalos tiende a cero y todos ellos contienen al
punto c. Pero, en esos intervalos, la funcién f no estd acotada, mientras que en el
entorno (¢ — §,c + &) si lo estd. Hemos llegado a una contradiccidn, que ha surgido
de suponer que f no esta acotada en [a, b].

Si f es acotada en el intervalo [a, b], los valores de f en [a, b] estdn acotados de
forma que dichos valores tienen un extremo superior (sup f) y un extremo inferior

(inf f).
Definicién 12 (Supremo e infimo)
Definimos el supremo y el infimo de una funcién como:
sup f = sup{f(x): x € [a, b]}
inf f = inf{f(x):x € [a,b]}
Se cumple que inf f < f(x) < supf, Vx € [a, b].
Teorema 2 (Teorema del maximo (minimo) para funciones continuas)

Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces existen puntos c y d en
[a, b] tales que:

f(c)=supf f(d) =inf f

Demostracion:
Vamos a probar que f alcanza su supremo en [a, b].

Sea M = sup f. Supongamos que f no alcanza su supremo en [a, b]. Entonces, no
existe x € [a, b] tal que f(x) = M.

Definimos g(x) = M — f(x). Como M es el supremo de f,
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gx) =M — f(x) >0 Vx € [a,b]. Ademas, como g(x) nunca se anula, la funcion

1 .
——va a ser continua en [a, b].
[€9)

. s . . 1
Por el teorema de acotacién para funciones continuas, 0 < ey < C, de forma que

L_<¢ Vx € [a,b] > M — f(x) > % VxE[a,b]:>f(x)<M—% Vx € [a,b]

M—f(x)

1 . .
Entonces, M — - seria la menor cota superior de f en [a, b], con lo que llegamos a

contradiccién. Por tanto, M = f(x) para algun x € [a, b].

Para el extremo inferior, lo haremos de forma analoga considerando que el extremo
inferior de f es el extremo superior de —f.

De este teorema, deducimos que, cuando f es una funcidn continua en [a, b], el
supremo de f es su maximo absoluto y el infimo de f es su minimo absoluto.

4.3.2. Extremos relativos

Hay veces en las que encontramos puntos que, a pesar de no ser ni maximo ni
minimo absolutos de una funcidn, tienen un valor mayor o menor que los puntos mas
cercanos a él. Para estos casos, surge el concepto de extremos relativos.

Definicion 13 (Maximo relativo)

Sea una funcién f definida en un conjunto S. Diremos que f tiene un maximo
relativo si existe un intervalo abierto I tal que:

fx)<f(),cel,vxeIns

Un maximo relativo en ¢ de una funcion f es también el maximo absoluto de f en
un entorno de ¢, aunque no es necesariamente el maximo absoluto de f en todo el
conjunto S.

Definicion 14 (Minimo relativo)

Sea una funcion f definida en un conjunto S. Diremos que f tiene un minimo
relativo si existe un intervalo abierto I tal que:

fx)=f(d),del,vxelIns

Un minimo relativo en ¢ de una funcién f es también el minimo absoluto de f en un
entorno de ¢, aunque no es necesariamente el minimo absoluto de f en todo el
conjunto S.
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En general, podemos hablar del concepto de extremo para referirnos tanto a
maximos como a minimos relativos.

Definicidn 15 (Extremo)

Los maximos relativos y los minimos relativos de una funcién f se denominan
extremos de f.

El siguiente teorema relaciona los extremos de una funcion con su derivada.
Definicién 16 (Punto interior a un conjunto)

Un punto x se dice que es un punto interior de un conjunto S cuando existe un
entorno de x tal que cualquier punto de dicho entorno pertenece a S.

Teorema 3 (Anulacidn de la derivada de un extremo interior)

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto I. Supongamos que f tiene un
maximo relativo o un minimo relativo en un punto c interior a I. Entonces, si la
derivada f'(c) existe, f'(c) = 0.

Demostracion:

Vamos a definir la siguiente funcion:

0(x) = w Six€El x+*c
f'(c) si x=c¢

Puesto que f'(c) existe, lim, . Q(x) = Q(c), con lo que Q es continua en c.
Queremos probar que Q(c) = 0, para ello, probaremos que tanto Q(c) < 0 como
Q(c) > 0 nos llevan a contradiccion.

Supongamos que Q(c) > 0. Por la propiedad de conservacién del signo de las
funciones continuas, podemos asegurar que existe un intervalo J tal que c €] vy
Q(x) > 0 Vx €].Entonces,

f&) =f(©

g >0,Vx €] = f(x) — f(c) y x — c tienen el mismo signo

fx)>f(c)six>c
{f(x) <f(c)six<c

Esto contradice la hipdtesis de que f tiene un extremo en c. Por tanto, no puede
ocurrir que Q(c) > 0.

Para demostrar que Q(c) < 0 no puede darse, utilizamos un argumento similar.
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Hemos llegado a que Q(c) = 0y, como f'(c) = Q(c) por definicion, f'(c) = 0.
|

Es fundamental destacar que este teorema no implica que si la derivada en un
punto es nula, entonces en ese punto hay un extremo. No se da la condicién suficiente,
solo la condicién necesaria.

Teorema 4 (Teorema de Rolle)

Sea f una funcién continua en todo el intervalo [a, b] y derivable en todo (a, b).
Supongamos que f(a) = f(b). Entonces, existe, al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que

£'(c) = 0.

Demostracion:
Demostramos este teorema por reduccién al absurdo.

Supongamos que f'(x) # 0 Vx € (a,b). Segun el teorema del maximo o minimo
para funciones continuas, f tiene que alcanzar su maximo absoluto y su minimo

absoluto en [a, b].

Por el teorema de anulacidn de la derivada en un extremo interior, sabemos que
ningun extremo se alcanza en los puntos interiores del intervalo [a, b] (si se alcanzara,
f'(x) = 0 para algun x en (a, b)).

Luego, utilizando estos dos resultados, hemos llegado a que los valores extremos se
alcanzan en los puntos a y b. Pero, como f(a) = f(b), por hipétesis, el maximo y el

minimo coinciden y, por tanto, f es constante en [a, b].

Si f es constante en [a, b], la derivada de f es cero para todo punto en [a, b].
Hemos llegado a contradiccion.

Queda probado que en, al menos, un punto ¢ € (a, b) se tiene que f'(c) = 0.
]

El Teorema del Valor Medio es un resultado muy importante en el cdlculo y es una
consecuencia del Teorema de Rolle.

Teorema 5 (Teorema del valor medio para derivadas)

Sea f una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces, existe, al

menos, un punto ¢ € (a, b) tal que

f) = f(a)=f'(c)(b—a)
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Demostracion:

Queremos aplicar el teorema de Rolle. Para ello, construimos una funcién h de
manera que h(a) = h(b):
h(x) = f(x)(b —a) — x[f(b) — f(a)]
De hecho, h(a) = h(b) = bf(a) — af (b).

h es continua en [a, b] y derivable en (a, b) (si consideramos la funcién f continuay
derivable en estos intervalos, respectivamente). La derivada de h vale h'(x) =

f')(b—a)—[fb) - f(a)]
Aplicamos el teorema de Rolle a la funcién h:
3c € (a,b):'(c) = 0= h'(c) = f'()(b— a) — [f(b) — f(@)] = 0 = f(b) —
f@=f"(c)(b—a)
]

La monotonia de las funciones también puede deducirse gracias al signo de la

primera derivada, como en el siguiente teorema:
Teorema 6

Sea f una funcidn continua en un intervalo [a, b] y derivable en todo punto de (a, b).

Entonces:

a) Sif'(x) >0Vx € (a,b) = f esestrictamente creciente en [a, b].
b) Sif'(x) <0Vx € (a,b) = f es estrictamente decreciente en [a, b].
c) Sif'(x)=0Vxe€ (a,b) = f esconstante en [a, b].

Demostracion:
Para demostrarlo, aplicaremos el teorema del valor medio.

a) Queremos probar que f(x) < f(y) cuando a < x <y <bh, para dos x e y
cualesquiera. Suponiendo que x < y, aplicamos el teorema del valor medio al

intervalo [x, y]. Nos quedaria:
fO)=f&) =f'(c)(y —x) dondex <c <y

Puesto que f'(c) >0ey —x > 0,tenemos que f(¥) —f(x) > 0= f(x) < f(¥)
parax <y = f es estrictamente creciente en [a, b].

b) Similar a la demostracion de a)
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c) Utilizaremos, igualmente, la expresidon f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) para x = a.
Como f'(c) = 0, tenemos que f(y) — f(a) =0 = f(y) = f(a),
Vy € (a,b) = f es constante en [a, b].
|

Como consecuencia de este teorema, veremos que cuando la derivada cambia de

signo siempre hay un extremo.
Teorema 7

Sea f continua en un intervalo [a, b] y derivable en todo (a, b) excepto, quizds, en

el punto ¢ € (a, b). Entonces:

a) Sif'(x) es positiva Vx < c y negativa Vx > ¢, f tiene un maximo relativo en
c.
b) Si f'(x) es negativa Vx < c y positiva Vx > ¢, f tiene un minimo relativo en

C.

Demostracion:
Vamos a demostrar el primer apartado. El segundo se haria de forma analoga.

El teorema 6 nos dice que f es estrictamente creciente en [a,c] y que f es
estrictamente decreciente en [c,b] = f(x) < f(c) Vx # c en (a,b) = f tiene un

maximo relativo en c.
[ |
Definicién 17 (Punto critico)

Para una funcién continua f en [a, b], un punto critico es un punto x € (a, b) tal
que f'(x) = 0.

Tras localizar un punto critico, hay que estudiar si dicho punto es un maximo, un
minimo o ninguno de los dos. Para ello, necesitamos mas informacion sobre la funcién
objeto de estudio, puesto que la naturaleza de un punto critico podrd determinarse a
partir del signo de la derivada en los alrededores del punto, utilizando los teoremas
gue hemos desarrollado anteriormente. Sin embargo, también la derivada segunda de
una funcidn puede sernos util a la hora de estudiar los extremos de una funcion.

Teorema 8 (Criterio de la derivada segunda para extremos en un punto critico)

Sea ¢ un punto critico de f en el intervalo (a, b); es decir, f'(c) =0 paraa < ¢ < b.

Supongamos que existe f" en (a, b), entonces:

a) Sif" es negativa en (a, b), entonces f tiene un maximo relativo en c.
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b) Si /" es positiva en (a, b), entonces f tiene un minimo relativo en c.

Demostracion:
Vamos a demostrar el primer apartado. El segundo se haria de forma analoga.

Partimos de que f” < 0 en (a, b). Segun el teorema 6 (considerando f’ como f"'), f’
es estrictamente decreciente en (a, b).

Pero, por hipétesis, f'(c) =0, por lo cual f' cambia su signo en ¢ de positivo a
negativo.

f'(x) >0 Vxe(ac)y f'(x) <0 Vx € (¢,b) luego, por el teorema 7, f tiene un
maximo relativo en c.

4.4. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

La primera derivada de una funcion nos da mucha informaciéon acerca de las
propiedades de la misma. Sin embargo, hay algunos aspectos de las funciones que solo
se pueden estudiar a partir de la derivada segunda. Este es el caso de los conceptos de
convexidad y concavidad.

Intuitivamente, las funciones cdncavas y convexas presentan una caracteristica muy
particular: toda recta tangente de la funcion corta a la gréfica en dicha funcién una

Unica vez.
Vamos a ver, ahora, las definiciones de funcidén cdéncava y convexa.
Definicién 18 (Funcién convexa 1)

Se dice que una funcién f es convexa en un intervalo [ si para cualesquiera dos
puntos del intervalo, p y q, la grafica de la funcién f se sitla por debajo del segmento
que une (p,f(p)) vy (q,f(q)). Si se sitla por encima en vez de por debajo, la funcion

sera concava.

4 3 2 -1 o 1 2 3 4

-1

llustracion 12: Ejemplo de funcién concava.
Elaboraci6n propia. llustracién 13: Ejemplo de funcién
convexa. Elaboracién propia.
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Esta seria una definicion geométrica de la convexidad, pues necesitariamos la ayuda
de la gréfica de f para poder discernir si la grafica es convexa o no.

Para poder definir la convexidad de una funcién sin tener que recurrir a la grafica,
definimos una nueva funcién g. Dicha funcion es la funcidn de la recta que pasa por

@ f®)y (9.7 @)

(x —p)

_ fl@)—f()
g@)—f@)+—7;;;—

Por la definicion, para que una funcién sea convexa en un punto x, f tiene que estar
por debajo de g en dicho punto; esto es, g(x) > f(x).

) + ’%u ) > )
F@=f®) _ )= f@)
q—7pr X—p

Hemos obtenido, asi, una definicion de funcién convexa equivalente:
Definicién 19 (Funcién convexa 2)

Diremos que f es una funcion convexa en un intervalo si, para p, x y q en dicho

intervalo conp < x < g, se tiene que:

=1 f&) - 1)
q-p X=p

En el caso de la concavidad, basta con cambiar la expresidon por debajo por la
expresion por encima en la primera definicién que hemos dado de funcién convexa.
Ademas, razonando andlogamente, llegamos a la definicién analitica de funcién

concava:
Definicién 20 (Funcién céncava)

Diremos que f es una funcion céncava en un intervalo si, para p, x y g en dicho

intervalo conp < x < g, se tiene que:

-1 _f&)—- 1)
q-p X=p

Veamos un teorema que nos va a permitir saber cudndo una funcién es céncava o

convexa en funcién de la primera derivada o en funcién de la segunda derivada.
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Teorema 9 (Criterio de la derivada para la convexidad)

Supongamos que f es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y que
dicha funcion es, ademas, derivable en el intervalo abierto (a, b). Entonces, si f' es
creciente en (a, b), f es convexa en [a, b]. En particular, f es convexa si existe f'"y f"

es no negativa en (a, b).

Demostracion:
Sean p y q dos puntos del intervalo [a, b] tales que p # q.
- Supongamos que p < q. Aplicando el Teorema del valor medio, podemos
afirmar que 3¢ € (p, q) tal que f(q) — f(p) = f'(c)(g — p).
Por ser f' creciente (hipdtesis), sabemos que f'(p) < f'(¢) < f'(q); por tanto,

aplicando esto en la igualdad resultante del Teorema del valor medio, nos queda:

f@—-f®=fPa-p
- Supongamos que g < p. Volvemos a aplicar el Teorema del valor medio

para llegar a que 3c € (q,p) tal que f(p)—f(q) =f'(c)(p —q). Esto es
equivalente a decir que 3c € (q,p) tal que f(q) — f(p) = f'(c)(q — p).

Ahora, usaremos, por un lado, que f'(c) < f'(p), ya que ¢ < p, y por otro lado

que g —p < 0. De aqui, nos quedaria:

fl@—f)=f®q-pr)

Concluimos diciendo que, para dos puntos p,q € [a, b], se cumple la misma
desigualdad, independientemente del orden de dichos puntos.

Vamos a tomar ahora tres puntos cualesquiera del intervalo [a,b], los puntos
x<y<z.

- Paray < z, aplicamos la desigualdad anterior para p < g:

f@O-fMz2fWiz-y)= Li}c(y)>f( )

- Parax <y, aplicamos la desigualdad anterior para q < p:
fG)—f =& —-y)
Por serx —y < 0, llegamos a que:

fO-f»

=S
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Con ambas desigualdades, hemos llegado a que

f-f» _ f@)-f»)
— < f O s——
x—=y z—)y
Y, por tanto, concluimos diciendo que f es una funcién convexa en el intervalo

[a, b].

Ahora, para finalizar, vamos a probar la segunda parte del teorema. Supongamos
que existe la derivada segunda de la funcién f y que, ademas, f' = 0 en todo el
intervalo (a, b). Bajo estas hipdtesis, podemos aplicar el Teorema 6 para afirmar que
f' es una funcién creciente en el intervalo [a, b]. Por lo demostrado anteriormente,
que f' sea creciente, implica que la funcién f es convexa en el intervalo [a, b].

Hemos demostrado que el signo de la derivada segunda estd estrechamente ligado
a la convexidad o concavidad de una funcion. Si f'’ es positiva, la funcion sera convexa.
Ademads, de aqui, se deduce que si f'’ es negativa, la funcion sera concava. Esto dltimo
se debe a que si f es convexa, —f es cdncava.

Hay ocasiones en las que, dado un punto (p, f(p)) de una grafica, la recta tangente
a f en el punto p corta a la grafica de f en algiin punto ademas de f(p). Cuando esto
ocurre, nos encontramos ante un tipo de puntos llamados puntos de inflexién.
Ademas, en estos puntos, la derivada segunda vale cero. Sin embargo, que la derivada
segunda valga cero no es una condicién suficiente para poder caracterizar un punto de

inflexion. Necesitaremos algo mas.
Definicion 21 (Punto de inflexion)

Dada una funcién f, diremos que f presenta un punto de inflexion en p si
f"(p) = 0y, ademas, f'' tiene signos diferentes a la izquierda y a la derecha de p.

4.5. Asintotas

Antes de comenzar a ver qué es una asintota, y suponiendo que ya conocemos el
concepto de limite, vamos a definir el concepto de limites laterales.
Definicidn 22 (Limites laterales)
Seaf:A - R, AcR yseaa € R.Se consideran:
Aizg = (—o0,a]l N A
Ager = [a,+0) N A

Ahora, tomamos a un punto que es tanto punto de acumulacion de 4;,, como

punto de acumulacién de A .., para garantizar que hay puntos tan proximos a los dos
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lados de a como se desee. Por ello, se puede hablar de limite por la izquierda y limite
por la derecha de a.

Definimos el limite por la izquierda de a de la funcién f como:

fl@) = lim f) = lim £

xEAiZq
Andlogamente, definimos el limite por la derecha de a de la funcién f como:

f@) = lim f() = lim £

XEAder

Conociendo el concepto de limite y de limites laterales, ya podemos definir qué es
una asintota. Las asintotas nos serdn muy utiles a la hora de representar la grafica de
una funcioén.

Definicién 23 (Asintota)

Dada una funcién f y una recta cualquiera y = mx + b, diremos que la recta
y = mx + b es una asintota de f si

xl_i)rlloo(f(x) — (mx + b)) =0

Podemos estudiar algunos casos particulares de la definicion de asintota: las
asintotas verticales y las asintotas horizontales.

Definicién 24 (Asintota vertical)

Dada una funcidén f y una recta vertical x = a, diremos que la recta x = a es una
asintota vertical de f si

lim |f(x)| = £
x—at

xXx—a

Definicion 25 (Asintota horizontal)

Dada una funcién f y una recta horizontal y = b, diremos que la recta y = b es una
asintota horizontal de f si

Jm f (x)=0b

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes 39



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIAY <82
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

4.6. Representacion grafica de curvas

De manera intuitiva, tenemos una tendencia a visualizar las funciones mediante
nuestra intuicién geométrica, de forma que las propiedades de las funciones queden
patentes en esa imagen. Para esbozar una funcion, utilizamos una grafica.

Definicién 26 (Grafica de una funcién)

Sea f una funcidn real de variable real. Llamamos grafica de f a la representacién

geomeétrica del conjunto:

G(f) ={(x,y) € R*:x € Dom(f),y € Im(f)}

Para dibujar una gréfica, lo ideal es que primero estudiemos sus propiedades para
tener una visién mas clara de cémo serd la representacion. Vamos a hacer un ejemplo

de representacion y gréafica de una funcién.

Ejemplo 1

Definimos la funcién f: (0, +00) — R tal que f(x) = @
El dominio de f es el intervalo (0, +0), donde estd definida la funcién.
La funcidn f no es periddica.

Calculamos, ahora, los puntos de corte con los ejes:

- Con el eje de abscisas, dondey = 0

In(x)

=0=Ih(x)=0=>x=1
La funcidén f corta al eje X en el punto x = 1; es decir, la funcién pasa por el
punto (1,0).

- Con el eje de ordenadas, donde x = 0

No existe dicho punto de corte, puesto que 0 € Dom(f).

Veamos si nuestra funcién tiene algun tipo de simetria:

- Para que haya simetria par, f(x) = f(—x), Vx € (0,+00). Esto no se puede
dar, ya que, si f existe en el punto x, f no existirda en —x, pues f solo estd
definida en la mitad del plano.

- Habrd simetria imparsi f(—x) = —f(x), Vx € (0, +); esto es,

In(x) In(x)
x  x

Vx € (0, +0)
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La igualdad anterior solo se cumple para x = 1; por tanto, no hay simetria
impar.

La funcidn es continua en su intervalo de definicidn; esto es, f es continua en
(0, +).

Ahora, vamos a ver la monotonia y los extremos de la funcién. Para ello, calculamos
la primera derivada de f.

ln(x)
fx) =——7F—
Igualamos a cero esta expresidn para encontrar los puntos criticos:
1 —In(x)
f'(x )—x——0<=)1—ln(x)=0<=)ln(x)=1(=>x=e

Hay un punto critico en (e, f(e)) = (e, 1/9).

Estudiamos el valor de la derivada a ambos lados del punto critico:

e f'(1)= - ln(l) =1> 0 = Por el teorema 6, f es estrictamente creciente en
(0,e).
e f'(3) = = 1n(3) 173 = _0.0109 < 0= Por el teorema 6, f es

estrlctamente decreciente en (e, +).

Por el teorema 7, podemos concluir diciendo que en el punto (e, 1/3) hay un

maximo relativo.

Ademas, a la vez que buscabamos conocer si este punto era un maximo o un
minimo, hemos averiguado cdmo se comporta la funcidn f en términos de crecimiento
y decrecimiento.

A continuacion, estudiamos la convexidad y la concavidad de f. En primer lugar,
veamos si hay alglin punto de inflexion. Para ello, utilizamos la derivada segunda:

N -3+ 2In(x)

fr = ——F—

Para hallar los posibles puntos de inflexién igualamos a cero la segunda derivada:

—3 + 2In(x)

3
. =0=2ln(x)=3=In(kx) == & x = 3/2
X 2

Hay un posible punto de inflexion en el punto (93/2,f(e3/2)) = ( 3/2, o 3/2)
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Veamos la convexidad y concavidad a izquierda y derecha de este punto. Para ello,

miramos el signo de la derivada segunda y utilizamos el Criterio de la derivada para la
convexidad.

e (D)= #ln(l) =—3> 0= f escéncavaen (0,e%?2).
. Fr(6) = ZHEE _

——— = 0.0027 > 0 = f es convexa en (e*/?, +oo).

3/2 _3

,283/2) hay un punto de inflexion vy,
ademas, sabemos como se comporta la funcién en términos de convexidad y
concavidad.

Ahora si podemos asegurar que en (e

Veamos si esta funcidn tiene alguna asintota. Para ello, calculamos los limites de f
en 0 por la derechay en +oo.

. In(x) —o0

= —oo = Hay una asintota vertical en x = 0.

. In(x) o)
lim,, 4 o =

oo

= limx_>+oo§= 0 = Hay una asintota horizontal en y =10
(hemos aplicado la regla de L'Hopital).

Ahora, una vez que sabemos, analiticamente, las caracteristicas de la grafica, podria

ser conveniente realizar una tabla con todos los puntos destacables de la funcién vy, si
fuese preciso, algunos mas, para ayudarnos en la representacion.

En este caso, la grafica de f queda como sigue:

14 Asintota verical
enx=0

@
Maximo de f

o
Funto de inflexion de f

4

I
flx) =

@

Asintota
horizontal en y=0
-1

llustracion 14: Grafica de la funcion estudiada. Elaboracion propia.
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5. Fundamentacion Didactica: Investigaciones sobre
aprendizaje y/o la enseiianza

La investigacion en el area de la didactica de las matematicas, es decir, sobre como
aprenden los alumnos y las alumnas las matemadticas, es amplia y compleja.
Concretamente, estudiaremos como los estudiantes aprenden, interpretan e
interiorizan los conceptos relacionados con este trabajo: la funcidon y su gréfica.
Ademas, serd importante tener en cuenta cuales son aquellos errores y fallos mas
comunes entre ellos, para poder hacer mas hincapié en dichos errores a la hora de
desarrollar nuestra unidad didactica con el fin de reducir esos fallos entre los
miembros de nuestra clase. Sin embargo, en este apartado no se pretende elaborar un
estado de la cuestidn, sino hacer un breve analisis de algunos articulos de investigacion
gue pueden ser interesantes para alcanzar un conocimiento mas profundo del tema

que nos ocupa.
A la hora de realizar nuestra resefia nos hemos centrado en un articulo y un libro:

e Arce, M. y T. Ortega (2013). Deficiencias en el trazado de graficas de
funciones en estudiantes de Bachillerato. PNA, 8:2, 61-73.

e Ruiz Higueras, L. (1998). La nocion de funcion: Andlisis epistemoldgico y
diddctico. Universidad de Jaén.

Tanto el articulo como el libro centran su investigacion en alumnos de Educacién
Secundaria, lo que es muy adecuado para el presente TFM, ya que la unidad diddctica
esta orientada a estudiantes de la ESO. Para realizar el analisis también vamos a
ayudarnos, aunque en menor medida, del articulo de Alpizar Vargas et al. (2018), ya

gue tiene una tematica similar y es muy adecuado para complementar nuestra resefia.

La razoén por la que se ha querido estudiar el articulo de Arce y Ortega (2013) es su
tematica. En él se tratan los errores que los alumnos suelen cometer a la hora de
realizar graficas de funciones y, para intentar superar esos fallos, es necesario, en
primer lugar, conocer dichos errores frecuentes y, asi, poder abordarlos. Respecto al
libro de Ruiz Higueras (1998), la temdtica es similar pero mas generalizada al concepto
de funcion, sin centrarse Unicamente en lo referente a las graficas. Ademas, ha sido
decisivo a la hora de elegir este libro el hecho de que Ruiz Higueras es una
investigadora de prestigio en la Universidad de Jaén y que centrd su tesis doctoral en
este aspecto.

Segun Alpizar Vargas et al. (2018:7), poder detectar los errores asociados a un
concepto matematico concreto nos permite saber qué aspectos han influido en el
proceso de aprendizaje del alumnado. Es por ello, que, a fin de evitar los errores, los
contenidos de la asignatura se deberian adaptar para poder tratar adecuadamente la
diversidad de cada clase.
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En Abrate, Pochulu y Vargas (2006), podemos encontrar una lista de los principales
errores que los alumnos cometen en la asignatura de matematicas:

e Errores debidos al mal uso de simbolos matematicos.

e Errores debidos a representaciones poco adecuadas.

e Errores debidos al incorrecto uso de los conceptos.

e Errores debidos a asociaciones incorrectas.

e Errores debidos a la mala traduccién del lenguaje verbal al lenguaje
algebraico o gréfico.

e Errores debidos a la mala interpretacion de las graficas.

Este ultimo tipo de errores serd de gran interés en este analisis, ya que uno de los
articulos tratados se dedica exclusivamente a la investigacién de los errores al dibujar
graficas.

Para empezar, veamos qué errores cometen los estudiantes en cuanto al concepto
de funcidn, un concepto fundamental en matematicas y que, muchas veces, no queda
lo suficientemente claro, lo que puede dar lugar a errores importantes.

Tal y como dice Alpizar Vargas et al. (2018:16), en muchas ocasiones, los errores
cometidos por los estudiantes se deben a la falta de dominio de los conceptos.
Ademas, muchos de los errores no se deben particularmente a un mal manejo de los
contenidos sobre funciones, sino que son errores en las operaciones bdsicas vy
contenidos mas simples que, en teoria, el alumnado ya deberia saber de otros afos.
Esto dltimo resulta alarmante aunque, realmente, nada tiene que ver con los
problemas que envuelven al concepto de funcién.

Segun Ruiz Higueras (1998:279-281), hay tres aspectos a tener en cuenta cuando
hablamos de la funcién: la comprensién del concepto, la representacion de funciones y
el uso de las funciones. En estos tres ambitos, el alumnado tiene opiniones muy
diversas.

Por ejemplo, en cuanto a la comprension del concepto de funcién (Ruiz Higueras,
1998:280), encontramos muchas concepciones errdneas. Un ejemplo de ello seria no
considerar las constantes como funciones, ya que, para una parte del alumnado, una
funcién es Unicamente una expresién donde, a partir de un valor para x, obtenemos
un valor para y, y esto deja de lado las funciones constantes. Otro ejemplo es que
algunos estudiantes no tienen en cuenta el hecho de que cada elemento de una
funcién debe tener una imagen Unica, lo que no encaja en absoluto con el concepto
mismo de funcién.

Por otro lado, con respecto a la representacién de las funciones, Ruiz Higueras
(1998:280) nos dice que, por un lado, hay estudiantes que Unicamente reconocen la
funcién en su forma explicita, mientras que otros piensan que solo es funcién aquella
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expresion algebraica que se puede representar en forma de grafica. Ahora bien, la
opinion de muchos es que dicha grafica tiene que seguir ciertos patrones de
regularidad o continuidad, no pudiendo ser grafica de una funcidon aquella que
presente demasiadas discontinuidades o un trazado irregular. Ademads, los alumnos
piensan que ciertos aspectos de las funciones, tales como la continuidad o la
monotonia, son aspectos intrinsecos de las gréficas y no de las funciones en su forma
analitica.

Por ultimo, en cuanto al ultimo aspecto tratado en la investigacion de Luisa Ruiz
Higueras (Ruiz Higueras, 1998:281), hay unanimidad en la opinién de los alumnos en
cuanto al uso de las funciones: de una manera u otra, todos piensan que las funciones
sirven para resolver cuestiones intramatematicas, tales como construir una gréfica,
construir una tabla de valores, resolver una ecuacién o determinar el dominio de una
funcién, dejando totalmente de lado la aplicacidn de las funciones a la vida real o mas
alla de las propias matematicas. No tienen en absoluto en cuenta cémo las funciones
nos ayudan a modelizar situaciones cotidianas en las que se produce una variacién.

Asi pues, Ruiz Higueras (1998:286) nos habla de las inconsistencias que ha
encontrado en el alumnado con respecto al tema de funciones. Entre ellas, destacan,
por ejemplo, la incapacidad del alumnado para distinguir una funcion en su forma
explicita o implicita, o también, la dificultad para asociar una funcién en forma

algebraica a su grafica.

No es Ruiz Higueras la Unica que ha llegado a estas conclusiones. Otros
investigadores tales como Vinner, Tall y Dreyfus (1981, 1989) o Sierpinska (1989, 1992)
identifican, en sus investigaciones, concepciones idénticas o andlogas. Es asi que son
muchos los investigadores que han llegado a la misma conclusién que Ruiz Higueras en
cuanto a los problemas que presentan los alumnos a la hora de trabajar con funciones

y graficas.

El tema de las graficas de funciones también es extenso y amplio. Son innumerables
los errores que los estudiantes pueden cometer en este aspecto. En primer lugar, un
36,2% del alumnado considera la grafica como el fin de un proceso de analisis de una
funcién y no como una herramienta para poder entender mejor la funcién objeto de
estudio (Ruiz Higueras, 1998:283). Pero, no es solo la finalidad de las graficas lo que
tiene confundidos a los alumnos. También comenten muchos errores a la hora de

representar las graficas de una forma adecuada.

Es sobre este tema que trata el articulo de Arce y Ortega (2013:62): la gran cantidad
de errores que encontramos en las representaciones de las funciones por parte de los
alumnos. Duval (1993) considera que las representaciones son el principal motor para
la comprensién de los conceptos. Son las diferentes formas de representar un
concepto y la soltura a la hora de pasar de unas representaciones a otras lo que
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enriqguece el concepto para el alumnado. El problema de los fallos en las
representaciones es que los alumnos confian mucho en dichas representaciones para
resolver problemas y, es por ello que esas representaciones deberian ser lo
suficientemente adecuadas y ajustarse a la definicién del concepto representado
(Vinner, 1991).

Para suplir estas carencias, se pretende observar cuales son los errores mas
comunes que cometen los alumnos cuando representan la grafica de una funcidn. Las
deficiencias que se encuentran pueden provocar dificultades para interpretar una
funciéon de manera adecuada Unicamente a través de la informacion que nos da su
representacion grafica (Arce y Ortega, 2013:64). Las deficiencias mas comunes son:

e Deficiencias por el concepto de funcién

Estas deficiencias se deben a que los alumnos no tienen en cuenta la unicidad de la
imagen de una funcion. A la hora de dibujar una grafica esto se refleja en dos aspectos:
un 62% dibuja ramas practicamente verticales en ramas infinitas que no son
asintéticas, como es el caso de las pardbolas, y un 31% dibuja varios puntos imagen
para un mismo punto del dominio. Este fendmeno se da, sobre todo, en las funciones
definidas a trozos (Arce y Ortega, 2013:65).

llustracion 15: Funcion a trozos con diferentes |
imagenes para un mismo punto del dominio. llustracién 16: Ramas verticales en pardbola.
Fuente: Arce y Ortega (2013:66) Fuente: Arce y Ortega (2013:65)

e Deficiencias por el concepto de asintota

Los errores en la representacién de asintotas son muy numerosos. Seguin Arce y
Ortega (2013:66), hay estudiantes que, incluso, no dibujan las asintotas cuando
corresponde o, si lo hacen, no parece una asintota como tal. También hay ocasiones en
las que se produce un alejamiento entre la asintota y la funcién en la parte final del
trazado de la funcién cuando, ahi, la funcién deberia estar mas cercana a la asintota
gue nunca. Sin embargo, el mayor problema a la hora de dibujar asintotas es que el
acercamiento de la funcién a la asintota no se produce de manera progresiva. De
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hecho, la funcién y la asintota equidistan a partir de un cierto punto en las
representaciones de un 83% del alumnado.

llustracion 17: Trazado de asintotas.
Fuente: Arce y Ortega (2013:66)
e Deficiencias por el uso de escalas en los ejes
En cuanto al uso de escalas, Arce y Ortega (2013:67) sefialan que un 41% de los
alumnos y alumnas usan escalas no proporcionadas. Por otro lado, la deficiencia mas
comun (un 76% del alumnado) es la omisién de las escalas; es decir, no usan ningun
tipo de escala para hacer una representacién precisa de la grafica.

llustracion 18: Uso de una escala no proporcionada.
Fuente: Arce y Ortega (2013:67)

e Deficiencias por las caracteristicas de las funciones

En este caso, Arce y Ortega (2013:68) nos presentan varios ejemplos de deficiencias
gue tienen que ver con las propias caracteristicas de la funcién. Es el caso del
crecimiento en la funcién, por ejemplo, logaritmo, donde la rama infinita (no
asintotica, la funcion es creciente en todo su dominio) se acaba trazando paralela al eje
o, incluso, decreciente. También se menciona la derivabilidad de las parabolas, la cual
puede ponerse en duda debido a la forma de pico tan pronunciada que se puede
encontrar en ciertas graficas en el entorno del vértice de la parabola.
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Ilustrarcit.in 19: Incoherencia con la propiedad de  jjystracién 20: Forma pronunciada de pico en el vértice
crecimiento. Fuente: Arce y Ortega (2013:68) de la parabola. Fuente: Arce y Ortega (2013:69)

Segln estas investigaciones, existen causas por las que los alumnos comenten estos
errores, tanto los relacionados con el concepto de funcién, su representacién y su uso,
como los de trazado de funciones.

Tal y como argumenta Ruiz Higueras (1998:286-287), el alumnado se enfrenta a una
serie de obstaculos cuando le explican el concepto de funcién. Estos obstaculos
pueden ser didacticos (errores que se deben al tratamiento limitado en que los
alumnos reciben informacién sobre las férmulas, técnicas algebraicas o la
proporcionalidad, por ejemplo) o debidos al propio conocimiento del alumno (errores
que se deben a intuiciones erréneas o conceptos que malinterpretan). Ademas, la
ensefianza fomenta el uso de funciones especificamente configuradas para estudiar
ciertas caracteristicas, lo que podria suponer el desconocimiento de otro tipo de
funciones por parte de los estudiantes (Ruiz Higueras, 1998:295).

Por otro lado, en cuanto al trazado de graficas, Arce y Ortega (2013:69) defienden
qgue las causas por las que encontramos deficiencias en el trazado de graficas de
funciones podrian ser que el alumnado no ha asimilado adecuadamente las
propiedades de las funciones, que no saben transcribir adecuadamente esas
propiedades al trazado de la grafica o que existen errores en los propios de conceptos
de funcidén, asintota, etc. Ademas, estos errores se pueden ver incrementados si el
docente comete algun error didactico. El hecho de que, ademads, el trazado de una
funcién en papel es impreciso contribuye a aumentar las deficiencias de la
representacion.

Ademas, hoy en dia, se prioriza la evaluabilidad; es decir, la necesidad de que las
funciones o las graficas objeto de estudio por parte de los alumnos y las alumnas sean
adecuadas para poder evaluarlas facilmente. El sistema de ensefanza actual se centra
mucho en la importancia de lo algebraico (Ruiz Higueras, 1998:296) y, de esta forma,
se deja totalmente de lado la importancia de la modelizacién, de manera que los
estudiantes, por un lado, tienen concepciones muy limitadas sobre el concepto de
funcién o el uso de las graficas y, por otro lado, no pueden ver un objetivo en el uso de
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las matematicas mas alla del plano intramatematico (Ruiz Higueras, 1998:288). En
definitiva, los alumnos no llegan a conocer la importancia de las funciones en nuestra
vida cotidiana.

Veamos, ahora, qué soluciones se proponen para intentar suplir todos los errores y
las deficiencias que hemos mencionado a lo largo de este analisis.

En primer lugar, Ruiz Higueras (1998:300) nos habla de la necesidad de abordar
problemas de modelizacién para que los alumnos tengan una visién de las funciones
mas alla de las propias matematicas. Asi, se podra ver como las funciones y las graficas
son herramientas utiles. Por otro lado, las actividades que se proponen deberian ir mas
alla de aquellas cuya resolucion se alcanza mediante el uso mecdanico y sistematico de
algoritmos, sin necesidad de que el alumnado piense o se cuestione como estd
utilizando los conceptos (Alpizar Vargas et al., 2018:17).

Y, en cuanto a las graficas, es necesario que el alumnado interprete las graficas
como una manera de expresar la variabilidad y la dependencia y no Unicamente como
un soporte para sefialar propiedades de la funcion (Ruiz Higueras, 1998:300). Ademas,
los estudiantes deben desarrollar su pensamiento critico en cuanto al trazado de
funciones y poder decidir por ellos mismos hasta qué punto una representacion grafica
refleja adecuadamente y con precisién las propiedades de la funcidon que representa
(Arce y Ortega, 2013:70).

En resumen, la modelizaciéon se basa en las funciones y sus representaciones vy,
siendo una herramienta tan atil y potente, es una pena que los alumnos se queden
Unicamente con el uso de las funciones y el estudio de sus propiedades en el plano
matematico. Por ello, los docentes deben propiciar un acercamiento a la modelizacién
matematica y el desarrollo del pensamiento critico por parte del estudiantado para
que, por si mismos, puedan discernir cuando se ha utilizado el concepto de funcién o

su representacién de una manera adecuada y no limitante.
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6. Proyeccion Didactica: Elaboracidon de una Unidad Didactica

6.1. Titulo

La unidad didactica que vamos a desarrollar a continuacion recibe el nombre de
“Funciones y graficas” y se incluye en la asignatura Matemadticas orientadas a las
ensefianzas académicas del curso académico de 32 de ESO.

6.2. Justificacion

En este apartado, se defiende desde varios puntos de vista el porqué es necesaria la
elaboracién de la presente unidad didactica sobre funciones y sus gréficas
correspondientes.

6.2.1. Justificacion curricular

Previamente, en el apartado de fundamentacién curricular, se realiza un andlisis del
curriculo, donde se pone de manifiesto aquellos contenidos que se estudian en el
bloque sobre funciones y, también, en el blogque primero, que debe ser
complementario al resto de bloques. En este caso, nos centraremos Unicamente en el
bloque de las funciones, del que obtendremos aquellos conceptos que vamos a ver en
esta unidad didactica. Ademas, no todo lo recogido en el blogque de funciones va a
estudiarse en este apartado, puesto que seria demasiado temario para ver en una
Unica unidad y es por ello que, en el presente tema, solo veremos la primera mitad de
los contenidos que deben estudiarse relacionados con las funciones.

Tanto en el Real Decreto 1105/14, de 26 de diciembre, como en la Orden de 14 de
julio de 2016, se establecen los contenidos que se deben estudiar en la materia de
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas del curso 32 de ESO acerca de las
funciones, las propiedades de las mismas y su representacidon grafica. En concreto,
sobre este tema, la Orden de 14 de julio de 2016, nos dice:

“Analisis y descripcién cualitativa de graficas que representan fendmenos del
entorno cotidiano y de otras materias. Analisis de una situacién a partir del estudio de
las caracteristicas locales y globales de la grafica correspondiente. Analisis vy
comparacion de situaciones de dependencia funcional dadas mediante tablas y
enunciados. Utilizacion de modelos lineales para estudiar situaciones provenientes de
los diferentes ambitos de conocimiento y de la vida cotidiana, mediante la confeccidn
de la tabla, la representacién grafica y la obtencidn de la expresidn algebraica.”

Asociados a estos contenidos encontramos los siguientes criterios de evaluacion:
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1. Conocer los elementos que intervienen en el estudio de las funciones y su
representacion grafica. CMCT.

2. ldentificar relaciones de la vida cotidiana y de otras materias que pueden
modelizarse mediante una funcién lineal valorando la utilidad de la descripcién de
este modelo y de sus pardmetros para describir el fendmeno analizado. CMCT, CAA,
CSC.

Y, por ultimo, en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, encontramos los
estandares de aprendizaje evaluables asociados a los criterios de evaluacién de los
contenidos objeto de estudio:

1.1. Interpreta el comportamiento de una funcidon dada graficamente y asocia
enunciados de problemas contextualizados a graficas.

1.2. Identifica las caracteristicas mds relevantes de una grafica interpretdndolas dentro
de su contexto.

1.3. Construye una grafica a partir de un enunciado contextualizado describiendo el
fenédmeno expuesto.

1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a funciones dadas graficamente.

2.2. Obtiene la expresion analitica de la funcién lineal asociada a un enunciado vy la
representa.

2.3. Formula conjeturas sobre el comportamiento del fendmeno que representa una
grafica y su expresion algebraica.

Podemos ver que hemos obviado aquellos contenidos acerca de funciones
cuadraticas y de las distintas expresiones de la recta, puesto que dichos contenidos no
se van a desarrollar en la presente unidad, ya que estos se incluirian en una unidad
posterior que no nos compete en este TFM.

Relacionados con los criterios de evaluacién descritos arriba, podemos ver que los
alumnos van a desarrollar las siguientes competencias con el estudio de los contenidos
de esta unidad: CMCT (Competencia matematica y competencia bdsica en ciencia y
tecnologia), CAA (Competencia de aprender a aprender) y CSC (Competencias sociales
y civicas).

Ademas de las competencias mencionadas, también se trataran otras competencias

como:

- La competencia linglistica, que se adquiere con la lectura de los enunciados y con la
explicacion de las soluciones obtenidas para los problemas.

- La competencia digital, que se adquiere mediante la investigacion a través de
Internet y el uso de programas informaticos. Con ella, se pretende que el alumnado
desarrolle un alto grado de responsabilidad digital.
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Aunque estas competencias estdan menos relacionadas con las matematicas en si,
son igualmente importantes para el desarrollo de los estudiantes en la vida cotidiana,
ademas de fomentar ciertas habilidades que pueden serles de utilidad para otras
asignaturas y, en el futuro, para el ambito profesional.

6.2.2. Justificacion social y/o profesional

Las funciones son una parte de las matemadticas que se utilizan mucho, desde
siempre, en diferentes situaciones de nuestro dia a dia. El problema es que, en la
mayoria de las ocasiones, no nos damos cuenta de que estamos usandolas.

Segun Ballester Sampedro (2009:2), en cualquier ambito de la ciencia (y también en
ambitos que no son de ciencias), podemos establecer leyes que relacionan distintas
magnitudes, por ejemplo, podemos relacionar la masa con la velocidad; esto es, a
partir del valor de una magnitud y a través de una funcién, podemos llegar a conocer el
valor de otra magnitud relacionada con la primera. Ademas, las funciones pueden ser
representadas algebraicamente o en forma de graficas. Esta ultima forma de
representacién nos ayuda a poder visualizar mds facilmente cémo una funcién
relaciona magnitudes y es mas intuitiva y entendible para todo tipo de personas.

Las dreas en las que estan presentes las funciones son muchisimas, puesto que
relacionar dos magnitudes mediante una formula demostrada puede ser muy util para
predecir el comportamiento de una magnitud en funcién de la otra.

Las funciones se utilizan, por supuesto y para empezar, en las matematicas y en la
estadistica, pero también en multitud de ambitos de la fisica, como por ejemplo, la
cinematica, la dindmica, la energia, la termodinamica, etc., y, por tanto, se estudiaran
tanto en los estudios superiores de ingenierias como en fisica, Optica, quimica,
biologia. También podemos encontrar funciones en el area de la economia, donde, por
ejemplo, los costes y la cantidad de producto pueden relacionarse mediante una

funcion.

Y no es solo en estos dambitos donde aparecen las funciones. También podemos
encontrar funciones, por ejemplo, en el drea de la musica y del sonido. Los pitagdricos,
en la antigua Grecia, ya defendian que “toda la naturaleza consiste en armonia que

brota de niumeros”.

En resumen, son muchas las dreas del conocimiento en las que es necesario el uso
de funciones. No solo en estudios superiores, también en la vida diaria donde

predomina, sobre todo, la funcidn lineal.

Para terminar, por ejemplificar un poco cédmo las funciones estdn presentes en
nuestra vida aunque, a veces, no seamos conscientes de ello, ponemos el ejemplo de
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la escala de Richter, de la que todos hemos oimos hablar en la televisién o en otros
medios de comunicacién. Esta escala se utiliza para medir la fuerza de los seismos o
terremotos y se implementa a través de una funcién. De la misma manera que este
ejemplo, hay infinidad de funciones presentes en nuestra sociedad y que tienen una
clara utilidad préactica.

6.2.3. Justificacion interna

Es fundamental que los estudiantes comprendan el concepto de funcidn y de grafica
de una funcién, pues, durante su etapa académica, necesitaran este conocimiento
para abordar nuevos temas relacionados con las funciones.

Son muchisimos los conocimientos que tienen su base en las funciones. En la ESO y
Bachillerato, se introducirdn nociones que no tendrian sentido sin haber estudiado
previamente las funciones. Por ejemplo, las funciones cuadraticas, la funcidn inversa,
la interpolacidn, los tipos de funciones que existen y la representacion de cada uno de
los tipos, los limites de las funciones, las indeterminaciones, la continuidad y los tipos
de discontinuidades, la derivacion, la recta tangente, la primitiva, las integrales, el
calculo de dreas mediante la integral definida, la Regla de Barrow o los problemas de
optimizacidn. Estos son algunos de los conceptos que tienen su base en las funciones.

Por otro lado, al acceder a estudios superiores relacionados con las ciencias
(matematicas, fisica, ingenierias, economia, Optica, etc.) es imprescindible haber
aprendido y entendido perfectamente los contenidos referentes a funciones durante
las etapas de ESO y Bachillerato, pues este conocimiento serd fundamental a la hora de
alcanzar el nivel de conocimientos exigidos en el grado universitario. Esto se debe a
gue muchas de las asignaturas que se veran en la universidad tienen su base en las
funciones y en la modelizacién. Como ya dijimos en un apartado anterior, las funciones
son esenciales en temas como la cinematica, la termodinamica o la economia. La Ley
de la gravitacion universal de Newton o la Ley de Coulomb son ejemplos de conceptos
con una potente base matematica en los que necesitamos utilizar las funciones.
También para la determinacién de las ondas electromagnéticas de Maxwell, y asi, con

un largo etcétera.

En resumen, es vital el estudio de las funciones para asegurarnos el éxito futuro
tanto en ESO y Bachillerato como en estudios universitarios. Las funciones son un pilar
sobre el que se sustenta gran parte del conocimiento matematico superior y en torno
al cual gira gran parte de la investigacion matematica actual.
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6.2.4. Justificacion estética

Son innumerables las graficas de funciones que podemos encontrar en la naturaleza
y en nuestra sociedad y que nos permiten apreciar la belleza de las matemadticas y, en
concreto, de la representacion de funciones.

Podemos encontrar esta representacién en movimientos en la naturaleza. Por
ejemplo, en el movimiento al lanzar una pelota de futbol (o de otro deporte). Dicha
pelota va a describir una trayectoria que es, en realidad, la grafica de una funcién
cuadratica. También cuando un objeto se mueve con un movimiento rectilineo
uniforme o con un movimiento rectilineo acelerado, podemos expresar su movimiento
en términos de una funcién lineal y una funcién cuadratica, respectivamente.

llustracion 21: Parabola descrita al lanzar una pelota. Fuente:
https://www.bbc.com/mundo/noticias/2014/11/141121 tiros libres_matematicas_finde dv_hr

Por otro lado, con respecto a elementos construidos por el hombre, podemos
encontrar muchos objetos en los que su estructura sigue la grafica de una funcién. Un
primer ejemplo de ello seria la antena parabdlica, la cual representa la grafica de una
funcién cuadratica o parabdlica. Por otra parte, podemos localizar estructuras en
muchas partes del mundo, las cuales tienen un disefio que sigue la grafica de alguna
funcién. Este seria el caso del puente Juscelino Kubitschek en Brasilia (el cual se
identifica con una funcién cuadratica o parabdlica) o la Capilla Bosjes en Sudafrica (la
cual se identifica con una funcién trigonométrica).

llustracion 22: Puente Juscelino Kubitschek en Brasilia. Fuente:

llustracién 23: Capilla Bosjes en Sudafrica. Fuente:
https://es.wikipedia.org/wiki/Puente Juscelino_Kubitschek

https://www.plataformaarquitectura.cl/cl/868343
/capilla-bosjes-steyn-studio
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Es de estas formas como, estéticamente, se puede representar en nuestro mundo
las funciones y podemos, asi, apreciar la belleza de las matematicas en el ambito del
analisis matematico.

6.2.5. Justificacion cultural

Las funciones han estado presentes en nuestra cultura desde la aparicion de las
primeras civilizaciones.

Segln Sastre Vazquez et al.(2018:142-149), a pesar de que fue en la Edad Moderna
cuando se sucedieron una serie de eventos que marcaron la evolucion del concepto de
funcién como tal, encontramos, al menos de forma implicita, la idea intuitiva de
funcién tanto en la Edad Antigua como en la Edad Media.

Respecto a la Edad Antigua, por un lado, en la civilizacién babildnica, se pueden
encontrar las cuatro operaciones aritméticas elementales, las cuales, realmente, son
funciones con dos variables, ademas de progresiones como la suma de n términos, v,
por otra parte, durante la época helénica, se desarrolla en profundidad el estudio en el
area de la geometria y, a través de este estudio, también los griegos trabajaron con el
concepto implicito de funcién.

Y, en cuanto a la Edad Media, se empezaron a desarrollar estudios sobre fendmenos
naturales tales como el calor, la velocidad o la luz, lo que supuso una evolucién en el
concepto de funcidén, que se describia con una explicacién verbal de sus caracteristicas
principales, o a través de un grafico.

Podemos apreciar, pues, que ya las primeras civilizaciones intuian el concepto de
funcién aunque no fueran capaces de describirlo explicitamente. A partir de entonces,
las funciones y sus graficas han estado presentes en las matematicas a lo largo de toda
la historia y ello ha contribuido a que hayan alcanzado una gran importancia cultural

actualmente.

6.3. Contextualizacion del centro y del aula

Toda la informacion acerca de la contextualizacion del centro I.E.S. Acebuche ha
sido extraida de la pagina web oficial del centro.

El I.LE.S. Acebuche se encuentra en el municipio de Torredonjimeno. Este municipio
esta situado en la provincia de Jaén, concretamente, al oeste de la capital. La distancia
entre la ciudad de Jaén y Torredonjimeno es de 17 kildmetros. En general, y a pesar de
los avances de los Ultimos afios, la agricultura y, en especial, el cultivo del olivar, sigue
siendo muy importante en esta localidad.
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El centro se encuentra en la calle Antonio Machado, numero 4.

itutoide Educacion

al ay|EStAcebuche

Y

llustracion 24: Fachadé-l.E;g.— cebuche. Fuente:
www.acebuchedigital.blogspot.com

2 LT

L ":“-"'ﬂ

buche (Torredonjimeno).
Fuente: Google Maps. Elaboracién propia

En el centro se imparten los cuatro cursos de Educacién Secundaria Obligatoria
(ESO), dos bachilleratos (uno en la modalidad de Ciencias y otro en la de Humanidades
y Ciencias Sociales) y tres cursos formativos: Formacién Profesional Basica: Servicios
Administrativos, Grado Medio: Gestion Administrativa y Grado Superior: Educacion
Infantil.

A este centro acuden mas de 400 alumnos y alumnas cada afio y el profesorado esta
formado por 41 profesores y una orientadora. En cuanto a este equipo docente, el 67%
son mujeres, mientras que el 33% son hombres. Por otro lado, también trabajan en el
centro dos conserjes, una auxiliar administrativa y dos limpiadoras.

En cuanto a las caracteristicas socioecondmicas de las familias de los alumnos y las
alumnas del centro, predominan las familias obreras, con profesiones poco cualificadas
aprendidas en un taller pero sin haber cursado una formacion profesional reglada. Esto
se ve reflejado en el nivel de estudios de los padres, pues, en su mayoria, tienen
Unicamente estudios primarios. Ademas, las madres presentan, incluso, un nivel
educativo mas bajo que los padres.

En general, podriamos decir que las familias tienen un nivel econédmico medio-bajo.
También, en casi todos los casos, el ambiente familiar es estable y positivo, con una
media de dos hijos por familia. Asimismo, la relacién de las familias con el centro es
buena, destacando las relaciones de padres y madres con los tutores.

Sin embargo, como dato desfavorable, se mencionan las pocas horas dedicadas al
estudio por parte de los estudiantes del centro: entre una y dos horas al dia.
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El curso concreto al que va dirigida esta unidad didactica es el curso de tercero de la
ESO orientado a las ensefianzas académicas. En dicha clase, durante el curso
2019/2020, hay un total de 24 estudiantes: 13 alumnas y 11 alumnos, concretamente.

Dentro de la heterogeneidad de la clase, en general, tanto los aspectos fisicos como
psicoldgicos del alumnado responden a un modelo estdndar propio de su edad. Entre
los alumnos no hay nadie con necesidades especiales o, al menos, que hayan sido
diagnosticadas.

En principio, todos los miembros de la clase estan suficientemente capacitados para
seguir el ritmo de la clase, aunque hay algunos mds predispuestos a aprender y a
comprometerse con la asignatura que otros.

6.4. Objetivos

6.4.1. Objetivos generales de etapa

Los objetivos generales de etapa son aquellos objetivos que los estudiantes deben
haber trabajado a lo largo de todo el periodo de la Educacién Secundaria Obligatoria y
gue deben haber alcanzado al finalizar la misma. Estos objetivos se pueden encontrar
en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, concretamente en el articulo 11.
Dicho articulo, nos dice que la Educacidon Secundaria Obligatoria contribuird a
desarrollar en los alumnos y las alumnas las capacidades que les permitan:

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el
respeto a los demas, practicar la tolerancia, la cooperacién y la solidaridad entre las
personas y grupos, ejercitarse en el didlogo afianzando los derechos humanos y la
igualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y hombres, como valores
comunes de una sociedad plural y prepararse para el ejercicio de la ciudadania
democratica.

b) Desarrollar y consolidar hdabitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en
equipo como condicién necesaria para una realizacidon eficaz de las tareas del
aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y oportunidades
entre ellos. Rechazar la discriminacidon de las personas por razén de sexo o por
cualquier otra condicién o circunstancia personal o social. Rechazar los estereotipos
gue supongan discriminacion entre hombres y mujeres, asi como cualquier
manifestacion de violencia contra la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los dmbitos de la personalidad y en
sus relaciones con los demas, asi como rechazar la violencia, los prejuicios de
cualquier tipo, los comportamientos sexistas y resolver pacificamente los conflictos.
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e) Desarrollar destrezas basicas en la utilizacion de las fuentes de informacion para,
con sentido critico, adquirir nuevos conocimientos. Adquirir una preparacion basica
en el campo de las tecnologias, especialmente las de la informacién y la
comunicacion.

f) Concebir el conocimiento cientifico como un saber integrado, que se estructura en
distintas disciplinas, asi como conocer y aplicar los métodos para identificar los
problemas en los diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espiritu emprendedor y la confianza en si mismo, la participacion, el
sentido critico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender,
planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

h) Comprender y expresar con correccidon, oralmente y por escrito, en la lengua
castellana vy, si la hubiere, en la lengua cooficial de la Comunidad Auténoma, textos
y mensajes complejos, e iniciarse en el conocimiento, la lectura y el estudio de la
literatura.

i) Comprender y expresarse en una o0 mas lenguas extranjeras de manera apropiada.

j) Conocer, valorar y respetar los aspectos basicos de la cultura y la historia propias y
de los demas, asi como el patrimonio artistico y cultural.

k) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de los otros, respetar
las diferencias, afianzar los habitos de cuidado y salud corporales e incorporar la
educacion fisica y la practica del deporte para favorecer el desarrollo personal y
social. Conocer y valorar la dimensién humana de la sexualidad en toda su
diversidad. Valorar criticamente los habitos sociales relacionados con la salud, el
consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyendo a su
conservacioén y mejora.

[) Apreciar la creacion artistica y comprender el lenguaje de las distintas
manifestaciones artisticas, utilizando diversos medios de expresién 'y

representacion.

6.4.2. Objetivos del area de matematicas

En la Orden del 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo
correspondiente a la Educacion Secundaria Obligatoria en la Comunidad Autéonoma de
Andalucia, encontramos que los objetivos de las Matematicas Orientadas a las
Ensefianzas Académicas, asignatura que se imparte tanto en 32 como en 42 de ESO,
son:

1. Mejorar sus habilidades de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al lenguaje y
modos de argumentacion la racionalidad y las formas de expresion y razonamiento
matematico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y tecnoldgicos como en
los distintos ambitos de la actividad humana.
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2. Reconocer y plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los
resultados utilizando los recursos mas apropiados.

3. Cuantificar aquellos aspectos de la realidad que permitan interpretarla mejor:
utilizar técnicas de recogida de la informacién y procedimientos de medida, realizar
el andlisis de los datos mediante el uso de distintas clases de numeros y la seleccién
de los calculos apropiados a cada situacion.

4. Identificar los elementos matemadticos (datos estadisticos, geométricos, graficos,
calculos, etc.) presentes en los medios de comunicacién, Internet, publicidad u otras
fuentes de informacidn, analizar criticamente las funciones que desempefan estos
elementos matematicos y valorar su aportacion para una mejor comprension de los
mensajes.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro entorno,
analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a la
belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacién.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas (calculadora,
ordenador, dispositivo moévil, pizarra digital interactiva, etc.) tanto para realizar
calculos como para buscar, tratar y representar informaciones de indole diversa y
también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con métodos
cientificos y propios de la actividad matematica, tales como la exploracidon
sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar
el punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el andlisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e
instrumentos y valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcién del
analisis de los resultados y de su caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar confianza
en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo un nivel de
autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos,
manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matemadticos en el conjunto de saberes que se van
adquiriendo desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma
creativa, analitica y critica.

11. Valorar las matematicas como parte integrante de la cultura andaluza, tanto desde
un punto de vista histdrico como desde la perspectiva de su papel en la sociedad
actual, apreciar el conocimiento matematico acumulado por la humanidad y su
aportacién al desarrollo social, econdmico y cultural.
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6.4.3. Relacion entre los objetivos generales de etapa y los objetivos

generales del area de matematicas

Objetivos generales de etapa (ESO)
Real Decreto 1105/2014)

Objetivos del area de Matematicas
orientadas a [as_Ensenanzas alblc|ldlelflalnlililk]|i
académicas
(Orden de 14 de julio de 2016)

1 X| X | X
2 X | X
3 X
4 X | X
5 X X
6 X | X
7 X | X
8 X | XX
9 X X
10 X | X
11 X X | X X X X

Tabla 7: Correspondencia entre los objetivos generales de etapa y de area. Elaboracion propia.

6.4.4 Objetivos concretos de la unidad

La unidad sobre “Funciones y graficas” presenta unos objetivos propios, que, en

teoria, el alumnado debe alcanzar durante la implementacion del tema y los cuales

deben ser superados en el examen final de la unidad. Estos objetivos son:

1.

Conocer y comprender los conceptos de funcidn, grafica de una funcién y dominio
y recorrido de una funcién y saber distinguir entre la variable dependiente y la
independiente de una funcioén.

. Saber interpretar una gréfica y utilizar, de forma adecuada, los ejes cartesianos y las

escalas.

. Saber transcribir adecuadamente un enunciado al lenguaje algebraico para obtener

una funcién vy, a partir de ella, saber representar la grafica de esa funcion.

4. Emparejar cada grafica con la funcion que la define.

. Conocer y entender los conceptos de crecimiento y decrecimiento de una funcion y

saber localizar estas propiedades en una grafica.

. Saber distinguir, observando su grafica, los extremos de una funcién y saber cuales

son absolutos y cuales son relativos.

. Conocer los conceptos de funcion periddica y de funcidn simétrica y saber decir,

segln su grafica, si una funcién es periddica o simétrica.

. Conocer el concepto de continuidad y, a partir de una grafica, saber distinguir

cuando una funcién es continua o cuando presenta discontinuidades.
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9. Saber relacionar enunciados de problemas cotidianos con la funcion y la grafica que
describen dicho problema y, a partir de ellas, saber dar soluciones a esos problemas
de la vida real.

10. Fomentar el uso de herramientas TIC, concretamente, para investigar el
comportamiento de las graficas y mejorar, asi, el proceso de aprendizaje del
alumnado.

11. Mostrar una actitud critica hacia las resoluciones de los problemas, examinando los
distintos caminos que pueden existir para llegar a la solucidn.

12. Reflexionar sobre si la solucién de un problema es coherente con el enunciado del
mismo.

6.5. Competencias Clave

Segun el articulo 2 del Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, los alumnos
deben desarrollar siete competencias clave con el fin de conseguir la resolucién
adecuada y eficaz de actividades y problemas complejos. Dichas competencias seran
adquiridas con el disefio de actividades de aprendizaje integrado, de forma que el
alumnado pueda desarrollar, al mismo tiempo, mas de una competencia.

Estas competencias son:

a) Comunicacion lingtistica (CCL).

b) Competencia matematica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia (CMCT).
c) Competencia digital (CD).

d) Aprender a aprender (CAA).

e) Competencias sociales y civicas (CSC).

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP).

g) Conciencia y expresiones culturales (CEC).

Entre ellas, las dos que se deben potenciar con mds ahinco son las competencias
Comunicacién linglistica y Competencia matemadticas y competencias bdasicas en
ciencia y tecnologia. En concreto, en la Unidad Didactica objeto de estudio, se
intentaran implementar actividades que permitan al alumnado el desarrollo en
distintas competencias.

a) Comunicacioén Linglistica (CCL)
Esta competencia estara presente a lo largo de toda la unidad y serd fundamental
para la comprension de los contenidos y la ejecucidn de ejercicios. Se desarrollara esta

competencia de las siguientes formas:
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- Durante las explicaciones de los contenidos de la unidad por parte de la profesora.

- Durante la lectura de textos, por ejemplo, de enunciados de ejercicios, para
entender con precision su significado y poder extraer de ellos informacién
adecuadamente.

- Durante la correccién de los ejercicios, ya sea por parte de la profesora o por parte
de algin miembro del alumnado.

- Al expresarse oralmente para preguntar dudas, explicar el desarrollo de alguna
actividad o dar la resolucién de un ejercicio.

- Durante los trabajos o actividades en grupo, donde los alumnos interacttan, dan su
opinidn y la argumentan.

- Al utilizar elementos de comunicacién no verbal en alguna de las situaciones
anteriores.

b) Competencia matematica y competencias bdsicas en ciencia y tecnologia (CMCT)

Esta competencias es fundamental en cualquier ambito del conocimiento pero, mas
aun, cuando hablamos de la asignatura de matemadticas. En cuanto a esta Unidad
Diddctica, esta competencia se adquiere en diversos y numerosos momentos del
aprendizaje:

- Al enfrentarse a una grafica, donde el alumno debe comprender la informacién que
contiene y saber interpretarla. Ademas, asociando funciones a sus graficas
correspondientes.

- Cuando utiliza los conceptos de ciencias y de tecnologia aprendidos a lo largo del
tema para llegar a la solucion de un problema, comprendiendo, ademads, su relacion
con nuestra vida cotidiana.

- Cuando expresa esos conceptos matematicos con claridad y de manera adecuada y,
a su vez, comprende las ideas que explican el resto de sus compafieros y
compafieras.

- Cuando es capaz de reconocer la presencia de gréaficas de funciones a su alrededor
en el dia a dia.

c) Competencia digital (CD)
Esta competencia se intentard integrar a lo largo de la Unidad mediante
aplicaciones y programas:

- Mediante un constructor de gréficas online para entender mas intuitivamente el
concepto de funcién.

- Mediante la representacion de graficas de funciones a través del programa
GeoGebra.
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- Mediante el uso adecuado de la calculadora para implementar los célculos mas
complejos.

- Mediante el uso de Internet para buscar informacién necesaria para algunas de las
actividades que se realizaran en el tema.

d) Aprender a aprender (CAA)
El alumnado debe ser consciente de aquellos aspectos de las matemadticas que
conoce y que desconoce:

- Cuando se utiliza la creatividad para construir funciones que han sido inventadas.

- Cuando se desarrolla el pensamiento critico al interpretar la coherencia de una
solucidn o la posibilidad de llegar a ella por distintos caminos.

- Cuando estructura la informacién de forma adecuada, facilitando asi |Ia
comprension de los conceptos estudiados.

e) Competencias sociales y civicas (CSC)

Debido a que el ser humano es un ser social, es fundamental en el desarrollo
personal de cualquier alumno mejorar, dia a dia, su capacidad para relacionarse con
los demas. Esta competencia es imprescindible para el éxito en el futuro profesional y
personal, y se incentiva cuando:

- Se relaciona tanto con sus compafieros como con la profesora con naturalidad y
calma, sin que esto suponga una situacién de estrés.

- Al comunicarse con sus companeros en el desarrollo de actividades en grupo y
participar activamente en la resolucion de las mismas.

- Se fomenta el didlogo y el respeto y se propicia un buen ambiente en el aula.

- Expresa su opinidn sin miedo, argumentandola pero sin menospreciar las opiniones
de los demas.

f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SIEP)
Con esta competencia se pretende desarrollar en el alumnado una capacidad de
decision que le ayude a tomar decisiones en su vida futura, tanto laboral como

personal, a través de diversas situaciones:

- Al buscar y encontrar, en el entorno mas cercano del alumnado, situaciones que se
pueden modelizar mediante el uso de funciones y graficas.

- Encuentra motivacidn en la libertad dada a la hora de resolver problemas menos
guiados por parte de la profesora.

- Seinteresa y toma la iniciativa cuando se tiene que resolver un problema de indole
menos tradicional.
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g) Conciencia y expresiones culturales (CEC)

Para poder conocer nuestro presente, debemos entender nuestro pasado y ser
conscientes de la importancia que este tiene en nuestro dia a dia, como nuestro
pasado nos ha llevado a la situacion actual, en cualquier ambito del conocimiento. Esta
competencia se fomenta cuando:

- Se concede mucha importancia al sentido estético a la hora de representar
funciones y se encuentran dichas representaciones en entornos reales.

- Al ser consciente de la importancia de las funciones en las matematicas y en la vida
real y de como han evolucionado a lo largo del tiempo gracias a matematicos de

gran renombre.

6.6. Contenidos

BLOQUE 1: PROCESOS, METODOS Y ACTITUDES EN MATEMATICAS

1.2. Estrategias y procedimientos puestos
en practica: uso del lenguaje apropiado
(grafico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacién del problema, resolver
subproblemas, recuento exhaustivo,
empezar por casos particulares sencillos,
buscar regularidades y leyes, etc.

-Transcribir un enunciado verbal al lenguaje
algebraico; es decir, a partir de un enunciado
obtener la funcidn que modeliza dicho
problema.

- Enunciar las propiedades que presenta una
funcidon mediante la observacion de su grafica.

-Reflexionar sobre procesos de resolucion de
un problema.

1.3. Reflexidn sobre los resultados:
revision de las operaciones utilizadas,
asignacion de unidades a los resultados,
comprobacién e interpretacion de las
soluciones en el contexto de la situacion,
busqueda de otras formas de resolucién,
etc.

-Asegurarse de que haya coherencia entre el
enunciado de un problema y la solucién a la
gue hemos llegado.

-Analizar diferentes formas de llegar a la
solucién de un problema.

1.4. Planteamiento de investigaciones
matematicas escolares en contextos
numeéricos, geométricos, funcionales,
estadisticos y probabilisticos.

- Investigar y recabar informacién sobre una
actividad de indole histdrica.

- Investigar sobre informacidn necesaria para
realizar ciertas actividades.

- Investigar acerca del comportamiento de
distintos tipos de graficas y sus propiedades
mas importantes.
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1.5. Practica de los procesos de
matematizacién y modelizacién, en
contextos de la realidad y en contextos
matematicos.

-Relacionar problemas de la vida cotidiana con
funciones que modelizan dichos problemas.

1.7. Utilizacion de medios tecnoldgicos
en el proceso de aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la organizacion
de datos.

b) la elaboracién y creacién de
representaciones graficas de datos
numeéricos, funcionales o estadisticos.

c) facilitar la comprension de
propiedades geométricas o funcionales y
la realizacion de calculos de tipo
numeérico, algebraico o estadistico.

d) el disefio de simulaciones y la
elaboracién de predicciones sobre
situaciones matematicas diversas.

- Investigacion histérica: busqueda de
informacién en la Web.

- Constructor online de funciones.

- Programa GeoGebra para representar graficas
a partir de funciones y enunciar las
propiedades de una funcién a partir de su
grafica.

- Busqueda de informacién necesaria para
realizar actividad no guiada.

Tabla 8: Contenidos bloque 1. Fuente: Real Decreto 1105/2014. Elaboracién propia.

BLOQUE 4: FUNCIONES

4.1. Analisis y descripcidn cualitativa de
graficas que representan fendmenos del
entorno cotidiano y de otras materias.

-Concepto de funcién

-Concepto de grafica e interpretacion de la
misma

-Concepto de escala, dominio y recorrido

4.2. Analisis de una situacién a partir del
estudio de las caracteristicas locales y
globales de la grafica correspondiente.

-Crecimiento y decrecimiento

-Extremos absolutos y relativos

-Periodicidad y simetria

-Continuidad y discontinuidades

- Interpretacion de estas propiedades a partir
de una grafica.

4.3. Analisis y comparacién de
situaciones de dependencia funcional
dadas mediante tablas y enunciados.

-Variables dependientes e independientes
-Funcidn en sus cuatro posibles expresiones:
enunciado, ecuacioén, tabla y gréfica, y saber
pasar de una expresion a otra.

Tabla 9: Contenidos bloque 4. Fuente: Real Decreto 1105/2014. Elaboracién propia.
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6.7. Metodologia

En la presente unidad didactica no se utilizard una Unica metodologia, sino que se
combinardn varias con el fin de hacer el aprendizaje lo mas ameno posible para los
estudiantes, ademas de favorecer la asimilacion adecuada de los conceptos y la
relacién de dichos conceptos con el entorno del alumnado.

En primer lugar, una de las metodologias que se usardn es la metodologia
tradicional: una metodologia transmisiva. Esta metodologia consiste en que la
profesora realiza una explicacién de los contenidos del tema y expone todos los
conceptos y propiedades que los alumnos deben aprender en el desarrollo de la
unidad. Esta metodologia que, generalmente, resulta mas pesada y tediosa para el
alumnado es, realmente, fundamental, pues no podremos implementar otro tipo de
metodologias sin que los estudiantes conozcan y entiendan los conceptos tedricos.

Complementando esta metodologia, tenemos las actividades Illamadas de
desarrollo, las cuales se realizan con el objetivo de afianzar los conocimientos
explicados por la profesora, de forma que los alumnos aprendan a desenvolverse
adecuadamente con el temario visto en clase.

Durante el desarrollo de las sesiones con esta metodologia, el papel del alumnado
es mas bien pasivo. Los estudiantes se dedicarian a tomar notas y apuntes de lo que
explica la profesora o a subrayar en el libro de texto. Sin embargo, es deber de la
profesora que el entusiasmo de sus alumnos no decaiga a pesar de este tipo de
metodologia. Para ello, es fundamental poner énfasis y pasién en las explicaciones,
ademas de intentar generar debates y dejar preguntas en el aire para que alumnos
mantengan un alto grado de atencidn hacia la clase.

A pesar de lo anteriormente dicho sobre la metodologia transmisiva, se procurara,
en general, implementar una metodologia activa en todas las sesiones de la unidad. La
metodologia activa fomenta el pensamiento critico en los alumnos, les invita a la
reflexion desde una perspectiva critica y favorece el intercambio libre de opiniones.
Ademads, fomenta la autonomia y la iniciativa y, también, motiva a la participacion en
clase. De esta forma, los estudiantes tendran un papel protagonista y fundamental en
el desarrollo de nuestras clases, siendo una parte activa de las mismas y logrando una
comunicacion bidireccional, por un lado, entre docente y alumnado y, por otro lado,
entre los propios estudiantes entre si.

De esta unidad didactica, cabe destacar, sobre todo, la importancia de trabajar en
grupo, de manera colaborativa. Es por ello que casi todas las actividades, ya sean
actividades de desarrollo ligadas a la metodologia transmisiva u otro tipo de
actividades que aplican otras metodologias, se realizan en pequefios grupos de
trabajo. Y es que, como seres sociales, es fundamental para los alumnos aprender a
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trabajar en grupo y a respetar la diversidad de opiniones dentro de un grupo de
trabajo.

Dentro de las actividades en grupo se utilizan diferentes metodologias que
nombraremos a continuacidén. Pero antes, sefialaremos que, justo al empezar esta
unidad, se mandard a los alumnos que investiguen acerca de algin matemadtico, de
manera que puedan tener cierta perspectiva histérica de las funciones y se favorezca,
asi, la visualizacidn del papel cultural, histérico y social de las matematicas.

A lo largo de nuestra unidad, utilizaremos las herramientas TIC para, por un lado,
buscar informacion (como en el caso de la investigacidn histdrica, por ejemplo) y, por
otro lado, utilizar aplicaciones y recursos web que nos ayuden en la comprension y
asimilacién de los conceptos tedricos del tema.

La busqueda de informacion a través de Internet debe hacerse desde una
perspectiva critica y responsable, adquiriendo la capacidad de filtrar toda la
informacién a la que estamos sobreexpuestos actualmente para quedarnos,
Unicamente, con aquella que nos convenga. Esta es una cualidad que debe
desarrollarse en los alumnos que, debido a la gran influencia de la informacién en
nuestro dia a dia, deben ser capaces de reflexionar de manera critica acerca de la
informacién que nos llega. Por otra parte, el uso de aplicaciones y recursos web nos
puede facilitar el aprendizaje de los conceptos, ademas de hacerlos mas entretenidos a
ojos de los alumnos, lo que propiciaria que el nivel de motivacién y entusiasmo hacia la
asignatura creciera. En general y en cuanto al tema de la informatica y la tecnologia, es
imprescindible que tanto docentes como familiares inculquen en los menores la
responsabilidad digital, por la cual se favorecera una coexistencia digital ética vy rica,
donde Internet se convertiria en un espacio sano y seguro.

Puesto que el trabajo en grupo tiene tanta importancia, también lo tiene el
aprendizaje dialdgico. Este aprendizaje busca el didlogo igualitario entre estudiantes,
donde las personas interactian a través del didlogo de forma tolerante y, sobre todo,
en igualdad. De hecho, a lo largo de toda la unidad se proponen debates y tiempos
para la charla, donde se quiere que los alumnos den su opinidn con argumentos
coherentes y validos y respetando la opinién del resto. Para los estudiantes es
fundamental, ademas, la capacidad de debatir y de llegar a un acuerdo con el propio
grupo de trabajo, pues la negociacion y la conciliacién pueden ser claves en la vida
futura, tanto personal como profesionalmente.

Y, por ultimo, vamos a hablar sobre las actividades de tipo IBL (aprendizaje por
investigacion). Segun Abril et al. (2014:24), la Unién Europea considera que el
aprendizaje por investigacion (IBL) es la mejor metodologia a la hora de ensefar en el
area de las ciencias y de las matematicas. Esto se debe a que el IBL es una metodologia
gue expone a los alumnos a situaciones de investigacion abiertas y ricas, donde
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necesitaran recurrir a sus conocimientos previos, a una gran diversidad de procesos y
donde se les concedera una autonomia y libertad de pensamiento mayores que en
cualquier otra metodologia.

Debido a los beneficios nombrados anteriormente, en esta unidad didactica se
plantean varias actividades de tipo IBL, ademads, para trabajarlas en grupo, de forma
que, ademads de las ventajas propias del IBL, se busca la cooperacién y colaboracién
entre estudiantes para poder llegar a una posible solucion valida entre todos los
miembros del grupo, los cuales han de participar de forma activa en la actividad. Con
las actividades IBL se pretende, también, hacer mas entretenido el aprendizaje y
motivar al alumnado en el estudio de las ciencias y las matematicas para que sea
consciente de que esta rama de las ciencias no es algo ajeno a nuestro dia a dia, sino
que estd presente en nuestra vida diaria y es fundamental que cualquier persona tenga
una base matematica sélida para poder enfrentarse a ciertos problemas cotidianos.

6.8. Actividades y recursos

A continuacion, vamos a enunciar las actividades y recursos que se van a utilizar a lo
largo de la presente unidad didactica. El objetivo de estas actividades y recursos es que
los alumnos afiancen los conocimientos desarrollados en el tema y logren adquirir de
forma adecuada las competencias y los contenidos que se especifican en el reglamento
autondmico.

6.8.1. Actividades

Todas las tareas propuestas para el desarrollo de la presente unidad didactica
vienen recogidas en el Anexo | y cada actividad tiene asociada los criterios de
evaluacidén que se desea trabajar para poder facilitar la evaluaciéon del alumnado.
Ademas, dichas tareas se pueden dividir en cuatro grupos claramente diferenciados:

A. Actividades y problemas de desarrollo

Estas actividades son las tipicas actividades que encontramos en los libros de texto
al final de cada apartado en el que se explica un determinado contenido. Estas
actividades sirven, principalmente, para afianzar los conceptos explicados
previamente.

En cuanto a los problemas, nos referimos a actividades que solo se pueden realizar
al finalizar el desarrollo del tema, pues en ellas se combinan casi todos los contenidos
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explicados a lo largo de la unidad. La realizacion de problemas permite a los alumnos
abordar casi todos los conocimientos que han aprendido durante el tema.

B. Actividades para fomentar el uso de las TIC

A lo largo del tema, podemos encontrar varias actividades en las que se necesita
recurrir a Internet para realizar una busqueda de informacién sin la cual no se podrian
completar determinados ejercicios. Ademas, algunos de ellos se consideran ejercicios
disefados especificamente para fomentar el uso de las TIC entre el alumnado.

C. Actividad para incluir el debate cientifico

Una de las actividades que vamos a llevar a cabo a lo largo de la unidad es un
debate cientifico sobre la interpretacion de las graficas.

Esta actividad puede ser muy ventajosa para los alumnos, puesto que el debate es
una herramienta que favorece multiples aspectos en el alumnado. Por un lado, la
comunicacion y la argumentacion, fundamentales a la hora de defender una postura
en cualquier debate, ademas del pensamiento critico por el cual cada alumno se forma
una opinién propia y se posiciona en un debate. Por otro lado, el respeto y la
tolerancia hacia las opiniones del resto de la clase y la concienciacién de que, en
muchos aspectos de la vida, no existe una verdad absoluta ni una respuesta Unica, sino
que la verdad y la respuesta subjetiva de cada persona pueden ser igualmente validas.
Y, por supuesto, al tratarse de un debate de tipo cientifico, también se quiere motivar
a los alumnos hacia la rama cientifica, ademas de ayudar al alumnado a adquirir ciertos

conocimientos recogidos en el tema que nos ocupa.

D. Actividades de tipo IBL

Las actividades de tipo IBL (Inquiry-Based Learning) pretenden, como su propio
nombre indica, fomentar la ensefianza a través de la investigacién. Son muchos los
beneficios que aporta este tipo de aprendizaje frente a la realizacién de actividades de
tipo tradicional y, es por eso que en esta unidad didactica se le da muchisima
importancia a este tipo de actividades y se pretende poder trabajar sobre varias de
estas actividades con el alumnado.

Entre todas las actividades que hemos propuesto, encontramos algunas que
responden a lo que Ruiz Higueras plantea como problemas de modelizacién, en los que
se trata de ver la utilidad de las funciones mas alla de las matematicas. Segin hemos
visto en el andlisis de las investigaciones didacticas, Ruiz Higueras propone este tipo
de actividades para que los alumnos sean conscientes de la importancia de las
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funciones en nuestra vida cotidiana y de que las graficas de funciones son, realmente,
una herramienta con la que trabajar y no un fin en si mismas, tal y como los alumnos
las conciben.

En el Anexo | veremos con mas detalle cdmo ciertas actividades propuestas pueden
ayudar a reducir los errores o las interpretaciones inadecuadas que, segun nuestro
analisis anterior, los alumnos comenten frecuentemente.

6.8.2. Recursos

Para poder desarrollar la unidad didactica y llevar a cabo las actividades previstas,
se necesitaran una serie de recursos de diversa indole. Dichos recursos son los

siguientes:

Especifico s Libro de texto: Matemdticas Ensefianzas
Académicas 3 ESO. Santillana. ISBN: 978-84-830-
5396-6

¢ Pizarra
¢ Pizarritas pequefias para uso del alumnado.
Impreso ¢ Cuaderno de los estudiantes.
*» Actividades externas al libro de texto. Se
proporcionaran fotocopias al alumnado sobre
dichas actividades (Actividades tipo IBL (D),
numeros 2 y 4, Anexo |).

Audiovisual *»* Proyector. El proyector nos servird para poder
visualizar aquellas actividades externas al libro de
texto en las que no es necesario repartir fotocopias,
por ejemplo, en la actividad para fomentar el
debate en clase (C, Anexo I).

Informatico ¢+ Ordenadores con conexion a Internet.

+» Software GeoGebra, procesador de textos (como
Word u OpenOffice), navegador web.
Tecnolégico ¢+ Calculadora cientifica.
Ambiental s Aula
¢+ Aula con ordenadores
Humano/Personal % Profesora de matematicas, encargada de guiar al

alumnado a través de las diferentes sesiones de la
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unidad didactica.

* Alumnasy alumnos

* Otros docentes, tanto del departamento de
matematicas como de otros departamentos.

+* Equipo directivo

*» Departamento de Orientacion

+* Familias de los alumnos

%+ Personal del entorno

Recursos web +* Constructor de funciones online:

https://phet.colorado.edu/sims/html/function-
builder/latest/function-builder en.html
% Programa GeoGebra online:

https://www.geogebra.org/

Tabla 10. Recursos de la Unidad Didactica. Elaboraciéon propia.

6.9. Atencion a la diversidad

Nuestro objetivo como docentes es que, independientemente de las necesidades
educativas de cada alumno o alumna, todo el alumnado alcance los objetivos minimos
establecidos para la presente unidad. Para poder conseguir que esto suceda, sera
necesario ofrecer a los estudiantes programas de atencién a la diversidad, donde se
recogeran actividades de refuerzo o de ampliacidon que se adapten a sus necesidades
educativas.

En primer lugar, la profesora necesitara conocer el nivel inicial de cada alumno. Para
ello, utilizard la primera sesién de la unidad, en la cual observara especialmente como
se desenvuelve cada miembro de la clase para poder hacerse una idea del nivel de
cada uno de ellos. Ademas, gracias a la evaluacién continua, esta primera percepcién
del nivel de los alumnos puede ir cambiando constantemente, segin veamos los
avances o dificultades que presentan a lo largo del desarrollo de la unidad. Esto nos
permitira ir ajustando las actividades sobre la marcha, de forma que nos adaptemos a
cada estudiante segln vayamos comprobando sus progresos de manera diaria en el
desarrollo de cada una de las sesiones.

Los programas de atencién a la diversidad no solo se centran en ejercicios de
refuerzo o de ampliaciéon. Por ejemplo, también es fundamental establecer un
programa para aquellos alumnos que tengan materias pendientes de cursos anteriores
y necesiten aprobarlas y, por supuesto, para alumnos que hayan repetido el curso. En
ambas circunstancias se podrian necesitar actividades especificas que consigan

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes 71


https://phet.colorado.edu/sims/html/function-builder/latest/function-builder_en.html
https://phet.colorado.edu/sims/html/function-builder/latest/function-builder_en.html
https://www.geogebra.org/

MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

reforzar el conocimiento del alumnado. Estas actividades seran suministradas por la
profesora o por el departamento de matematicas de manera individualizada.

En cuanto a las actividades de refuerzo o de ampliacidn, que pretenden adaptarse
especificamente al nivel concreto de cada alumno o alumna, la profesora realizard una
seleccion de las actividades propuestas en el apartado Actividades A. “Actividades y
problemas de desarrollo” (Anexo |) y se realizard una adaptacién de las mismas para
adecuarse al nivel educativo de aquellos alumnos que lo necesiten.

Por lo otro lado, y debido a la gran importancia que tienen en la presente unidad
didactica el trabajo en grupo (ya sea por parejas o por grupos de mas de dos personas),
es imprescindible que los grupos de trabajo en las actividades grupales de la unidad
estén formados siguiendo el criterio de la profesora y no de manera casual. Este
criterio fomentara la creacidn de grupos de trabajo heterogéneos en todos los sentidos
posibles y, especialmente, en base a la diversidad del alumnado presente en el aula.
Seria buena idea, ademads, comentar la creacién de estos grupos con otros profesores
gue tengan contacto con el grupo de alumnos, para que nos puedan guiar y aconsejar
a la hora de establecer unos grupos de trabajo 6ptimos.

Para finalizar, vamos a poner un ejemplo de cémo una actividad se puede adaptar
para poder adecuarse a las necesidades educativas de ciertos grupos de alumnos de
manera sencilla.

La actividad en cuestion es la Actividad D.3. “Construccion de una calculadora de
indice de masa corporal (IMC)” (Anexo I), recogida en las actividades de tipo IBL
propuestas en esta unidad didactica. En principio, se plantea esta actividad como un
problema estructurado; sin embargo, existe la posibilidad de desarrollarla como un
problema no estructurado. En concreto, el enunciado de la versién no estructurada
seria, simplemente:

Construye, manualmente, una calculadora que, en funcion del peso y la altura de
una persona, calcule el indice de masa corporal (IMC). Para la construccion de dicha
calculadora, seria util ayudarse de tablas de datos y grdficas que relaciones el peso y la
altura con el IMC.

Esta variacidn seria una buena idea para dar ain mas autonomia a aquellos grupos
cuyo nivel educativo les permita realizar de forma adecuada la actividad sin tener que
seguir una estructura establecida por el enunciado. Por supuesto, la profesora
decidiria qué grupos realizarian la actividad en su versidn estructurada y cuales harian
la version no estructurada de la actividad, de acuerdo a unos criterios que se basan en
las necesidades educativas de cada uno de los alumnos que componen los grupos.
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6.10. Temporalizacion

En principio, para el desarrollo de la presente unidad didactica se necesitaran un
total de once horas lectivas, de las cuales se empleara la ultima de ellas para realizar
una evaluacién al alumnado sobre el tema tratado a lo largo de las diez sesiones
previas. Cada una de esas sesiones tendrd una duracién de una hora, y, por tanto, para
el desarrollo de la unidad se necesitaran once horas de clase.

A continuacién, vamos a desarrollar una por una cada una de las sesiones,
indicando qué contenidos se veran en cada una de ellas y las actividades que se
llevaran a cabo. Ademas, sefialaremos las competencias clave que se pretenden
desarrollar en cada una de las sesiones y los objetivos de la unidad que se estan
fomentando en el transcurso de las mismas.

Todas las tablas que hay a continuacién contienen la explicacion del desarrollo de
cada una de las sesiones y todas responden a una elaboracidn propia.

Contenidos: 1.4., 1.7, 4.1.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.5,, CE.1.12., CE.4.2.

Objetivos: 1, 10

Competencias Clave: CCL, CMCT, CD, CAA, CSC, SIEP, CEC

Desarrollo:

o Investigacion con el objetivo de conocer mas acerca de la historia de las
matemadticas (Ver Anexo | Actividad B.1.). En grupos de cuatro personas, los
alumnos tienen que buscar, a través de Internet, el nombre de algin matematico
que, a lo largo de la historia, haya hecho alguna aportacion al tema de las
funciones. A continuacién, se buscara informacion sobre dicho matematico y se
redactara en algun procesador de textos una breve biografia sobre su vida y sus
principales aportaciones a las matematicas. Esta redaccion se enviara al correo
electrdénico de la profesora. (20 minutos)

o Simulador de funciones. Antes de presentar al alumnado el concepto de funcion,
trabajaremos con un constructor de funciones online. El enlace a dicho recurso es
el siguiente:

https://phet.colorado.edu/sims/html/function-builder/latest/function-builder en.html
Utilizaremos Unicamente las modalidades “Patterns” y “Numbers”. Por parejas, los

alumnos iran probando y jugando con el constructor de funciones con el objetivo
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de trabajar y comprender de manera intuitiva qué es una funcién, aun sin haber
dado una definicion rigurosa. (10 minutos)

o Explicacion del concepto de funcidn por parte de la profesora. La profesora explica
los conceptos de funcidn, variable dependiente y variable independiente. Ademas,
soluciona las dudas que le puedan surgir a los alumnos durante la explicacion. (20
minutos)

o Cuestiones acerca del concepto de funcién y las variables dependientes e
independientes (ver Anexo | Actividades A. “Sobre el concepto de funcion y
variables dependientes e independientes”). En voz alta y entre toda la clase, se iran
resolviendo algunas cuestiones referentes a lo explicado y se van corrigiendo al
mismo tiempo. Las cuestiones tratan sobre si existe una funcidén o no entre dos
variables y, en caso afirmativo, cudl de esas dos variables es dependiente y cual es
independiente. (10 minutos)

Contenidos: 1.2,,1.3,1.7.,4.1,,4.3.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.5., CE.1.6., CE.4.2.

Objetivos: 1, 3, 10, 11, 12

Competencias Clave: CLL, CMCT, CD, CAA, CSC, SIEP

Desarrollo:

o Explicaciéon de contenidos. La profesora explicard cdmo una funcién puede venir
definida por un enunciado y por una ecuacion. Ademas, resolverd las dudas que
los alumnos pueden tener respecto a la explicacion. (20 minutos)

o Experimentacion con el constructor de funciones utilizado en la sesidén anterior.
Los alumnos volveran a acceder al simulador de funciones online, cuyo enlace es:

https://phet.colorado.edu/sims/html/function-builder/latest/function-builder en.html
En este caso, se experimentara con las modalidades “Equations” y “Mystery”, para

asimilar e interiorizar el concepto de funcién y cdmo estd puede venir definida
mediante una ecuacion. (15 minutos)

o Ejercicios para practicar cdmo transcribir una funcién definida por un enunciado a
una funcién definida por una ecuacidn, y viceversa (ver Anexo | Actividades A.
“Sobre funciones definidas a partir de un enunciado y una ecuacion”). Por parejas,
los alumnos resolverdn ejercicios de este tipo en clase. (15 minutos)

o Correccidén de los ejercicios anteriores. Algunos voluntarios daran la solucion a los
ejercicios propuestos anteriormente y la profesora ird corrigiendo dichos
ejercicios, ademas de las dudas que puedan surgir. (10 minutos)
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SESION 3: LAS FUNCIONES EN FORMA DE TABLA Y GRAFICA
Contenidos: 1.2.,1.3,,1.4.,1.5,4.1.,4.3.
Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.5,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.
Objetivos: 1, 2, 3,4,9, 11,12
Competencias Clave: CLL, CMCT, CAA, CSC, SIEP
Desarrollo:

o Explicacidon de contenidos. La profesora explica cdmo una funcién puede venir
definida por una tabla de valores y da algin ejemplo de ello. Ademas, también
explica el concepto de grafica (los ejes cartesianos y las coordenadas) y como una
funcién puede representarse también en forma de gréafica. Se pone algun ejemplo
de esto y se muestra cdmo de una tabla de valores asociada a una funcién se
puede representar la grafica de esa funcién. Veremos alguin ejemplo de funcidn
definida mediante sus cuatro posibles tipos de representaciones (enunciado,
ecuacioén, tabla y grafico). (30 minutos)

o Debate acerca de la interpretacion de determinadas graficas (ver Anexo | Actividad
C.). La clase se divide en grupos de cuatro personas y cada uno de esos grupos se
intenta poner de acuerdo acerca de las posibles interpretaciones de cada una de
las gréficas dadas. Cada grupo anota brevemente sus teorias en una pizarrita de
mano. Este debate durard unos 10 minutos. Tras esto, todos los grupos muestran
sus pizarras y empieza un debate general en el que participa toda la clase, con la
profesora como moderadora, y donde los alumnos tendran que defender sus
propias teorias y discutir sobre la viabilidad de las teorias del resto. Este debate
durard unos 20 minutos. (30 minutos)

o Por ultimo, se mandara alguna actividad para hacer en casa de manera individual
(ver Anexo | Actividades A. “Sobre funciones definidas mediante una tabla y una
grdfica”).

Contenidos: 1.2.,1.3,,1.5.,4.1,, 4.3.

Criterios de evaluacioén: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.6.,,CE.4.1.,, CE.4.2.

Objetivos: 2, 3,4,9, 11, 12

Competencias Clave: CLL, CMCT, CSC, SIEP

Desarrollo:

o Algunos alumnos voluntarios salen a la pizarra para corregir los ejercicios que se
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mandaron como deberes en la sesidon anterior. La profesora revisa dichos

ejercicios. (20 minutos)

o Realizacién de ejercicios que consisten en reescribir funciones definidas en una de
sus representaciones a otra representacion (ver Anexo | Actividad D.1.). Estos
ejercicios se realizardn por parejas y en clase, y se iran corrigiendo al mismo
tiempo, comparando las soluciones de cada pareja con las del resto de parejas de

la clase. (40 minutos)

Contenidos: 1.2.,1.3,4.1., 4.3.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3., CE.4.1., CE.4.2.

Objetivos: 1, 2, 3,4, 11

Competencias Clave: CLL, CMCT, CSC, SIEP

Desarrollo:

o Desarrollo de una actividad para interpretar funciones, gréficas y tablas en grupos
de 2 o 3 personas (ver Anexo | Actividad D.2.). Cada grupo tendrd que asociar a
cada funcién en forma de enunciado, su expresién algebraica, su tabla y su gréfica.
El objetivo de esta actividad es afianzar definitivamente el concepto de funcidon y
sus posibles representaciones. (50 minutos)

o Correccién de la actividad anterior. Los estudiantes van comparando sus
resultados y la profesora resuelve las posibles dudas que haya surgido con

respecto a la solucion correcta del ejercicio. (10 minutos)

SESION 6: DOMINIO, RECORRIDO Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION
Contenidos: 1.2, 1.3, 4.1, 4.2.
Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1.
Objetivos: 1, 8,11, 12
Competencias Clave: CLL, CMCT, CSC, SIEP

Desarrollo:

o Explicacion de los contenidos. La profesora explica los siguientes contenidos:
dominio y recorrido de una funcidn, continuidad y puntos de discontinuidad de
una funcién y, ademas, da varios ejemplos de cada uno de los conceptos. (30

minutos)
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o Actividades sobre los contenidos explicados (ver Anexo | Actividades A. “Sobre
dominio y recorrido de una funcion” y Actividades A. “Sobre continuidad y puntos
de discontinuidad”). Por parejas y en clase, se realizardn ejercicios sobre el
dominio, el recorrido, la continuidad y los puntos de discontinuidad de las
funciones. (20 minutos)

o Correccién de las actividades realizadas. Algunos voluntarios saldran a la pizarra a
corregir los ejercicios propuestos y como representantes de la pareja. La profesora
ird, a su vez, revisando dichos ejercicios. (10 minutos)

Contenidos: 1.2,,1.3,,1.4,,1.7.,4.2.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.4,, CE.1.5,, CE.1.11., CE.1.12., CE.4.1.

Objetivos: 5, 6, 10

Competencias Clave: CLL, CMCT, CD, CAA, CSC

Desarrollo:

o Explicacion de los contenidos. La profesora explica los siguientes contenidos:
puntos de corte de una funcién con los ejes y como calcularlos, funciones
crecientes, decrecientes y constantes y concepto de maximos y minimos (relativos
y absolutos). Ademads, se dardn ejemplos de cada uno de los conceptos explicados
y se resolveran todas las dudas que hayan podido surgir durante la explicacién de
los contenidos. (35 minutos)

o Actividad con el programa GeoGebra (ver Anexo | Actividad B.2.). Los alumnos se
distribuyen por parejas y, haciendo uso del programa GeoGebra, introducen en él
funciones en lenguaje algebraico para que el programa les devuelva su expresidon
grafica. Sobre estas graficas y utilizando el propio programa, deberan sefnalar los
puntos de corte con los ejes y los extremos, indicando si estos son maximos o
minimos, relativos o absolutos. Adema3s, se indicara donde la funcidn es creciente,
decreciente o constante. Se mandara un correo electrénico a la profesora donde la
pareja adjuntara las imagenes de las graficas exploradas y todas las caracteristicas

de las funciones que han ido sefialando en dichas graficas. (25 minutos)
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Contenidos: 1.2.,1.3,,1.4.,1.5,,4.1.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.4., CE.1.5., CE.1.6., CE.1.12,, CE.4.1., CE.4.2.

Objetivos: 2, 3,9, 10, 11, 12

Competencias Clave: CLL, CMCT, CD, CAA, CSC, SIEP, CEC

Desarrollo:

o Actividad para construir una calculadora que devuelva el indice de Masa Corporal
(IMC) (ver Anexo | Actividad D.3.). La clase se distribuird en grupos de cuatro
personas y cada uno de los grupos tendra que desarrollar una calculadora de IMC
mediante una funcién, una tabla de valores y una grafica. (45 minutos)

o Comentario acerca de la actividad. Al final de la clase, cada uno de los grupos
describe brevemente las pautas que ha seguido para disefiar su calculadora y da su

opinién sobre la actividad. (15 minutos)

SESION 9: PERIODICIDAD Y SIMETRIA DE FUNCIONES
Contenidos: 1.2, 1.3, 4.2.
Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.5,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.
Objetivos: 1,3,5,6,7, 8,11, 12
Competencias Clave: CLL, CMCT, CSC
Desarrollo:

o Explicacion de los contenidos. La profesora explica qué es la periodicidad y el
periodo de una funcién. También la simetria par e impar en una funcién y da
ejemplos de cada uno de los conceptos explicados. Ademas, resuelve las dudas
que hayan podido surgir durante la explicacion. (20 minutos)

o Actividades sobre periodicidad y simetria (ver Anexo | Actividades A. “Sobre
periodicidad y simetria”). Por parejas y en clase, se hardn algunos de estos
ejercicios, dejando unos 15 minutos para realizarlos. Tras esto, se procede a la
correccion de dichos ejercicios. (25 minutos)

o Problemas finales (ver Anexo | Actividades A. “Problemas para aplicar todos los
contenidos del tema”). De manera individual, se empezard a trabajar en clase
sobre unos ejercicios que incluyan los maximos contenidos posibles de la unidad y
se terminaran, si fuera necesario, en casa. (15 minutos)
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Contenidos: 1.2,,1.3,,1.4.,,1.5.,4.1.,4.3.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.4, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.

Objetivos: 9, 11, 12

Competencias Clave: CLL, CMCT, CAA, CSC, SIEP, CEC

Desarrollo:

o Correccidén de los problemas finales del dia anterior. Algunos voluntarios salen a la
pizarra a corregir los problemas. (15 minutos)

o Desarrollo una actividad sobre alquiler de coches y camionetas (ver Anexo |
Actividad D.4.). En esta actividad, se trabajard, principalmente, por parejas,
aungue habrd momentos en los que se comentard la actividad y se trabajard en
grupos de cuatro personas. El desarrollo en si de la actividad durard 40 minutos,
mientras que 5 minutos se dedicardn a comentar la actividad y escuchar la opiniéon

del alumnado sobre la misma. (45 minutos)

Contenidos: 1.2.,1.3.,4.1.,4.2.,4.3.

Criterios de evaluacion: CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.4., CE.1.5., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.

Objetivos: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,11,12

Competencias Clave: CLL, CMCT, SIEP

Desarrollo:

o Realizacion de una prueba escrita para valorar si los alumnos han alcanzado los
objetivos tras el desarrollo de la unidad. Esta prueba se realizard de forma
individual. (1 hora)

6.11. Evaluacion

A la hora de especificar la evaluacién de los alumnos en la presente unidad
didactica, debemos tener en cuenta dos aspectos: el qué vamos a evaluar y el como lo
vamos a evaluar. En otras palabras, los criterios de evaluacién y las herramientas de
evaluaciéon. Ademas, para la evaluacidon de un alumno, no solo se deben tener en
cuenta los aprendizajes adquiridos en el tema, sino las competencias clave que ha
desarrollado el alumnado.
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6.11.1. Criterios de evaluacion

Los criterios de evaluacién vienen recogidos, oficialmente, tanto en el Real Decreto
1105/2014, de 26 de diciembre, como en la Orden de 14 de julio de 2016. A su vez, en
la Orden podemos encontrar cada una de las competencias que se pretende
desarrollar con cada uno de los criterios de evaluacién, mientras que en el Real
Decreto también podemos encontrar, asociados a cada uno de los criterios de
evaluacion, los correspondientes estandares de aprendizaje evaluables. Esos criterios y
estandares son los que deberemos considerar a la hora de evaluar al alumnado.

Aunque el contenido principal de nuestra unidad pertenece al cuarto bloque,
llamado funciones, también se trata, de manera transversal, el bloque primero, donde
se pretende desarrollar procesos, métodos y actitudes en matemadticas. Por ello, a
continuacion, analizaremos los criterios y estandares asociados a los contenidos que

nos interesan en ambos bloques.
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Contenidos Criterios de evaluacion Estandares de aprendizaje evaluables
1.2. Estrategias y procedimientos CE.1.2. Utilizar procesos de CMCT EA.1.2.1. Analizay comprende el enunciado de los
puestos en practica: uso del razonamiento y estrategias de CAA problemas (datos, relaciones entre los datos, contexto
lenguaje apropiado (grafico, resolucién de problemas, del problema).
numeérico, algebraico, etc.), realizando los cdlculos necesarios EA.1.2.2. Valora la informacién de un enunciado y la
reformulacion del problema, y comprobando Ilas soluciones . . .
relaciona con el nimero de soluciones del problema.
resolver subproblemas, recuento obtenidas.
exhaustivo, empezar por casos EA.1.2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas
particulares  sencillos, buscar sobre los resultados de los problemas a resolver,
regularidades y leyes, etc. valorando su utilidad y eficacia.
EA.1.2.4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de
razonamiento en la resolucién de problemas,
reflexionando sobre el proceso de resolucién de
problemas.
1.3. Reflexion sobre los resultados: CE.1.3. Describir y analizar CCL EA.1.3.1. Identifica patrones, regularidades y leyes
revision de las operaciones situaciones de cambio, para CMCT matematicas en situaciones de cambio, en contextos
utilizadas, asignacion de unidades encontrar patrones, CAA numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos vy
a los resultados, comprobacion e regularidades y leyes probabilisticos.
interpretacion de las soluciones en matematicas, en contextos

el contexto de la situacion,
busqueda de otras formas de

resolucion, etc.

numeéricos, geométricos,

funcionales, estadisticos y

probabilisticos, valorando su

EA.1.3.2. Utiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

EA.1.4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
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de
matematicas

1.4. Planteamiento
investigaciones
escolares en contextos numéricos,
geométricos, funcionales,

estadisticos y probabilisticos.

1.5. Practica de los procesos de
matematizaciéon y modelizacion, en
contextos de la realidad y en

contextos matematicos.

utilidad para hacer predicciones.

CE.1.4. Profundizar en problemas
resueltos planteando pequefias
variaciones en los datos, otras
preguntas, otros contextos, etc.

CE.1.5.
informes

Elaborar y presentar

sobre el proceso,
resultados y conclusiones
obtenidas en los procesos de

investigacion.

CE.1.6. Desarrollar procesos de
matematizacién en contextos de
la realidad cotidiana (numéricos,
geométricos, funcionales,
estadisticos o probabilisticos) a
identificacion de

partir de la

problemas en situaciones

problematicas de la realidad.
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revisando el proceso de resolucidn y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando otras formas de resolucién.

EA.1.4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno

resuelto: variando los datos, proponiendo nuevas

preguntas, resolviendo otros problemas parecidos,
planteando casos particulares o mas generales de
interés, estableciendo conexiones entre el problemas y

la realidad.

EA.1.5.1. Expone y defiende el proceso seguidos ademas
de
lenguajes: algebraico, grafico, geométrico, estadistico y

las conclusiones obtenidas utilizando distintos

probabilistico.

EA.1.6.1.
realidad, susceptibles de contener problemas de interés.

Identifica situaciones problematicas de Ia

EA.1.6.2. Establece conexiones entre un problema del
mundo real y el mundo matematico, identificando el
problema o problemas matematicos que subyacen en él
y los conocimientos matematicos necesarios.

EA.1.6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resoluciéon de un problema o
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1.7.
tecnoldgicos en el

Utilizacion de los medios
proceso de

aprendizaje para:

a) la recogida ordenada y la
organizacion de datos.

CE.1.12. Utilizar las tecnologias de
la informaciéon y la comunicacién
de modo habitual en el proceso
de
analizando vy

aprendizaje, buscando,
seleccionando
informacidn relevante en Internet
o en otras fuentes, elaborando
documentos propios haciendo
exposiciones y argumentaciones
de los mismos y compartiendo
estos en entornos apropiados

para facilitar la interaccién.
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problemas dentro del campo de las matematicas.

EA.1.6.4. Interpreta la solucién matematica del problema
en el contexto de la realidad.

EA.1.6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en el

contexto real, para valorar la adecuacién vy las
limitaciones de los modelos, proponiendo mejoras que

aumenten su eficacia.

EA.1.12.1. Elabora documentos digitales propios (texto,
presentacion, imagen, video, sonido,...), como resultado
del
informacién relevante, con la herramienta tecnoldgica

proceso de busqueda, analisis y selecciéon de

adecuada, y los comparte para su discusion o difusién.
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b) la elaboracion y creacion de
representaciones graficas de datos
numéricos, funcionales o
estadisticos.

c) facilitar la comprension de
propiedades geométricas o

funcionales y la realizacion de

calculos de tipo numérico,
algebraico o estadistico.
d) el disefio de simulaciones y

la elaboracion de predicciones

sobre situaciones matematicas
diversas.

4.1. Anadlisis y descripcion
cualitativa de grdficas que
representan fenémenos del
entorno cotidiano y de otras

materias.

4.2. Anadlisis de una situacidon a
del
caracteristicas locales y globales de

partir estudio de |las

CE.1.11.
herramientas

Emplear las

tecnoldgicas
adecuadas, de forma auténoma,
realizando cdlculos numéricos,

algebraicos o estadisticos,

haciendo representaciones
graficas, recreando situaciones
matematicas mediante

simulaciones o analizando con

sentido critico situaciones

diversas que ayuden a Ia

comprension de conceptos
matematicos o a la resolucion de

problemas.

CE.4.1. Conocer los elementos
gue intervienen en el estudio de
las funciones y su representacion

grafica.
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EA.1.11.1.

adecuadas y las utiliza para la realizaciéon de cdlculos

Selecciona  herramientas  tecnoldgicas

numéricos, algebraicos o estadisticos cuando la dificultad

de los mismos impide o no aconseja hacerlos
manualmente.
EA.1.11.2. Utiliza medios tecnolégicos para hacer

representaciones graficas de funciones con expresiones
algebraicas complejas y extraer informacién cualitativa y
cuantitativa sobre ellas.

EA.1.11.3. Disefia representaciones graficas para explicar
el proceso seguido en la solucion de problemas,

mediante la utilizacién de medios tecnolégicos.

EA.4.1.1. Interpreta el comportamiento de una funcién
dada graficamente y asocia enunciados de problemas
contextualizados a gréficas.

EA.4.1.2. Identifica las caracteristicas mas relevantes de
una grafica interpretandolas dentro de su contexto.

EA.4.1.3. Construye una grafica a partir de un enunciado
contextualizado describiendo el fendmeno expuesto.

EA.4.1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a
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funcional dadas mediante tablas y
enunciados.
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CE.4.2. Identificar relaciones de la
vida cotidiana y de otras materias
que pueden modelizarse
mediante una funcion lineal
valorando la utilidad de Ia
descripcién de este modelo y de
sus parametros para describir el
fendmeno analizado.

CMCT
CAA
CSC

funciones dadas graficamente.

EA.4.2.2. Obtiene la expresién analitica de la funcién
lineal asociada a un enunciado y la representa.

EA.4.2.3. Formula conjeturas sobre el comportamiento
del fendmeno que representa una grafica y su expresion
algebraica.

Tabla 11: Contenidos, criterios de evaluacién, competencias clave y estandares de aprendizaje de la Unidad Didactica. Fuente: Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, y Orden de 14 de julio de 2016. Elaboracion propia.
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Tal y como indica el articulo 14 de la Orden de julio de 2016, los referentes para la
comprobacion del grado de adquisicion de las competencias clave y el logro de los

objetivos de la etapa...son los criterios de evaluacion y su concrecion en los estdndares
de aprendizaje evaluables. Es decir, la evaluacidn del alumnado es criterial.

Por tanto, el Departamento Didactico de Matematicas, dentro de su programacién
anual, habra realizado una ponderacién de todos los criterios de evaluacién que se
trabajan en el curso. De esta manera, los criterios evaluados en esta unidad tendrdn un
peso dentro de la totalidad de criterios del curso.

6.11.2. Criterios de calificacion

A continuacién, veremos el como se van a evaluar los criterios y estdndares
descritos en el apartado anterior; es decir, las herramientas que vamos a utilizar para
evaluar a los alumnos. Asociada a cada una de las herramientas que utilizaremos para
la evaluacion, encontramos una rubrica. La rudbrica nos ayuda a especificar el método
de evaluacion de cada una de las actividades, exdmenes, etc. programados.

En la siguiente tabla vemos como se distribuye la ponderacién de cada una de las
partes a evaluar en la presente unidad:

Rubrica Herramienta de evaluacion Ponderacion
1 Prueba escrita 50%
2 Intervenciones en clase 15%
3 Trabajos en grupo 20%
4 Actitud personal y trabajo auténomo 15%

Tabla 12: Criterios de calificacidn. Fuente: elaboraciéon propia.

A continuacién, en las paginas siguientes, vamos a desarrollar cada una de las
rlbricas asociadas a las herramientas de evaluacién. Encontramos, pues, cuatro
rdbricas: la rubrica de la prueba escrita, la rdbrica de las intervenciones en clase
(voluntarias o no, orales o en pizarra), la rubrica de los trabajos en grupo vy la ribrica
de la actitud del alumnado y su trabajo auténomo. Cada miembro de la clase tiene una
rdbrica con la que va a ser evaluado para cada actividad, trabajo, intervencién o
prueba que se lleve a cabo en clase. Todas las rubricas han sido sacadas de la

siguiente pagina web:

https://colaboraeducacion30.juntadeandalucia.es/educacion/colabora/documents/15
883887/16172385/R%C3%BAbricas+de+evaluaci%C3%B3n/c5d85179-c5fe-f624-2e26-
c3c043d883c5?download=true
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Por otra parte, en el articulo 18 de la Orden de 14 de julio de 2016 se recogen los
procedimientos, técnicas e instrumentos de evaluacién. Las notas se expresaran
numéricamente del 1 al 10, sin poder utilizar decimales. Aquellas notas mayores o
iguales a 5 son notas favorables (dentro de estas, encontramos el suficiente, bien,
notable y sobresaliente), mientras que las notas menores que 5 son notas

desfavorables (insuficiente).

Las rubricas son los instrumentos asociados a las herramientas de evaluacion que
nos permiten calificar los criterios que estemos trabajando en cada momento.
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RUBRICA 1. PRUEBA ESCRITA

lo expresa de forma

coherente.

expresa de forma

coherente.

lo expresa con algun error.

requerido y lo expresa
con diversos errores.

Excelente (9-10) Bueno (7-8) Adecuado (5-6) Mejorable (1-4) Ponderacion | Valoracion
Presentacion| La prueba respeta todos | La prueba respeta casi | La prueba respeta | La prueba respeta poco 15%
los elementos de | todos los elementos de | bastantes de los elementos | los elementos de
presentacion establecidos | presentacion de presentacion | presentacién
(titulo, margenes, | establecidos (titulo, | establecidos (titulo, | establecidos (titulo,
legibilidad, limpieza vy | margenes, legibilidad, | margenes, legibilidad, | margenes, legibilidad,
orden). limpieza y orden). limpieza y orden). limpieza y orden).
Ortografia El texto esta escrito | El texto contiene algin | EIl texto presenta varios | El texto presenta varios 15%
correctamente. error ortografico no | errores ortograficos no | errores ortograficos
significativo. significativos o algun error | significativos para su
significativo. edad.
Vocabulario | Vocabulario rico, variado, | Vocabulario algo | Vocabulario algo repetitivo | El vocabulario 10%
sin repeticiones, y con | repetitivo y poco |y con pocas palabras | empleado es pobre vy
palabras y expresiones | variado, aunque palabras | especificas del tema. repetitivo.
especificas del tema. especificas del tema.
Contenido Demuestra buen dominio | Demuestra dominio del | Demuestra dominio medio | Demuestra dominio 60%
del contenido requerido y | contenido requerido y lo | del contenido requerido y | bajo del contenido

Tabla 13: Rubrica prueba escrita.
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Excelente (9-10) Bueno (7-8) Adecuado (5-6) Mejorable (1-4) Ponderacion | Valoracion

Pronunciaciéon | Pronuncia correctamente | Pronuncia Tiene algunos fallos en | Tiene muchos fallos tanto 10%

y entonacion y con la entonacién | correctamente con | la pronunciacién y en la | en la pronunciacion como
adecuada, sin pausas vy |algin fallo en la | entonacion. en la entonacién.
con seguridad. entonacion.

Volumen y | El volumen es el adecuado | EI volumen no es | El volumen es bajo para | El volumen no es adecuado 10%

contacto visual | a la situaciéon y dirige la | totalmente adecuado a | la situacion y se centra | a la situacién y apenas mira
mirada a todo el grupo. la situacién y dirige la | solo en algunos | a los oyentes y las oyentes.

mirada a la mayoria del | oyentes del grupo.
grupo.

Contenido Demuestra un completo | Demuestra un buen | Demuestra un dominio | Presenta lagunas 60%
dominio del tema | dominio del tema vy |de la mayoria de las | importantes del tema vy
utilizando un vocabulario | utiliza normalmente un | partes del tema y utiliza | utiliza un vocabulario pobre
especifico, destacando los | vocabulario especifico | un vocabulario basico | del mismo.
aspectos importantes, | del mismo. del mismo.
exponiendo claramente.

Cuestiones Sigue un orden logico, con | Sigue un orden, con | Sigue un cierto orden, | Tiene dificultades para 20%

formales y | interés y control | interés y control | con alguna dificultad en | mantener un orden,

secuencia emocional, y en un tiempo | emocional, y en un | el control emocional y | ajustarse a un tiempo
adecuado. tiempo mas o menos | aproximandose al | adecuado y manifestar

adecuado.

tiempo adecuado.

interés y control emocional.

Valoracion final

Tabla 14: Ruabrica intervenciones en clase.
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Excelente (9-10)

RUBRICA 3. TRABAJOS EN GRUPO

Bueno (7-8)

Adecuado (5-6)

Universidad de Jaén

Mejorable (1-4)

Responsabilidad

Comprende y asume sus
responsabilidades y las
de los demads, valorando

especialmente el
esfuerzo individual vy
colectivo.

Comprende y asume
sus responsabilidades
y las de los demas,
reconociendo el
esfuerzo, individual y
colectivo.

Comprende y asume
sus responsabilidades,
con alguna dificultad
para valorar el esfuerzo

individual y colectivo.

Sus

para

Elude

responsabilidades y tiene
dificultades

reconocer el esfu

individual y colectivo.

erzo

Participacién Forma parte activa de las | Forma parte de las | Forma parte de las| Forma parte de las
dinamicas establecidas | dindmicas dinamicas establecidas | dindmicas establecidas
por el grupo, generando | establecidas por el | por el grupo, y realiza | por el grupo con la ayuda
propuestas que mejoran | grupo, generando | alguna propuesta para | del docente.
el aprendizaje | propuestas que | mejorar el aprendizaje
cooperativo. mejoran el | cooperativo.

aprendizaje
cooperativo.

Habilidades Interacciona con empatia | Interacciona con | Interacciona Interacciona con

sociales y autocontrol, | empatia y | manteniendo una | dificultades, necesitando
manteniendo una actitud | autocontrol, actitud respetuosa | ayuda para mantener
respetuosa hacia otros | manteniendo una | hacia otros puntos de | actitudes respetuosas.
puntos de vista vy | actitud respetuosa | vista.
favoreciendo la | hacia otros puntos de
cohesion. vista.
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Generacion vy | Contribuye de manera

presentacion del | activa a la consecucién

producto de los logros en el
trabajo grupal y se
responsabiliza de su

aportacién al mismo.
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Contribuye a la
consecucion de los
logros en el trabajo
grupal y
responsabiliza de su

se

aportacién al mismo.

Contribuye a la
de los
dificultad

responsabilizarse

consecucion
logros con
para
de su aportacién al

trabajo grupal.

Tabla 15: Rubrica trabajos en grupo.

Contribuye algo a la
consecucion de los logros
dificultad

responsabilizarse de

con para
su
aportacion al trabajo

grupal.
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RUBRICA 4. ACTITUD PERSONAL Y TRABAJO AUTONOMO

Excelente (9-10) Bueno (7-8) Adecuado (5-6) Mejorable (1-4) Ponderacién | Valoracion

Autonomia y | Hace uso de sus recursos | Hace uso de sus recursos | Hace uso de sus recursos | Necesita supervision 10%
confianza personales para el desarrollo | personales para el | personales para el | constante y ayuda para

de las actividades y las tareas | desarrollo de las | desarrollo de las | la realizacion de sus

propuestas superando las | actividades superando las | actividades  superando | tareas.

dificultades. dificultades de forma |las dificultades con

habitual. alguna ayuda.

Gestion Sabe utilizar sus | Utiliza generalmente sus | Utiliza generalmente sus | Manifiesta una 20%
emocional sentimientos y emociones, | sentimientos y emociones, | sentimientos y | inadecuada gestién de

gestionandose para resolver | gestionandolos para | emociones, los sentimientos vy

adecuadamente las | resolver adecuadamente | gestionandolos para | emociones.

dificultades. las dificultades. resolver a veces las

dificultades.

Actitud Mantiene siempre una | Generalmente mantiene | A veces mantiene una | Mantiene 25%
respetuosa vy | actitud respetuosa y | una actitud respetuosa y | actitud respetuosa vy | habitualmente una
responsable responsable, razonando el | responsable, razonando el | responsable, razonando | actitud poco

sentido del compromiso | sentido del compromiso | el sentido del | respetuosa y

respecto a uno mismo y a | respecto a uno mismo y a | compromiso respecto a | responsable, con

los demas. los demas. uno mismo y a los | dificultades para

demas. comprometerse.
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Correccidon en
la
presentacion

Presenta sus tareas de
manera ordenada vy legible

de manera auténoma.

Presenta sus tareas de
manera ordenada vy

legible con alguna ayuda.

A veces presenta sus
tareas de manera

ordenaday legible.

Generalmente necesita
una supervision
constante para
presentar las tareas

ordenadas y legibles.

Conclusion del
trabajo

Concluye sus tareas
correctamente y dentro de
establecidos,
actitud

positiva hacia le trabajo.

los plazos
mostrando  una

Concluye  sus  tareas
correctamente y dentro

de los plazos establecidos.

Concluye sus tareas
dentro de los plazos con
alguna ayuda para su

consecucion.

Tabla 16: Rubrica actitud personal y trabajo auténomo.

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes

Concluye alguna tarea
si  se realiza una

supervisién constante.

93



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIAY  <&i2%
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

7. Conclusiones

Con la realizacién de este TFM se ha pretendido alcanzar todos los objetivos
nombrados en el apartado 2 de este trabajo y, por tanto, adquirir y terminar de
afianzar los propdsitos, no solo del TFM, sino del Master en general, ya que se
consideran fundamentales para llegar a ser un buen docente.

Ademas, también se han querido llevar a la practica todos los conocimientos que
hemos aprendido a lo largo del presente curso académico en las diferentes
asignaturas, uniendo los aprendizajes de asignaturas que, a priori, no tenian mucha
relacion entre si pero que, a la hora de ponerlos en practica, se pueden y se deben
complementar.

En el desarrollo de la presente Unidad Didactica, se ha intentado integrar la
metodologia transmisiva con otro tipo de metodologias que puedan llegar a motivar
mas al alumnado, eligiendo, para ello, actividades que puedan ser de su interés y que,
a su vez, puedan llegar a disminuir los errores mas frecuentes que los alumnos
comenten con respecto a las funciones y las graficas. Estos errores se han analizado en
el apartado acerca de la investigacion didactica y, para reducirlos, los autores hacen
una serie de propuestas que, en la elaboracion de las actividades de la unidad, se han
tenido muy en cuenta, como las actividades de modelizacion. Asi, la variedad de
actividades propuestas pretende mitigar las carencias que, seglun los estudios
revisados, los alumnos presentan mas frecuentemente.

También, con estas actividades, se rompe con la imagen que dan los libros de texto.
En el apartado sobre Fundamentacién Curricular, al revisar los libros de dos editoriales,
se ha llegado a la conclusion de que hay muchos ejercicios mecanizados, en los que los
alumnos simplemente deben aplicar un algoritmo mecanico, sin necesidad de pensar
ni de plantearse hasta qué punto entienden los conceptos. Esto contribuye a que los
estudiantes comentan errores por no interiorizar correctamente los contenidos. Es por
ello que, en las actividades propuestas, se presentan otro tipo de actividades que,
ademas de reducir los errores que los estudiantes suelen cometer, pueden ser mas

motivantes para el alumnado.

Ademas, en la unidad, se ha intentado priorizar sobre cualquier otra cosa el trabajo
en grupo y la capacidad de debatir y de expresarse libremente. Es por ello que muchas
de las actividades propuestas, sino casi todas, independientemente de su tipologia, se
proponen para desarrollar en grupo o en parejas. Aprender a trabajar en grupo es
crucial para el futuro de nuestros estudiantes, puesto que, en el futuro, necesitaran,
muy posiblemente, esta habilidad para enfrentarse a su vida laboral.

Con respecto al debate y la opinién de los alumnos y las alumnas, con el presente

TFM se quiere transmitir al alumnado que su opinidén es importante para los docentes.
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Es por eso que, tras cada actividad, hay un pequefio tiempo, no solo para corregir la
actividad, sino para que los estudiantes den su opinion personal acerca del transcurso
de la tarea. De esta forma, la profesora podrad ir reconduciendo las clases en funcién de
aquello que interesa o no a sus alumnos. Por otra parte, el debate fomenta la
tolerancia entre el alumnado, el respeto hacia opiniones diversas y la capacidad de
comunicacion y argumentacion. Estas cualidades son fundamentales, no solo de cara al
futuro y a la vida laboral de nuestros estudiantes, sino en su formacién humana vy

social.

El objetivo general de la Unidad es mantener alto el entusiasmo y la motivacién del
alumnado ya que, de esta forma, podremos propiciar un aumento en el interés de los
estudiantes hacia la asignatura de matematicas, pudiendo, incluso, dar otra
perspectiva de la asignatura diferente a la tradicional que anime a mas alumnos a
decantarse por estudios superiores en el ambito de las ciencias. Especialmente a las
alumnas, ya que la representacion femenina suele ser baja en las carreras de ciencias
tecnolédgicas e ingenierias, donde las matematicas juegan un papel esencial.
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A continuacién, vamos a presentar todas las actividades que se van a llevar a cabo
durante el desarrollo de la Unidad Didactica. Junto a cada actividad, podemos
encontrar los criterios de evaluacién asociados a ella; es decir, los criterios que
pretendemos trabajar con cada tarea.

A. Actividades y problemas de desarrollo

Tanto las actividades como los problemas de desarrollo que se van a tratar en esta
unidad didactica, y que se especifican a continuacion, han sido recogidos de los libros
de texto de la asignatura Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas del
curso 32 de ESO de las editoriales Anaya y Santillana.

Sobre el concepto de funcidn y variables dependientes e independientes:

1. (CE.1.2., CE.1.3., CE.4.2.) éSon las siguientes relaciones funciones? En caso
afirmativo, épodrias decir cudl de las dos variables es dependiente y cual es
independiente?

a) Un numero y su mitad.

b) Un numero y su valor absoluto.

c) Un numeroy su raiz cuadrada.

d) Un numeroy su raiz cubica.

e) Numero de jabones comprados y precios a pagar.

f) El nimero de DNI y la suma de sus dos ultimos digitos.

g) Medida del ancho de un rectangulo y perimetro del rectangulo.

h) Numero de monedas de 2€ y cantidad de dinero que representan.

i) Radio de un circulo y su area.

j) Perimetro de un rectdngulo y area del rectangulo.

k) Base de un rectangulo y su perimetro.

2. (CE.1.2., CE.4.2.)Calcula, para los numeros 1, 2, 3, 4 y 5, el nUmero o nimeros
gue les corresponden con estas relaciones, e indica cudles son funciones.

a) A cadanumero, su opuesto.

b) A cada numero, su doble mas 5.

c) A cadanumero, su cantidad de divisores.

3. (CE.1.2,, CE.1.4., CE.1.5,, CE.4.2.)Encuentra una relacidon que sea funcién y otra
gue no lo sea.
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Sobre funciones definidas a partir de un enunciado y una ecuacién:

4. (CE.1.2., CE.4.2.)Expresa, mediante un enunciado, las siguientes funciones:
a) y=2x—-1
b) y=—x+3

5. (CE.1.2., CE.1.3., CE.4.2.)Encuentra la expresidn algebraica de la relaciéon que a
cada numero le hace corresponder:

a) Sutriple

b) Su cuadrado

c) Sudoble mas cinco

d) Sudoble menos tres

e) Su tercera parte mas dos

f) La mitad de su triple

g) Laraiz cuadrada de su cubo

6. (CE.1.2., CE.1.3., CE.4.2.)Escribe la relacion entre las siguientes magnitudes con
una expresion algebraica.

a) Area de un cuadrado y su lado

b) Apotema de un hexagono regular y lado del hexagono

c) Volumen de una esfera y radio de la esfera

7. (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.5., CE.1.6., CE.4.2.)Halla la expresién algebraica de la
funcién que pasa una medida expresada en metros a la misma medida

expresada en centimetros.

Sobre funciones definidas mediante una tabla y una gréfica:

8. (CE.1.2., CE.4.1.)Construye una tabla de valores para la funcién que a cada
numero lo relaciona con:

a) Su triple menos dos unidades.

b) La suma de su cuadrado y dos unidades.

c) Su numero opuesto mas tres unidades.

9. (CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja las graficas que determinan las funciones de la actividad
anterior.
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10. (CE.1.2., CE.4.1.)Elabora una tabla de valores para cada una de las funciones y
realiza su grafica.

a) f(x)=x-3
b) f(x) = ==
c) f(x)=5x—-1

d) f(x)=>+4
e) fx)=—x+6

11. (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Una familia consume semanalmente 10
barras de pan, 3 kg de carne, 16 | de leche y 6 kg de frutas y verduras. Haz en
unos ejes de coordenadas, utilizando diferentes colores, la representacion
grafica del consumo a lo largo de seis semanas.

12.(CE.1.2., CE.1.3., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Representa en unos ejes cartesianos los
30 minutos que ha estado en inmersién un buceador: sale del barco; baja hasta
36 m; se queda un rato recredndose con los corales; sube un poco y juega con
unos delfines; vuelve a bajar porque ha visto una morena vy, por ultimo, se
gueda 2 minutos a 10 m de profundidad, antes de volver al barco, para realizar
la descompresién. En el eje horizontal, da 2 minutos a cada cuadradito. En el
vertical (solo la parte negativa), 5 m por cuadradito.

13.(CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Un grifo, que arroja 4 | de agua por
minuto, se mantiene abierto hasta llenar un depdsito de 200 I. Representa la
grafica de la funcidn que relaciona los minutos durante los que esta abierto el
grifo con:
a) Lacantidad de agua arrojada.
b) La cantidad de agua que falta para llenar el depésito.
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14. (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.6., CE.4.1.)Cuatro hermanos de una familia van al mismo
centro de estudios. Observa la grafica distancia (d) — tiempo (t) de cada uno:

d d
ANA BERTA

d CARLOS ¢ DAVID

t t

Fuente: Libro de texto editorial Anaya. Elaboracion propia

A la vista de las graficas, contesta a las siguientes preguntas:

a) ¢éQuién ha salido antes?

b) ¢Quién ha llegado mas tarde?

c) Dos de ellos han ido a buscar a sus amigos para ir juntos a clase. ¢Quiénes son?
d) ¢A cual de ellos se le ha olvidado algo en casa?

e) ¢éCudl no haido hoy a clase?

f) ¢éQuién ha andado mas lento en algin momento?

g) ¢Quién haido mas rapido?

h) ¢Quién ha estado mas tiempo parado?

15. (CE.1.2., CE.1.3,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)El precio de una entrada es de 15,75€.
Expresa esta funcion mediante una ecuacidén, una tabla y una grafica.

Sobre dominio y recorrido de una funcion:

16. (CE.1.2., CE.4.1.)Obtén la expresion algebraica, dominio, recorrido y grafica de
las siguientes funciones:

a) Lafuncién que asocia a cada numero real su triple menos seis.

b) La funcién que asocia a cada niUmero real su inverso mas tres.

17. (CE.1.2., CE.4.1.)Indica el dominio y el recorrido de estas funciones.
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a) flx)=x%-7

3
b) f(x) = y™
c) flx)=-2
d) f(x) = |x|
e) f(x)=+Vx
f fl) ===

18. (CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1.)Esta es la grdafica de la temperatura de una ciudad
durante todo el dia. Indica el dominio y el recorrido.

°C)

Temperatura (

F 1 Y1161 11X
Tiempo (horas)

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 227 Ejercicio 21

Sobre continuidad y puntos de discontinuidad:

19. (CE.1.2., CE.4.1.)Elabora una tabla de valores para cada una de las funciones, haz
la representacion grafica y analiza la continuidad.

a) y=§—1

b) f(x) =+vx+1
o f) ===
d) f(x) =+3x

e) f(x) =v4—2x

20. (CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1.)La entrada al parque de atracciones vale 5€, y por cada
atraccién hay que pagar 1€.

a) Representa la funcién “atracciones en las que se monta — coste”.

b) ¢Se pueden unir los puntos de la grafica?

c) éCuantos costara subir a 12 atracciones? ¢éY a 20?

21.(CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1.)La siguiente grafica muestra el suelo mensual de un
trabajador en una empresa a lo largo de su vida.
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SUELDO (€)
25004 —_—
23004 —_—
21004 —_—
19004 —_—
17004 - p———
1500 T T T [TEMPO (anos)

12345678910 12 14 16 18 20
Fuente: Libro de texto editorial Anaya. Pagina 151 Ejercicio 2

a) ¢Cuanto tiempo lleva el trabajador en la empresa cuando le suben el sueldo por
primera vez?

b) ¢Cudnto gana alos 12 afios de entrar? ¢Y a los 20?

¢) ¢Esunafuncién continua?

Sobre puntos de corte con los ejes:

22.(CE.1.2., CE.4.1.)Observa la grafica de esta funcion y determina los puntos de
discontinuidad y los puntos de corte con los ejes.

™~

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Elaboracion propia

23. (CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja una funcién continua para todos los valores de x excepto
enx = —2yx =4,y que corte a los ejes en (0,4), (2,0) y (6,0).

24. (CE.1.2., CE.1.4., CE.4.1.)Halla los puntos de corte con los ejes de f(x) = ax +
b, donde a y b son numeros, sabiendo que pasa por los puntos (1,1) y (2,-1).

25. (CE.1.2., CE.4.1.)Halla los puntos de corte con el eje de abscisas y con el eje de
ordenadas de estas funciones.
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a) y=4x—-1
b) y =2x*+4
c) y=3—x
d) y=(x—1)?
e) y=x%2—x+2
f) y=3(x+1)
gl y=—4x—4
h) y = (x—2)*
) y=%2

3

26. (CE.1.2., CE.1.5., CE.4.1.)éPueden tener los mismos puntos de corte con los ejes
dos funciones diferentes? Dibuja la grafica de dos funciones que cumplan esta
condicion.

Sobre monotonia y extremos de las funciones:

27.(CE.1.2., CE.4.1.)Determina cédmo se comporta esta funcién en términos de
monotonia, sefialando los mdaximos y los minimos de la misma e indicando
cuando esos extremos son absolutos o relativos.

el

-1

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Elaboracién propia

28.(CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja la grafica de una funcién que sea creciente en los
intervalos (-4,0) y (6,9) y decreciente en el resto.

29.(CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1.)Observa los precios, en euros, del kilogramo de patatas
en el periodo de 2006-2010. Representa los datos en una grafica y analiza su
crecimiento y decrecimiento.
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2006 | 2007 | 2008 |2009 | 2010
0,51 0,65 |0,57 0,49 |0,64

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Elaboracion propia.

30. (CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Esta grafica representa el numero de litros por
metro cuadrado a lo largo de un dia lluvioso.

Y

Horas

g 16 20

-
X

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 231 Ejercicio 33

a) ¢Cuales son los intervalos de tiempo en que aumento la cantidad de libros por

metros cuadrado? ¢Y en los que disminuyé?

b) ¢A qué hora del dia lloviéd mas?

c) ¢Ylahoraen que la cantidad de litros por metro cuadrado fue la menor?

31.(CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)La siguiente grafica muestra la evolucién de la
temperatura de un paciente a lo largo de 10 horas.

o
©
=
=
fal]
o
E
(9]
R e
Horas

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 231 Ejercicio 34

a) ¢Cuales son los periodos de tiempo en los que le aumenta la temperatura? éY

en los que le disminuye?

b) ¢Cual fue el momento en que su temperatura fue maxima?

c) ¢A qué hora registrd la temperatura minima?

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes



MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIAOBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS Universidad de Jaén

32.(CE.1.2,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)La siguiente grafica muestra el porcentaje de
ocupacién de unos multicines en una ciudad a lo largo de un determinado mes:

_ASISTENCIA (%)

100

80+

60+

404

204

DIA

r1rt1t+r+trtttt 1t f5rrrrrrrfrfJirrrrrrrrreaca

5 10 15 20 25 30

Fuente: Libro de texto editorial Anaya. Pagina 149 Ejercicio 2

a) ¢En qué dias caen los fines de semana? ¢Como puedes saberlo?

b) ¢Qué dia ha habido mas espectadores? (Y menos? ¢ Qué dias de la semana son?

¢) éCudntos mdaximos y minimos relativos tiene la grafica de la funcién? ¢Y
absolutos?

d) Hubo un dia entre semana que fue festivo. ¢De qué dia se trata?

e) Un cierto dia de este mes, viernes, televisaron un partido de futbol
importantisimo. ¢ Qué dia podemos suponer que fue?

Sobre periodicidad y simetria:

33. (CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja la grafica de una funcién periddica de periodo 2.

34. (CE.1.2., CE.4.1.)Comprueba si las siguientes funciones son simétricas y si lo son,

di de qué tipo.
a) y=x3
b) y=x%+x
X
) y=3
d y=(x-2)°
e) y=x?—2x3
f) y=x°
3
g y=-

X
35. (CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja la gréafica de una funcién par de la que se sabe que
f(=2)=-1yf@3) =0.
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36. (CE.1.2., CE.1.5., CE.4.1.)Una funcién simétrica respecto del origen, ¢puede ser
periddica?

Problemas para aplicar todos los contenidos del tema:

37.(CE.1.2., CE.4.1.) Dibuja una funcién con estas caracteristicas:
e Dominio: [—3,9]
e Recorrido: [0,6]
e Laordenadaen el origen es 5.

¢ f(-3)=1f(-2)=0,f(4)=6yf(9) =2

38. (CE.1.2., CE.4.1.)Dibuja una funcion cuyos dominio y recorrido son R, creciente
hasta x = 3 y decreciente en el resto, y con una maximo de ordenada 8.

39. (CE.1.2., CE.4.1.)Estudia las caracteristicas de estas funciones.
a) y=5x—-3
_x+3

b) y==;
o) y=x*+2x-3

40. (CE.1.2. CE.1.6, CE.4.1., CE.4.2.)En la grafica se muestra la velocidad de Pablo (en
kildmetros por hora) durante una carrera.

-
—-—

0D =MW -

Velocidad (km/h)

Tiempo (h)

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 233 Ejercicio 39

a) Analiza su continuidad.

b) ¢En qué puntos corta a los ejes?

c) Estudia su crecimiento.

d) Sefiala sus maximos y minimos e indica si son relativos o absolutos.
e) ¢A partir de qué minuto supera Pablo los 12 kildbmetros por hora?
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41.(CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Los cestillos de una noria van subiendo y
bajando a media que la noria gira. Estos son los datos de una cesta que sube
desde el punto mds bajo al mas alto:

Tiempo (s)

Altura (m)

Fuente: Libro de texto editorial Anaya. Elaboracion propia.

a) Representa la gréfica de la funcion tiempo-altura de uno de los cestillos a lo
largo de 80 segundos.

b) ¢éA qué tiempo corresponden sus maximos y minimos relativos?

c) ¢éEsuna funcion periddica?

d) ¢éA qué altura estard la cesta a los 150 segundos?

42.(CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Luis, meteordlogo, se encuentra en lo alto de
un puerto de montafia midiendo las variaciones de temperatura a lo largo de
una noche (empieza con —4 horas porque faltan 4 horas para las 0:00h). Esta
tabla muestra los datos transmitidos:

-4 2 |0 2 4 6 7 8 9

-4 -3,75| -3,25]| -2 0 4 3 05 |2

Fuente: Libro de texto editorial Anaya. Elaboracion propia.

a) Representa la gréfica tiempo-temperatura.

b) ¢Cudl es el dominio de la funcidn? ¢Y el recorrido?

c) éEn qué valores la grafica corta a cada uno de los ejes? Explica su significado.

d) ¢En qué periodo la temperatura asciende, por hora, mas lentamente? ¢Y mas

rapidamente? ¢ Cudndo es maxima?

43.(CE.1.2.,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)La gréfica muestra el nimero de pasajeros de

un autobus urbano a lo largo de sus paradas.

Yl
50+
40+
30+
204
104

Pasajeros

=y

0 20 30 40
Minutos

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 237 Ejercicio 74
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a) ¢éCuantos pasajeros van en el autobus después de diez minutos en circulacién?
b) ¢En qué momento habia menos pasajeros?
c) ¢Cuanto tarda en realizar un viaje completo?

44. (CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Un artesano fabrica relojes que vende a 600€
cada uno. Si emplea una semana en fabricar cada reloj, representa la funcion
tiempo-ganancia y determina sus puntos de discontinuidad.

45. (CE.1.2., CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)El niUmero de visitantes de un museo a lo largo
de un dia se muestra en la siguiente grafica.

Yk

200 +

150 +
100 +
50 /\

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 X
Hora del dia

Visitantes

Fuente: Libro de texto editorial Santillana. Pagina 237 Ejercicio 76

a) ¢Cudl es el horario del museo?

b) éEn qué momento hay mas visitantes?

c) ¢éCuadl es el nUmero maximo de visitantes?

d) Indica los periodos de crecimiento y decrecimiento del nimero de visitantes.

e) ¢En qué periodos habia mas de 100 personas en el museo?

f) ¢En algin momento, mientras permanecia abierto el museo, se ha quedado
vacio?

B. Actividades para fomentar el uso de las TIC

Las actividades que vamos a considerar pertenecientes a este grupo son dos.

1. Investigacion histdrica (CE.1.2., CE.1.5., CE.1.12.)
El objetivo principal de esta actividad es conocer un poco mas sobre la historia de

las matematicas. Para ello, la clase se agrupara en grupos de cuatro personas. Como el
tema que se va a estudiar son las funciones, el grupo debera buscar y escoger, a través
de Internet, uno de los muchos matematicos que han hecho aportaciones al campo de
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las funciones a lo largo de la historia. Cuando hayan seleccionado dicho matematico,
investigaran acerca de su biografia y sus aportaciones a las matematicas.

A continuacidn, el grupo redactard un texto breve en un procesador de textos,
donde se resuman los resultados de la investigacion sobre el matematico elegido.
Dicho documento de texto serd enviado a la profesora a través de un correo
electronico.

Aproximadamente, la duracidon de esta actividad sera unos 20 minutos y, para su
realizacidn, se necesitard un ordenador con acceso a Internet para cada grupo.

Mientras los estudiantes trabajan, la profesora se paseard entre los grupos por si
surge alguna duda. Sin embargo, lo ideal es que la profesora intervenga lo menos
posible, pues se pretende fomentar la autonomia de alumnos y alumnas.

2. Programa GeoGebra (CE.1.2., CE.1.4., CE.1.5.,CE.1.11,, CE.1.12., CE.4.1.)
Los objetivos de esta actividad son, principalmente, dos. Por un lado, que los

alumnos sepan desenvolverse con el programa GeoGebra, al menos a grandes rasgos.
Y, por otro lado, afianzar los conceptos de puntos de corte, monotonia y extremos
(tanto absolutos como relativos).

En esta actividad, la clase se distribuird para trabajar en parejas. Cada pareja
accederd al programa GeoGebra, en el cual introducirdn funciones en su forma
algebraica (bien vistas en clase o bien inventadas por ellos). Al introducir una funcion,
el programa les devolvera su grafica correspondiente. Es con esta grafica con la que
tienen que trabajar.

Sobre esa gréfica indicaran ddonde la funcidn tiene sus puntos de corte con los ejes y
donde se situan los maximos y los minimos (sefialando si son absolutos o relativos).
Ademas, se especificard en qué intervalos la funcién es creciente, decreciente o

constante.

Repetirdn este proceso con tantas funciones y graficas como les dé tiempo. A su
vez, irdn redactando en un procesador de textos un documento en el que se incluiran
imagenes de cada una de las graficas trabajadas (con una captura de pantalla, por
ejemplo) y anotaciones sobre sus caracteristicas (monotonia, extremos).

Tras la redaccion de este documento, se enviara al correo electronico de la
profesora.

La actividad durara en torno a los 25 minutos y, para su correcto desarrollo, es
necesario que cada pareja disponga de un ordenador con acceso a Internet, o bien un
ordenador que tenga instalado el programa GeoGebra.
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Mientras las parejas trabajan, la profesora se paseara por la clase para resolver las

Universidad de Jaén
dudas que puedan ir surgiendo. Sin embargo, lo ideal es que intervenga lo menos
posible, pues se pretende fomentar la autonomia de los alumnos.

Esta actividad puede contribuir a reducir los errores que, segun Arce y Ortega
(2013), los alumnos comenten frecuentemente al dibujar las graficas. Gracias al
programa GeoGebra, el alumnado va a estar en contacto, durante esta actividad, con
graficas muy precisas que no presentan las imperfecciones propias de las graficas

dibujadas en la pizarra o el papel. Esto puede contribuir a que los estudiantes

interioricen mas facilmente, por ejemplo, el buen uso de las escalas o la buena
interpretacion y representacién de las asintotas.

C. Actividad para incluir el debate cientifico

La actividad que desarrollaremos a continuacion ha sido sacada del proyecto Primas
(www.primas-project.eu), un proyecto que busca promover el aprendizaje basado en
la investigacion en los paises europeos. Dentro de la actividad que proponemos,

University of Nottingham (1985).

encontramos tres temas de debate. En concreto, los dos primeros estdn tomados de
The Language of Functions and Graphs, Shell Centre for Mathematical Education,

1.

Lanzamiento de golf (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.5., CE.1.6., CE.4.2.)

¢Como va variando la velocidad que toma una pelota de golf tras haber sido

golpeada hasta que, finalmente, cae al suelo? Para ilustrar vuestra respuesta, dibuja
una grafica que represente velocidad-tiempo.
2.

¢Qué deporte es? (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.5,, CE.1.6., CE.4.2.)
trata?

A continuacién vemos una grafica que representa un deporte. {De qué deporte se
Velocidad

-

Py \

.-'l' II

/ |

/ “-

/ \
k Tiempo

Fuente: www.primas-project.eu
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3. éQué le sucedid a Julia? (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.5., CE.1.6., CE.4.2.)
Todas las mafianas, Julia camina por una calle que comunica su casa con una parada

de autobus, donde se monta en el autobus para ir al instituto. La parada esta a 160
metros de su casa en linea recta. A continuacién, podemos ver la grafica que
representa su recorrido hasta la parada de autobus un dia en concreto.

Distancia desde su A
casa en metros

200

180

160

140

120
100

\

60
" AV

20

0 .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110 120

Tiempo en segundos

Fuente: www.primas-project.eu

Observando la gréfica, indicad qué pudo haber sucedido en el camino de Julia desde
su casa a la parada de autobus.

Estos son los tres ejercicios que serdn objeto de debate. Para su ejecucion, los
alumnos se distribuirdn en grupos de cuatro personas. La profesora planteard, uno a
uno, los tres ejercicios y ella sera una simple moderadora del debate, sin intervenir ni
participar.

En una primera parte de cada ejercicio, cada grupo de cuatro personas debate una
posible respuesta al ejercicio que se les plantea y, finalmente, intenta ponerse de
acuerdo en una posible teoria, la cual se escribe un una pequena pizarra. En la segunda
parte del debate, todos los grupos muestran su pizarra y, entre toda la clase, se
debaten todas las posibles soluciones a las que ha llegado cada grupo.

Esta actividad durard un tiempo de 30 minutos. Aproximadamente, 10 minutos para
cada uno de los tres ejercicios que se plantearan, aunque esto puede variar en funcién
del debate que genere o no cada uno de los diferentes ejercicios.

Es importante, en esta actividad, que los alumnos y las alumnas tomen conciencia
de que no hay una Unica respuesta correcta, sino que cada grupo podria llegar a una
respuesta diferente, todas igualmente validas y adecuadas. De esta forma, se estarian
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fomentando las actividades en las que los alumnos se ven obligados a pensar mas alla
de los algoritmos mecanicos que se suelen utilizar para resolver ejercicios, tal y como
aconseja Alpizar Vargas et al. (2018), para que el alumno realmente se cuestione cémo
esta utilizando los conceptos y cdmo esta interpretando las graficas.

D. Actividades de tipo IBL

Las actividades de este tipo que vamos a trabajar con nuestra clase se especifican a
continuacion.

1. Usar distintas representaciones de las funciones (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.6,,
CE.4.1.,CE4.2)
La siguiente actividad se compone de varios ejercicios, concretamente, de cuatro. El

objetivo de la misma es interiorizar de manera adecuada las diferentes formas de
representacion para las funciones. Se basa en un aprendizaje de conceptos por
investigacion y ha sido extraido de la pagina web del proyecto Primas: www.primas-
project.eu.

Al igual que la actividad anterior, para la resolucién de estos ejercicios, no vale con
aplicar algoritmos mecanicos, sino que el alumno tiene que tomar la iniciativa y pensar
si estd utilizando los conceptos estudiados de una manera adecuada. Este es un tipo de
actividades que recomienda Alpizar Vargas et al. (2018) para reducir los errores que los
estudiantes comenten al utilizar el concepto de funcién.

Para realizar esta actividad, la clase se distribuira en parejas. Cada vez que se realice
una de las tareas que componen esta actividad, se discutira en voz alta con toda la
clase y, entre todos, se intentara llegar a una solucidn valida y adecuada.

En general, la profesora se paseara por la clase encaminando y dando indicaciones a
las parejas que se encuentren especialmente perdidas, pero intervendrd lo menos
posible y nunca dando una solucién a los ejercicios para no sugestionar las respuestas
de los alumnos.

Para la realizacidén de la actividad se requeriran, en principio, unos 40 minutos.
Aproximadamente, serdn 10 minutos para cada una de las cuatro tareas, aunque este
tiempo puede cambiar en funciéon de la dificultad de cada una de las tareas.

Los enunciados de las tareas son los siguientes:

a) Construid una tabla en la que se represente el siguiente enunciado: “Al duplicar
el niumero de personas que trabajan en un fabrica, se reduce el tiempo que
tardan dichas personas en completar el trabajo a la mitad.”
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Numero de personas

1

2

3

4

5

Tiempo trabajando (en horas)

Fuente: www.primas-project.eu. Elaboracion propia.

Universidad de Jaén

b) Dibujad una grafica en la que se muestre la velocidad que lleva una montafa

rusa durante todo su recorrido a partir de la imagen de abajo. La grafica que se

pide es la que relaciona las variables velocidad de la montafia rusa — distancia

recorrida durante el recorrido.

Fuente: www.primas-poject.eu. Aprendizaje de conceptos por investigacion. Pagina 6

c) A partir de la siguiente tabla, dibujad una gréfica donde las variables son

numero de supervivientes-edad que represente adecuadamente los datos.

Edad (afios)

Nilmero de
supervivientes

10
2
30
40
50
60
70
80
90
100

1000

979
978
972
963
950
913
808
579
248
32
1

Fuente: www.primas-project.eu. Elaboracién propia.
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d) A continuacidn, se muestra una tabla en la que se relacionan el nimero de
equipos (n) que participan en un torneo con el niumero de partidos (p) que se
juegan en dicho torneo. En este torneo, ademas, cada uno de los equipos tiene
que jugar contra otro equipo dos veces: una vez en casa y otra vez fuera.
Intentad encontrar una férmula que relacione el numero de equipos
participantes con el nimero de partidos jugados. A partir de esa féormula
hallada, completad la tabla con otros datos, como por ejemplo, écudntos
partidos se deben jugar si se tienen 15 equipos?

Numero de equipos (n) 2 3 4 5 6 7 8

Numero de partidos (p) 2 6 12 20 30 42 56

Fuente: www.primas-project.eu. Elaboraciéon propia.

2. Interpretar funciones, graficas y tablas (CE.1.2., CE.1.3., CE.4.1., CE.4.2.)
La siguiente actividad ha sido sacada de la siguiente pagina web:
http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf

El objetivo de esta actividad es que los alumnos y las alumnas comprendan la
relacion que existe entre las expresiones algebraicas, los enunciados, las tablas y las
graficas de una funcién. De esta manera, se pueden reducir algunos de los errores que
nos indica Ruiz Higueras (1998) en su libro, tales como las dificultades que encuentran
los estudiantes para asociar una funcién algebraica a su grafica o la incapacidad para
reconocer que las propiedades de una grafica también son propiedades de la funcidn
en su forma analitica. Esto ayudard al alumnado a dejar de concebir una funcidn sin

grafica y viceversa.

Para la realizacién de la presente actividad se necesitard una hora de tiempo (una
sesién completa), de la cual se usaran 50 minutos para realizar la actividad y otros 10
minutos de tiempo para hablar de ella y corregirla. La actividad se realizara por parejas
0 en grupos de tres personas.

Para esta actividad, se necesitaran 5 fotocopias:
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FOTOCOPIA 1: FORMULAS

y:xz y=2x
yzzx y=x+2
2y =x y=2
y=x—2 Xy =
y = +x x+y=2
X
Y—; y—z
y=—-x+2 x=iﬁ

Fuente: http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf.

Elaboracién propia
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FOTOCOPIA 2: ENUNCIADOS

y es la mitad de x

Si a x le afadimos y

esigual a2

y es dos unidades

mayor que x

x multiplicado por
yesiguala?2

y es dos unidades

menor que x

y es el doble de x

y es siempre igual a 2

X esigual que y

multiplicado por y

y es igual a 2 dividido

por x

y es igual que x

multiplicado por x

x es la raiz cuadrada de y

y es igual que x

dividido entre 2

Fuente: http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf.

Elaboracién propia.

TRABAJO FIN DE MASTER: FUNCIONES Y GRAFICAS
Maria Moreno Montes

20


http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf

MASTER UNIVERSITARIO EN PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIAOBLIGATORIA Y
BACHILLERATO, FORMACION PROFESIONAL Y ENSENANZA DE IDIOMAS

Universidad de Jaén

FOTOCOPIA 3: GRAFICAS

v ¥
6 6
4 4
RN
6 -4 /g; 2 -6 -4 -2 |0 4 | &
=2 =2
—4 4
-6 -6
V, ¥
6 6
4 4
2 2
5 -4
-2 0 2 -6 -4 -2 /00 2 4 86
-2 2
—4 -4
-6 —6
¥ ¥
&
rl
2
-6 -4 -2 0 2 2 4 6
=2
-4
-6 6
hE J
& 6
4 4
2 2
-6 -4 -2 0 2 -6 -4 -2 0/2 4 | 6
P +
—4 -4
-6 —6
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Vi

6
4
2

e

-6 -4 -2 0 2.4 6
=2

-4
16

Fuente: http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf. Imagenes
extraidas de la pagina 8. Tabla de elaboracion propia.
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FOTOCOPIA 4: TABLAS

Fuente: http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf.
Elaboracién propia.
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FOTOCOPIA 5: VARIACIONES

Si duplicas x, y se divide
Si duplicas x, y se duplica
por la mitad
Si aflades 1 a x, Si afiades 1 a x,
2seafadeay 1lseafiadeay
Si aflades 1 a x, Si doblas x,
La mitad se aflade a y Yy no varia
Si doblas x, Si multiplicas x por 4,
y se multiplica por 4 y se multiplica por 2

Fuente: http://www.greatmathsteachingideas.com/wp-content/uploads/2012/03/A7.pdf.
Elaboracidn propia.

Para empezar con la actividad, la profesora reparte una fotocopia 1y 2 a cada uno
de los grupos. Cada grupo debe unir las expresiones de la fotocopia 1 con los
enunciados de la fotocopia 2 (algunos enunciados corresponden a varias expresiones
equivalentes). Tras haber asociado cada enunciado con su expresion algebraica, cada
grupo comenta alguna de esas asociaciones y explica por qué esas dos expresiones son
equivalentes al resto de la clase.

La profesora continta repartiendo las fotocopias 3 y 4, donde tenemos las graficas y
las tablas. Al igual que antes, los grupos tienen que relacionar cada una de las gréficas
con una tabla y, tras esto, asociar tabla y grafica a una expresion algebraica y a un
enunciado, ambos relacionados previamente. De esta forma, habriamos encontrado

las cuatro posibles representaciones de una funcion.

De las fotocopias 3 y 4 cabe destacar la existencia de algunos huecos en blanco.
Esos huecos deben ser completados por los alumnos, que tendran que dibujar la
grafica y la tabla de las expresiones que se quedan sin grafica o tabla asociada.

Para terminar la actividad, aquellos grupos que tengan tiempo recibirdn una ultima
fotocopia: la 5, en la que se expresan las funciones en términos de variaciones. De
igual forma que antes, el grupo tendrd que asociar cada una de las expresiones de la
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fotocopia 5 con las 4 representaciones de la funcién a la que corresponde. Y, del
mismo modo que anteriormente, los huecos en blanco que presenta la fotocopia 5
deben ser completados con las expresiones que faltan.

Tras esto y para finalizar la sesién, los grupos dan las soluciones a las distintas
asociaciones y se discute en la clase cudles serian las relaciones correctas entre las
distintas fotocopias.

3. Construccion de una calculadora de indice de masa corporal (IMC) (CE.1.2,,
CE.1.3,CE.1.4.,, CE.1.5,,CE.1.6,, CE.1.12,CE.4.1, CE.4.2.)
El siguiente problema es, en principio, un problema estructurado. Realmente,

podria desarrollarse en forma de problema no estructurado pero, a continuacién,
desarrollaremos Unicamente la versidon estructurada.

Esta actividad ha sido obtenida de la pagina web del proyecto Primas: www.primas-
project.eu

Esta actividad responde a lo que Ruiz Higueras (1998) recomienda para suplir las
carencias que los alumnos tienen a la hora de ver las matemdticas como algo inutil y
no como una herramienta para enfrentarnos a la vida real. En esta actividad se
fomenta, por un lado, el uso de las funciones mas alla del plano matematico y, por otro
lado, la percepcion de las graficas como una herramienta y no como un fin. El objetivo
principal es que los estudiantes sean conscientes de lo importantes que son,
realmente, las matematicas en nuestra vida cotidiana y de coémo muchas cosas a
nuestro alrededor responden a un ejercicio de modelizacién basado en funciones.

Los alumnos se agruparan en grupos de cuatro personas para realizar esta actividad.
La construccion de la calculadora se realizara en 45 minutos. El enunciado de esta
actividad es el siguiente:

La calculadora de indice de masa corporal (IMC) es una calculadora cuyo objetivo es
gue los adultos sepan si tienen o no sobrepeso. Para saberlo, el adulto debe introducir
su peso y su altura vy, asi, la calculadora les devuelve el indice de masa corporal, un
numero que indica si tiene delgadez extrema, un peso normal o sobrepeso.

En esta actividad, tendréis que construir una calculadora de IMC. Podéis empezar
fijando un peso, por ejemplo, 2 metros, y, en funcién de esa altura podéis completar la
siguiente tabla que relaciona el peso con el IMC:
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Peso (kg) 60 70 80 90 100 | 110 | 120 |130 | 140

IMC

Tabla 17. Fuente: www.primas-project.eu. Elaboracion propia

A partir de esta tabla, construid una grafica que represente estos datos. Ademas,
podemos plantearnos muchas preguntas, entre ellas:

a) (A partir de qué peso se considera que una persona pesa menos de lo normal?

b) ¢éA partir de qué peso se considera que una persona tiene sobrepeso?

c) ¢Qué ocurre con el IMC cuando se duplica el peso?

d) Buscad una férmula para que, una vez fijada una altura, podais calcular el IMC

en funcién del peso.

A continuacién, en vez de fijar la altura y variar el peso, fijad el peso y variad la
altura. Contestad a las preguntas anteriores para el caso de un peso fijo de 80 kg y una
altura que varia. Construid, previamente, una tabla y una grafica para ayudaros a
responder a las preguntas.

Por ultimo, intentad no fijar ni la altura ni el peso, éseriais capaces de dar una
féormula que calcule el IMC en funcién de un peso y una altura, ambos sin fijar?

Para realizar esta actividad, los estudiantes necesitaran un ordenador con acceso a
Internet para investigar sobre el indice de masa corporal y sus valores en funcién del
peso vy la altura.

La profesora, por su parte, ird pasando entre los grupos para orientar a aquellos que
se encuentren especialmente perdidos pero evitando en cualquier caso decir
soluciones o pasos a seguir para la construccion de la calculadora. En vez de eso,
intentard plantear preguntas a los grupos que los guien y los hagan pensar por si
mismos, para que ganen en autonomia.

En los ultimos 15 minutos de la clase, cada grupo tomard la palabra para contar a
sus compafieros y compafieras cdmo han realizado la calculadora de IMC y qué les ha
parecido la actividad.

4. Alquiler de vehiculos (CE.1.2., CE.1.3., CE.1.4,, CE.1.6., CE.4.1,, CE.4.2.)

La siguiente actividad ha sido extraida de la siguiente pagina web:
https://www.mrbartonmaths.com/resources/standard%20unit%20pdfs/SU%20Numbe
r%20lessons/N10%20-%20Developing%20an%20Exam%20Question%20-
%20number.pdf
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El objetivo de esta actividad es resolver problemas creativos sobre funciones,
graficas y tablas. Al igual que en la actividad anterior, se fomenta el uso de las
funciones y las graficas mas alla de las matematicas, para que los alumnos sean
conscientes de su importancia y utilidad en la vida real. También se ajustaria, por
tanto, a lo que Ruiz Higueras (1998) nos recomienda para reducir los errores que los
alumnos comenten en relacion al concepto de funcion, su representacién v,
especialmente, su uso.

Para realizar la actividad necesitaremos unos 45 minutos de tiempo, de los cuales
dedicaremos 40 minutos a desarrollar la actividad y los 5 minutos restantes a
comentar qué les ha parecido a los alumnos y las alumnas la actividad.

Durante el desarrollo de la actividad, la profesora intentard intervenir lo menos
posible en la resolucion de la actividad, para que los estudiantes desarrollen y
potencien su autonomia.

En primer lugar, los alumnos se agrupardn en parejas y se les repartird una primera
fotocopia:

FOTOCOPIA 1: ALQUILER DE CAMIONETAS

ALQUILER DE CAMIONETAS GOMEZ | ALQUILER DE CAMIONETAS MARTINEZ

Millas 50 100 150 200

30€ por las primeras 50 millas viajadas

Tras las 50 millas, cada milla extra Precio  16€ 32€ 48€ 64€

costara 20 céntimos

Lucia va a mudarse a un nuevo barrio. Para trasladar los muebles de su
antigua casa a su nueva casa quiere alquilar una camioneta. Los dos anuncios

que encuentra en Internet son los que aparecen arriba.

Lucia tiene pensado utilizar la camioneta unas 175 millas. ¢Cudl de las dos
compaiias le saldria mas rentable contratar a Lucia?

Dibuja una grafica que relacione el coste en € y la distancia viajada en
millas de ambas compafiias (Ayudate de colores para diferenciar las
compaiiias). A partir de esa grafica, ¢cuando seria mas rentable la compaiiia
Gdémez y cudndo la compaiia Martinez?

Fuente:https://www.mrbartonmaths.com/resources/standard%20unit%20pdfs/SU%20Number%20le
ssons/N10%20-%20Developing%20an%20Exam%20Question%20-%20number.pdf. Elaboracién propia
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La pareja intentard resolver esta fotocopia (10 minutos) y después, se uniran a otra
pareja (serian cuatro personas) para debatir la soluciéon al problema planteado (5
minutos).

Tras este pequeio debate, cada pareja vuelve a trabajar sola sobre una segunda
fotocopia, que reparte la profesora a cada pareja

FOTOCOPIA 2: ALQUILER DE COCHES

ALQUILER DE COCHES

Millas
viajadas

Precio

Dibuja una grafica que relacione el coste en € y la distancia viajada en
millas de ambas compafiias (Ayudate de colores para diferenciar las
compainiias). A partir de esa grafica, écuando seria mas rentable la compaiiia

y cuando la compaiiia ?

Fuente:https://www.mrbartonmaths.com/resources/standard%20unit%20pdfs/SU%20Number%20le
ssons/N10%20-%20Developing%20an%20Exam%20Question%20-%20number.pdf. Elaboracién propia.

La pareja debe completar los datos que faltan en la segunda fotocopia sobre precios
y nombres. Ademads, la pareja sera la encargada de enunciar un problema y plantear
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preguntas relativas a ese problema como considere (10 minutos). Tras esto, las parejas
se intercambian las fotocopias, de manera que cada pareja resuelve el problema que
ha planteado otra pareja (10 minutos).

Finalmente, cada pareja explica a la pareja que ha redactado su problema cémo ha
conseguido resolverlo y a qué conclusiones ha llegado (5 minutos).

Para terminar con la sesién, los ultimos 5 minutos se dedicaran a que los alumnos y
las alumnas den su opinidn sobre el ejercicio y el transcurso de la actividad.

E. Examen de la Unidad

A continuacién, vamos a disefiar una posible prueba escrita que los alumnos
tendrian que realizar en la sesién 11 para asegurarnos de que han entendido los
conceptos y procedimientos explicados a lo largo del tema. Asociados a cada ejercicio,
podemos encontrar los criterios de evaluacién que estamos evaluando con cada uno
de ellos.

Todos los ejercicios que se describen a continuacién se han cogido del libro
Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas del curso 32 de ESO de la
editorial Vicen Vives.

1. (CE.1.2.,CE.1.5,, CE.1.6., CE.4.2.)Esta grafica muestra el nivel de agua de una
bafiera en relacion al tiempo transcurrido. Explica verbalmente la relacién entre
las dos variables y cudles son los sucesos que han podido ocurrir.

_qu _________
30
20

10

nivel de agua (cm)

0 2 4 6|83 .10 12 14 16
tiempo (min)

Fuente: Libro Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas 32ESO. Pagina 212.

2. (CE.1.2,CE.1.3,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Un mecanismo deja caer una bola en
un recipiente cada minuto.
a) Haz una tabla que represente el nimero de bolas que hay en el recipiente
al cabode 1, 2, 3,..., 10 minutos.
b) Representa graficamente los datos de la tabla anterior. ¢ Cmo ha de ser
la gréfica en los intervalos (1,2), (2,3), etc.?
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3. (CE.1.2., CE.4.1.)Responde razonadamente las cuestiones para la funcién
cuya grafica es la siguiente:

Fuente: Libro Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas 32ESO. Pagina 226

a) ¢éCudl es sudominio?

b) ¢Cudl es suimagen o recorrido?

c) ¢Cuales son las coordenadas de los puntos de corte con el eje OX? ¢Y con el
eje OY?

d) ¢éSe trata de una funcidn par o impar?

e) ¢Es periddica?

f) ¢éEs continua?

g) ¢En qué intervalos es creciente?

h) éEn qué intervalos es decreciente?

i) éCuadles son las coordenadas de sus maximos y de sus minimos relativos?
¢Son absolutos?

4. (CE.1.2.,CE.1.3,,CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)Observa y responde:

190 chicos
1?0 RIS P (TS ich EPE B ISR RS B TSR S = - E
chicas
150 i
§ 130}
g
2 110
m
90
70
50
- i i i 1
5 10 15 20
edad (anos)

Fuente: Libro Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas 32ESO. Pagina 227

a) ¢Qué variables se relacionan?
b) ¢éPor qué el eje vertical no empieza en cero?
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c) ¢éEscierto que al aumentar la edad aumenta siempre la altura?
d) ¢Qué altura ganan las chicas entre los 5 y los 10 afios?
e) ¢A qué edad alcanzan las chicas su altura maxima? ¢Y los chicos?

5. (CE.1.2.,CE.1.3.,CE.1.4, CE.1.5,, CE.1.6., CE.4.1., CE.4.2.)El tren Cdérdoba-
Mailaga alcanza una velocidad maxima de 300 km/h, pero solo la consigue
tras 20 km de aceleracién después de cada parada y la mantiene hasta que, a
20 km de la parada siguiente, comienza a frenar. La longitud del trayecto es
de 155 km, y las dos paradas intermedias son a 60 km y 110 km de Cérdoba.
Haz la grafica de la velocidad en funcidn del espacio recorrido.
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