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“Algun matemdtico dijo que el verdadero placer no reside en el
descubrimiento de la verdad, sino en su busqueda.”
Tolstoy.
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Resumen

Este trabajo se sitia dentro del contexto de la Geometria Diferencial Clasica. Tras un
repaso de la Teoria Local de Curvas y Superficies, se estudian las superficies de revolucion
cuyas curvaturas principales guardan una relaciéon funcional. Esta condicién se denomina
de tipo Weingarten en la literatura especializada.

El papel crucial en nuestro estudio lo juega una funcion asociada a la curva generatriz,
que llamamos momento lineal geométrico por su interpretacién fisica. Analiticamente, es
una funcién primitiva de la curvatura de la curva cuando ésta se expresa dependiendo de
la distancia al eje de revolucién. Su bondad radica en que determina univocamente a la
curva y, por anadidura, a la superficie de revolucién salvo traslaciones a lo largo del eje
de revolucion.

Tras conseguir expresar las curvaturas principales en términos del momento lineal
geométrico, se consiguen nuevas demostraciones de resultados clasicos y teoremas de cla-
sificacion originales acerca de superficies de revolucién con curvatura de Gauss y curvatura
media prescritas.

Palabras clave: Geometria Diferencial Clasica, momento lineal geométrico, superfi-
cies de revolucion, superficies de tipo Weingarten.



Abstract

This work is located within the context of the Classical Differential Geometry. After
a review of the Local Theory of Curves and Surfaces, the surfaces of revolution whose
principal curvatures have a functional relationship will be studied. This condition is called
Weingarten type in the specialized literature.

The crucial role in our study is played by a function associated with the generatrix
curve, which we call geometric linear momentum because of its physical interpretation.
Analytically, it is a primitive function of the curvature of the curve when it is expressed
depending on the distance to the axis of revolution. Its goodness lies in the fact that
it determines uniquely the curve and, as a consequence, the surface of revolution up to
translations along the axis of revolution.

After expressing the principal curvatures in terms of the geometric linear momentum,
new proofs of classical results and original classification theorems about prescribed re-
volution surfaces with prescribed Gaussian curvature and mean curvature are obtained.

Key words: Classical Differential Geometry, geometric linear momentum, surfaces
of revolution, surfaces of Weingarten type.



Résumé

Ce travail est situé dans le cadre de la Géométrie Différentielle Classique. Apres un
examen de la Théorie Local de Courbes et Surfaces, seront étudiées les surfaces de révo-
lution dont les courbures principales ont une relation fonctionnellede. Cette condition est
appelée de type Weingarten dans la littérature spécialisée.

Le role crucial dans notre étude est joué par une fonction associée a la courbe généra-
trice, que nous appelons moment linéaire géométrique en raison de son interprétation
physique. Analytiquement, cést une fonction primitive de la courbure de la courbe lors-
quélle est exprimée en fonction de la distance a laxe de révolution. Sa bonté réside dans le
fait quil détermine uniquement la courbe et, en outre, la surface de révolution, a léxception
des translations le long de laxe de révolution.

Apres avoir exprimé les courbures principales en termes du moment géométrique
linéaire, de nouvelles démonstrations de résultats classiques et de théoremes de classi-
fication originaux sur les surfaces de révolution prescrites avec courbure gaussienne et
moyennes sont obtenues.

Mots clés: Géométrie Différentielle Classique, moment linéaire géométrique, surfaces
de révolution, surfaces de type Weingarten.



Introduccion

Competencias a adquirir

Este trabajo se presenta como culminaciéon del Master en Matemaéticas realizado en
la Universidad de Jaén en el curso académico 2019-2020.

A continuacion se enumeran las competencias y resultados de aprendizaje establecidos
por la Guia Docente de la asignatura Trabajo Fin de Master del Master en Matematicas
de la Universidad de Jaén.

= Poseer habilidades de aprendizaje que permitan continuar estudiando de un modo
autodirigido o auténomo.

= Poseer y comprender conocimientos que aporten una base u oportunidad de ser
originales en el desarrollo y/o aplicacién de ideas, a menudo en un contexto de
investigacion.

= Saber aplicar los conocimientos adquiridos y la capacidad de resolucion de pro-
blemas en entornos nuevos o poco conocidos dentro de contextos mas amplios (o
multidisciplinares) relacionados con el area de estudio.

= Ser capaces de integrar conocimientos y enfrentarse a la complejidad de formular
juicios a partir de una informaciéon que, siendo incompleta o limitada, incluya re-
flexiones sobre las responsabilidades sociales y éticas vinculadas a la aplicacién de
sus conocimientos y juicios.

= Saber comunicar las conclusiones y los conocimientos y razones ultimas que las
sustentan a publicos especializados y no especializados de un modo claro y sin
ambigiiedades.

= Saber analizar y construir demostraciones, asi como transmitir conocimientos ma-
tematicos avanzados.

= Asimilar la definicién de un nuevo objeto matemético, en términos de otros ya
conocidos y ser capaz de utilizar este objeto en diferentes contextos.

» Saber abstraer las propiedades estructurales (de objetos matemaéticos, de la realidad
observada y del mundo de las aplicaciones) distinguiéndolas de aquellas puramente
ocasionales y poder comprobarlas o refutarlas.




= Resolver problemas matematicos avanzados, planificando su resolucion en funcién
de las herramientas disponibles y de las restricciones de tiempo y recursos.

= Proponer, analizar, validar e interpretar modelos matematicos complejos, utilizando
las herramientas mas adecuadas a los fines que se persigan.

= Desarrollar programas informaticos que resuelvan problemas matematicos avanza-
dos, utilizando para cada caso el entorno computacional adecuado. Saber elegir
y utilizar aplicaciones informaticas, de calculo numérico y simbdlico, visualizacién
grafica, optimizacién u otras, para experimentar en matemaéticas y resolver proble-
mas complejos.

= Desarrollar programas informaticos que resuelvan problemas matematicos avanza-
dos, utilizando para cada caso el entorno computacional adecuado.

= Conocer los problemas centrales, la relacion entre ellos y las técnicas mas adecuadas
en los distintos campos de estudio, asi como las demostraciones rigurosas de los
resultados relevantes.

» Utilizar con soltura herramientas de busqueda de recursos bibliogréficos.
» Usar el inglés, como lengua relevante en el ambito cientifico.

= Saber trabajar en equipo y gestionar el tiempo de trabajo.

Resultados de aprendizaje

= Adquirir las competencias globales ligadas al desarrollo y aplicacién de los conoci-
mientos del Master.

= Adquirir las competencias ligadas a la busqueda y organizacién de informacién y
documentacién relevante sobre el tema objeto de estudio.

= Presentar de forma escrita y oral, la memoria, los resultados y las conclusiones del
trabajo realizado.

Antecedentes, contenidos y objetivos

El presente Trabajo Fin de Méster se sitia en el contexto de la Geometria Diferencial
Clasica. Mas concretamente, en el seno de la Teoria Local de Superficies. Se estudiaran
las superficies de revolucion que verifican una condicion tipo Weingarten, que da titulo a
esta memoria.

Antecedentes

El Teorema Fundamental de la Teoria Local de Curvas Planas establece que una curva
plana queda univocamente determinada, salvo su posicién en el plano, por su curvatura
dada como funcién de su longitud de arco. Significa pues, que la longitud y la curvatura
de una curva plana son sus coordenadas geométricas intrinsecas. La demostracién de
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este resultado crucial es constructiva y se basa en la resolucién de tres integrales que
determinan el angulo del vector tangente unitario de la curva con una direccion fija y las
dos componentes cartesianas de la curva a determinar.

Motivado por este resultado clasico, David A. Singer propuso en 1999 [19] el problema
de determinar una curva plana si su curvatura viene prefijada en términos de su posicion,
en lugar de su longitud de arco. Se introduce pues con la posiciéon de la curva un matiz
extrinseco. El planteamiento analitico de este problema, llamado el Problema de Singer
en la literatura, supone la resolucion de una complicada ecuacion diferencial no lineal
dificil de controlar para una funcién arbitraria cualquiera que juegue el papel de curva-
tura. Un caso muy interesante resuelto del Problema de Singer corresponde a las clasicas
curvas eldsticas establecidas por Euler en 1744 [9], que satisfacen que su curvatura es
proporcional a una de sus funciones coordenadas. Es decir, k = k(x) = Az, A # 0, por
ejemplo.

Motivados por las eldsticas de Euler y por el Problema de Singer, los autores de [1]
estudiaron las curvas planas cuya curvatura depende de la distancia a una recta. Salvo un
movimiento rigido del plano, podemos fijar como recta de referencia una recta vertical,
que denotaremos como eje z (pues nos servird en el futuro como eje de revolucion de la
curva plana que estamos considerando). Asi, estamos abordando el problema geométrico-
analitico de encontrar las curvas planas «a(s) = (z(s), z(s)) regulares (parametrizadas
por el arco) tales que su curvatura satisface la condicién geométrica extrinseca k = k(x)
para cualquier funcion de una variable prescrita como curvatura. Notese que x representa
justamente la distancia al eje z.

En el Teorema 2.1.1 se prueba, en la misma linea del Teorema Fundamental de la
Teoria Local de Curvas Planas, un resultado abstracto de integrabilidad que muestra que
el problema de determinar tales curvas puede resolverse también mediante tres integrales
o cuadraturas si la funcién k(x) es continua (véanse [1, 2, 3, 4, 19]).

El papel crucial en este contexto lo juega precisamente la funcién primitiva K(x) esco-
gida de la curvatura prescrita k(x), que denominaremos momento lineal geométrico por su
interpretacion fisica (véase la Definicién 2.1.1). Este momento determina univocamente
la curva salvo traslaciones en la direccién del eje z (véase el Teorema 2.1.1).

El hecho de tener un buen control de las curvas planas que satisfacen una propie-
dad geométrica relevante respecto a una recta prefijada nos conduce inexorablemente a
considerar qué propiedades se heredan a las superficies de revolucion generadas al rotar
dichas curvas alrededor de la recta prefijada, que actiia como eje de revoluciéon. Maxime,
cuando desde el punto de vista fisico, las superficies de revolucion son modelos muy ttiles
en diferentes problemas de diversa indole y naturaleza por su alto grado de simetria.

Por otro lado, en la Teoria Local de Superficies es de gran interés el estudio de las
superficies que satisfacen una relacién funcional entre sus curvaturas principales (condi-
cién llamada de tipo Weingarten, pues fue éste en 1861 quien introdujo este concepto).
Se ha de mencionar que las curvaturas principales k; y ks son la maxima y la minima
curvatura normal de las secciones normales de la superficie en cada punto de la misma.
Sus medias geométrica (al cuadrado) y aritmética definen invariantes tan importantes en

el estudio de una superficie como la curvatura de Gauss K = ki1ks y la curvatura media
k1 + ko
H= )
2




Desde un punto de vista analitico, la primera familia de superficies en este contexto
a estudiar seria aquella que verifique una condicién lineal de tipo Weingarten. Esto es,
ak, +bky=c,ab,cc R, a®+b*#£0.

Bajo esta simple relacion lineal entre las curvaturas principales se encuentran fa-
milias muy interesantes desde el punto de vista geométrico: las umbilicales (k1 = ko),
las isoparamétricas (k; y ko constantes) y las superficies con curvatura media constante
(ky + ko = 2Hy € R) que, en particular, incluyen a las superficies minimas (que son
aquellas con Hy = 0).

Algunas de estas familias de superficies estédn bien estudiadas (las inicas umbilicales
son el plano y la esfera; las inicas isoparamétricas, el plano, la esfera y el cilindro circular
recto), pero otras como las superficies con curvatura media constante y las superficies
minimas en particular, son hoy en dia foco activo de importantes investigaciones en este
campo.

Ademas, existe un interés creciente por el estudio de superficies, especialmente de
revolucién, que modelizan problemas fisicos relacionados con capilaridad y modelizacion
de gotas liquidas bajo rotaciéon que conducen al estudio de ciertas funciones curvatura
media prescritas en funcién de la distancia al eje de revolucién de la superficie [8, 14, 17].

Contenidos

El contenido fundamental de esta memoria se centra en el estudio de las superficies
de revolucion que verifican una condicién de tipo Weingarten. Para ello, la aportacion
fundamental sera poner de manifiesto que las superficies de revolucion quedan completa-
mente definidas esencialmente por el momento lineal geométrico K = K(z) de la curva
generatriz a = (x, z) respecto al eje z de revolucion de la superficie (véanse el Teorema
2.1.1 y el Corolario 3.1.1).

De este modo, probaremos que las curvaturas principales de una superficie de revolu-
cién (que se alcanzan sobre meridianos y paralelos, que son las lineas de curvatura para
este tipo de superficies) se expresan en términos del momento K(z) y de la distancia
x > 0 al eje de revolucién mediante las expresiones:

ki = kb = K/ (2), by = kX2

habiendo usado la notacién k., y k, por distinguir respectivamente las curvaturas prin-
cipales que se alcanzan precisamente sobre meridianos y paralelos de la superficie de
revolucién.

De este modo, cualquier condicién de tipo Weingarten ®(ky,,k,) = 0 se traducird
inmediatamente en una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden con incégnita
K = K(x). Hecho muy destacable, pues no olvidemos que el momento lineal geométrico
determina la superficie de revolucién esencialmente.

[lustraremos este proceso en la Seccién 4.2 con los casos de las superficies umbilicales
e isoparamétricas. Ademas, pondremos de manifiesto en la Seccién 4.2.1 que si prefija-
mos la curvatura media de la superficie de revoluciéon mediante una funciéon continua
H = H(z), la correspondiente E.D.O. lineal que aparece puede resolverse explicitamente




mediante la resolucion de la siguiente integral para determinar una familia uniparamétrica
de momentos lineales geométricos:

(1) zK(x) = 2/xH(x)dx.

Consecuencia inmediata (1) serd una original y escueta prueba del famoso resultado de
Euler [9, 10] que caracteriza el plano y la catenoide como las unicas superficies minimas
(esto es, con H = 0) de revolucién.

Sin embargo, el proceso llevado a cabo se sofistica enormemente con solo dar el salto
a considerar el caso de superficies de revolucién con curvatura media constante (CMC),
clasificadas por Delaunay en [7]. La familia de momentos lineales que emana entonces
de (1) obliga al uso de integrales elipticas para determinar las curvas generatrices de las

superficies CMC.

No obstante, somos capaces en el Teorema 4.2.2 de establecer un nuevo teorema de
unicidad para el plano, el cono circular y la catenoide, prefijando no solo su curvatura
media (como inversamente proporcional a la distancia al eje de revolucién de la superficie)
sino también su curvatura de Gauss (como inversamente proporcional a la cuarta potencia
de la citada distancia).

Este resultado nos da pie a estudiar en la Seccion 4.2.2 las superficies de revolucion
con curvatura de Gauss K = K (z) prescrita, obteniendo una férmula andloga a (1) para
el momento lineal geométrico en este caso dado por:

(2) K(z)? = 2/1:K(x)d:z:.

Consecuencia inmediata de (2) serd la clasificacién conocida de las superficies llanas
(esto es, con K = 0) de revolucién: planos, cilindros y conos circulares.

De nuevo, el siguiente caso en dificultad (K constante no nula) supone necesariamente
el uso de integrales elipticas para su solucion.

Finalmente, concluimos esta memoria con dos resultados originales (los Teoremas
4.3.1 y 4.3.2) que caracterizan a través de ciertas funciones curvatura media y curvatura
de Gauss prescritas, superficies de revolucion interesantes que no habiamos cubierto en
nuestros resultados precedentes. Concretamente:

Las tunicas superficies de revolucién con curvatura media H(x) = A\ + p/z
y curvatura de Gauss K(z) = 5 + «/x, (representando x la distancia de la
superficie al eje de revolucién) con A # 0, 8 # 0, u,y € R son la esfera (si
=~ =0)y el toro de revolucién.

Las superficies de revolucién generadas por las cicloides son las tnicas con
curvatura media H(z) = A\/y/x, A # 0 y curvatura de Gauss K (z) = u/x con
1 # 0 representando x > 0 la distancia de la superficie al eje de revolucién.
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Objetivos

En esta seccion procedemos a exponer los objetivos principales de este Trabajo Fin de
Master. De manera evidente, el objetivo principal es superar las disposiciones académicas
necesarias relacionadas con el Master en Matematicas de la Universidad de Jaén. Es por
ello que ponemos de manifiesto los conocimientos y competencias adquiridos durante el
curso 2019-2020. Enumeramos pues esos objetivos:

1. Realizar una breve introduccién a la Geometria Diferencial Local de las curvas
planas y de las superficies de revolucién, asi como un escueto repaso de ciertas
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

2. Definicién y estudio del momento lineal geométrico de una curva plana como ele-
mento geométrico distinguido que permite determinar una curva plana una vez
prescrita su curvatura en términos de la distancia a una recta. Anélisis del anterior
proceso en curvas explicitas interesantes.

3. Aplicacién del Objetivo 2 al estudio de las superficies de revolucién. Determinacién
de las curvaturas principales en términos del momento lineal geométrico.

4. Obtener nuevas demostraciones de resultados cldsicos en la teoria de las superficies
de revolucién como la clasificacién de las llanas (superficies con curvatura de Gauss
nula) y las minimas (aquellas con curvatura media cero).

5. Conseguir resultados de unicidad para superficies de revoluciéon prescribiendo su
curvatura de Gauss y su curvatura media como funciones de la distancia de la
superficie al eje de revolucion.

6. Estudiar la bibliografia relacionada con el problema planteado.

Conclusiones y trabajo futuro

Este Trabajo Fin de Master permite concluir la realizacién del Master en Matematicas
y, por supuesto, persigue cubrir una serie de objetivos de cara a la formacién completa
del estudiante, los cuales fueron planteados en las secciones precedentes. En esta seccién
se pretende realizar una reflexion y analisis final sobre la consecuciéon de los objetivos
planteados.

Esta memoria consta de cuatro bloques principales. El primer bloque de trabajo
(Capitulo 1: Preliminares) tenia como objetivo fundamental recopilar los conceptos y
resultados previos que han sido necesarios a lo largo del desarrollo realizado realizado
en el resto de capitulos. Creo que se ha cumplido este objetivo elaborando un texto ma-
tematico homogéneo, que evite errores asociados a una notacién arbitraria y presentando
los principales conceptos matematicos necesarios a lo largo de la memoria.

En el segundo bloque fundamental del trabajo (Capitulo 2: El Problema de Singer) se
satisface el objetivo de presentar el problema original de Singer para utilizarlo como base
para poder analizar, posteriormente, diferentes familias de curvas planas cuya curvatura
depende de la distancia a una recta (véase la referencia [1]).
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El tercer bloque (Capitulo 3: El momento lineal geométrico de una superficie de re-
volucién) verifica el objetivo del estudio de las superficies de revolucién generadas como
aplicacion directa del bloque anterior. Tomando las familias de curvas estudiadas en el
Capitulo 2, es decir, tomando curvas planas cuya curvatura depende de la distancia a
una recta, consideramos dicha recta como un eje de revolucion a partir del cual generar
distintas superficies. Con ello, establecemos distintos resultados de unicidad para cada
una de ellas lo que nos encamina a la finalidad principal del trabajo, recogida en el iltimo
bloque.

En el cuarto bloque (Capitulo 4: Superficies de revolucién con una condicién de ti-
po Weingarten) se recoge el objetivo principal de esta memoria, que no es otro que el
estudio de las superficies de revolucion de tipo Weingarten y, para ello, partimos de los
resultados establecidos en los bloques anteriores. Gracias a este planteamiento cumplimos
los objetivos dirigidos a la obtencién de nuevas demostraciones de resultados clasicos ya
conocidos, ademas de nuevos teoremas que cerraran esta memoria con un punto final que
deja abierto un interesante campo de estudio.

De hecho, se podria continuar la linea de investigacién abierta en este Trabajo Fin
de Master analizando en detalle otras familias de superficies de revolucién no abordadas
en esta memoria (como las de curvatura de Gauss constante o las de curvatura media
constante) por su dificultad al involucrar integrales elipticas. Se necesitarian otros preli-
minares previos y extensos sobre este tipo de integrales no elementales.

Por otro lado, aprovechando este estudio quizéds se pudiese aspirar a considerar (de
manera diferente a la encontrada en la literatura) superficies de revolucién que modelan
ciertos tipos de gotas liquidas en problemas de capilaridad y revestimientos de membranas
celulares (véase [8, 18]).

Finalmente, quizéas pudiese realizarse un estudio completamente semejante al realizado
para las superficies de revolucién de R? para los diversos tipos de superficies de revolucién
(en funcién de la causalidad del eje de revolucién) que existen en el espacio 3-dimensional
de Lorentz-Minkowski.

Este Trabajo Fin de Master supone la culminacion del proceso de ensenanza desarro-
llado en el Master en Matematicas y creo que cumple con las competencias necesarias
para la formacién del alumnado.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Capitulo 1

Preliminares

Como dice el titulo de este trabajo, vamos a estudiar un tipo concreto de superficies
de revolucion. En este capitulo vamos a introducir ciertos preliminares sobre Geometria
Diferencial de Curvas y Superficies que nos van a recordar brevemente los conceptos
necesarios para estudiar dichas superficies. Para ello, hemos utilizado los manuales [6] y
[13].

1.1. Curvas planas regulares

Definicién 1.1.1. Llamaremos curva (parametrizada) diferenciable a una aplicacién

a: ] — R?
t—s a(t) = (z(t),y(t)),

donde I es un intervalo de R y x = z(t), y = y(t) son funciones derivables (véase la
Figura 1.1). De forma equivalente, nos referiremos a la traza de la curva con la letra C'.
La curva C puede venir representada por sus ecuaciones paramétricas

_fr=a()
ly=y(t) contel.
Figura 1.1: Curva plana.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Una misma curva C' puede venir dada por diferentes parametrizaciones. Nos interesan
aquellas propiedades que no dependan de la parametrizacion escogida ni de la posicion
de la curva en el plano.

El vector tangente de la curva viene dado por o/(t) = (2/(t),y'(t)) y el vector acele-
racién por o (t) = (2”(t),y"(t)). La funcién t — |&/(t)| se denomina la velocidad de la
curva. El vector normal a la curva es dado por N(t) = Jo/(t) = (=y/(t),2'(t)), donde J
denota el giro de 90° en sentido antihorario.

Definicién 1.1.2. Sea o : I € R — R? una curva diferenciable. Diremos que « es una
curva reqular si o/ (t) # 0 para todo t € I. Es decir, el vector tangente es no nulo en todo
instante ¢. Equivalentemente, |o/(t)| > 0, para todo t € I.

Definicién 1.1.3. Sea o : I C R — R? una curva regular. Definimos la funcién longitud
de arco mediante
s:ICR— R

t— s(t) = / |/ (t)] dt.

Esta funcién es invertible por ser estrictamente creciente, ya que s'(t) = |&/(t)| > 0. La
funcion s no depende de la parametrizacion escogida.

Es posible considerar cualquier curva parametrizada por el arco (abreviadamente
p.p.a.), es decir, con velocidad constante |o/(s)| = 1. Para ello, como s = s(t) es in-
vertible, basta considerar el cambio de pardmetro ¢ = ¢(s).

Definicién 1.1.4. La base ortonormal positivamente orientada dada por
{T(s) =d(s), N(s) = Jd/(s)},

donde s es el parametro arco, recibe el nombre de diedro de Frenet.
Estudiando la variacién del diedro de Frenet a lo largo de la curva se deducen las
ecuaciones de Frenet dadas por

{ T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T'(s),

donde k = k(s) es la funcién curvatura de la curva (que intuitivamente mide cémo se
dobla la trayectoria segiin se avanza por la misma) y que se puede calcular de las siguientes
maneras:

k(s) = (T'(s), N(s)) = (0(s), JT(s5)) = (a(s), Ja/(s)) = det(c/(s), " (s)).

Aqui (-,-) denota el producto escalar usual y det la funcién determinante.
La curvatura de una curva no depende de la parametrizacién escogida. Por tanto, la
longitud de una curva y su curvatura son invariantes geométricos intrinsecos de la curva.

Observacion 1.1.1. Téngase en cuenta que si estamos trabajando con una curva para-
metrizada no necesariamente por el arco, resulta que
det(a/, o) o Jo!

e T Y

o] ~ o)

Seccién 1.1. Curvas planas regulares 14



CAPITULO 1. PRELIMINARES
Ejemplo 1.1.1.

Recta. Una recta puede parametrizarse mediante
a:R— R?

t— a(t) = (xo + tvy, yo + tvg),

donde Py = (z0,%0) es un punto de la recta y ¥ = (v1,v3) su vector director (véase
la Figura 1.2). El vector tangente es precisamente el vector director de la curva, que
podemos tomar unitario para que la recta esté p.p.a.:

a'(t) = (v, v) =0,Vt €R,
y por tanto, la aceleracion es nula:
o"(t) = (0,0) = 0,Vt € R.

De aqui se deduce que la curvatura de cualquier recta es idénticamente nula k£ = 0.

Figura 1.2: Recta: k = 0.

Ejemplo 1.1.2.

Circunferencia de radio R>0. Podemos suponer sin restricciéon que la circunfe-
rencia estd centrada en el origen. La ecuacién cartesiana vendrd dada por x2? + y? = R?,
donde R > 0 es el radio de la circunferencia (véase Figura 1.3). Pasando a coordenadas
polares, podemos considerar x = Rcosf e y = Rsenf. De esta manera, la circunferencia
viene dada por la siguiente parametrizacion:

a:[0,27] — R?

0 — a(0) = R(cosf,sen?).

Su vector tangente es
a'(0) = R(—send, cosb),

y su vector aceleracion es
a"(0) = R(—cosf, —senf) = —R(cos 0, senb).

Calculemos ahora su curvatura y, para ello, vamos a considerar su parametrizacion por
el arco:

Seccién 1.1. Curvas planas regulares 15
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s=s(0) = /|o/(9)| df = /Rd@zR@.
La nueva parametrizacion sera entonces

a:[0,27R] — R?

s s
s—a(s) =R (cos (—) , sen <—>> :
(s) I 7
Ahora su vector tangente es unitario:

0= (-sn(3) e (3))

y su vector aceleracion viene dado por

a’(s) = % (— Cos (%) , — sen (%)) = }%Jo/(s).

1
De aqui se deduce que la curvatura es constante (no nula), k = 7 justamente el inverso
del radio R.
. . . . 1
Figura 1.3: Circunferencia de radio R: k = R

A~

A
w

Ejemplo 1.1.3.

Catenaria Llamaremos catenaria de cuerda a > 0 a la curva formada por una cuerda
suspendida entre dos puntos fijos dentro de un campo de gravedad uniforme, de manera
que la cuerda no estd sometida a otras fuerzas distintas de su propio peso y a es la
distancia minima entre la cuerda y el suelo.
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Para estudiar la catenaria, vamos a considerar el grafo = acosh(?) cony € Ry a > 0
(véase la Figura 1.4). Lo hacemos de esta manera no convencional, ya que mas adelante
nuestra finalidad sera rotarla alrededor del eje vertical para obtener la catenoide.

Por tanto, la catenaria vendra dada por la siguiente parametrizacién:

a: R — R?

s a(t) = (acosh (2) ,t) |
o(t) = (senh (2) ,1) |
o' (t) = Gcosh <2) ,0) |

Calculemos ahora su curvatura y, para ello, vamos a considerar su funciéon longitud
de arco.

t t
s=s(t) = /|o/(t)| dt :/\/semh2 (—) +1dt :/\/cosh2 (—) —1+1dt=
a a
t t
= /cosh <—> dt = asenh <—> .
a a
Entonces t = a arcsenh (i) La nueva parametrizacion por el arco serd entonces:

a: R — R?

s a(s) = (a cosh <M> , a arcsenh (f)> :
a a

Siguiendo la Observacion 1.1.1, se tiene:

Su vector tangente es

y su vector aceleracion es

k(t) = 1 senh (é) 1 B %cosh (ﬁ) B _71
~ cosh® (5) 1 cosh (z) 0 ~ cosh® (ﬁ) ~ cosh? (ﬁ)

_ s : 2 (t\ _ 2 (t\ _ 52 _ a?+s?
Puesto que ¢t = a arcsenh (a), se tiene que cosh (a) = 1 + senh (a) =14+5%5 = )
Por tanto,
—a
k(s) = ——.
s? + a?
Observacion 1.1.2. Nétese que la expresion de la curvatura de la catenaria que obte-
nemos aparece con signo opuesto a la expresiéon mas habitual k(s) = .z sto se debe
a que la catenaria de la Figura 1.4 se recorre de abajo a arriba, es decir, recorremos la
catenaria en sentido horario, al contrario que con el calculo usual de la catenaria en el
que se recorre en sentido antihorario. Este hecho es comin a cualquier curva, de manera
que un cambio de sentido de recorrido cambia el signo de la curvatura.
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—a

Figura 1.4: Catenaria de cuerda a: k(s) = T
s?+a

1.2. El Teorema Fundamental de la Teoria Local de
Curvas Planas

Consideremos una curva C' p.p.a. y su diedro de Frenet {T'(s), N(s)} en cualquier
punto «(s) de la curva. Tracemos la semirrecta horizontal que pasa por ese punto y
consideremos un vector director # unitario con origen en ese punto (véase la Figura 1.5).
Denotamos 0(s) al dangulo entre T'(s) y 1, es decir:

0(s) == L(T'(s), u).

Figura 1.5: Angulo 0.

Seccién 1.2. El Teorema Fundamental de la Teoria Local de Curvas Planas 18
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Teniendo en cuenta que tanto 7" como # tienen mddulo 1, tenemos que

(T’ @)
Tl

— (T, ).

cosf =

Por tanto, derivando con respecto al pardmetro arco (notamos por * la derivacién
respecto a s), y usando las ecuaciones de Frenet, la igualdad anterior y que N es unitario,
se tiene:

—sen(0)0 = (T, @) + (T, i) = (T, @) = k(N, @) =
7 ™ = [
:k]NHu\cos<9+§>—kcos(€+2)— ksend.

Entonces podemos concluir que k = 6, es decir, la curvatura de una curva mide la
variacion del angulo que forma su recta tangente con una direccién fija:

_do
=

Esta ultima interpretacion de la curvatura de una curva plana nos permite probar el
primer resultado de esta teoria.

k(s) = 0(s)

1.2.1. (Teorema Fundamental de la Teoria Local de Curvas Planas)

Sea k : I C R — R una funcion continua cualquiera. Entonces existe una curva
parametrizada por el arco, tal que su curvatura es la funcion prescrita k. Ademds, la
curva es unica salvo movimientos rigidos directos (rotaciones y traslaciones) del plano.

Demostracion. Definimos en primer lugar la funcién

Esta funcion estd determinada salvo una constante de integraciéon 6y € R. A continuacion
definimos, z(s) := [ cos(0(s))ds e y(s) := [sen(f(s))ds. De esta manera, consideramos
la curva dada por

que esta determinada salvo una constante de integracion a; y as en cada componente.
Entonces, se tiene:

a(s) = (2(s),y(s)) = (cosb(s),senb(s)).
Observamos que tenemos una curva p.p.a. Ademas:

a(s) = (Z(s),i(s)) = (—senb(s)f(s),cosb(s)0(s)).

Por tanto, la curvatura de la curva a vendra dada por

: . cosf(s) senf(s)
a(s) = det(a(s), a(s)) = —senf(s)f(s) cosB(s)d(s)|
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— 0(s)(cos? O(s) + sen?A(s)) = O(s) = k(s).

Por tanto, hemos probado que « es una curva p.p.a. tal que su curvatura es k y,
ademds, esta determinada salvo las constanes 6y, a; y as. 0y corresponde a una rotacion
de ese mismo angulo y (ay, ay) corresponde a una traslacién de a. Es decir, la curva esta
determinada salvo movimientos rigidos directos.

O

Describimos a continuacién algunas funciones elementales, que nos van a conducir a
curvas planas ya conocidas previamente.

Ejemplo 1.2.1.

k=0. Por el teorema anterior, existe una tunica curva (salvo movimientos rigidos)
p-p-a. cuya curvatura es k = 0. Necesariamente esa curva es una recta. En efecto:

6(s) = 6 donde 6y € R. Y sean z(s) := [cos(f)ds e y(s) := [sen(fy)ds. Luego
x(s) = cos(fy)s e y(s) = sen(fy)s.

De aqui s = Cos‘fao) y por tanto, y = sen(&o)#(eo). Es decir, tenemos y = tan(fy)x,

que la ecuacion de una recta con pendiente . Salvo traslaciones, tenemos todas
las rectas del plano.

Ejemplo 1.2.2.

k=ky >0. Por el teorema anterior, existe una tnica curva (salvo movimientos rigi-

dos) p.p.a. cuya curvatura es k = ko. Veamos que esa curva es la circunferencia de
radio R = 1/k.

Consideramos 0(s) := [ kods, por tanto 6(s) = kos + 6y donde 6y es la constante
de integracién que vamos a tomar como 6y = 5. Y sean z(s) := [ cos(kos + 5)ds e
y(s) := [sen(kos + Z)ds. Luego

_ sen(kos + 3)s  cos(kos)

x(s) =
(s) e e
e
(s) cos(kos + 5)s  sen(kos)
y(s) = — = :
ko ko
Hemos obtenido la curva a(s) = %(COS(]{?()S), sen(kgs)). Es decir, tenemos una cir-
cunferencia de radio k—lo Salvo traslaciones, tenemos cualquier circunferencia del

plano con ese radio.

Ejemplo 1.2.3.

a
k(S) = CLQ——|—32, a #O

Por el teorema anterior, existe una tnica curva (salvo movimientos rigidos) p.p.a.
cuya curvatura es k(s). Veamos que esa curva es la catenaria de cuerda a > 0.
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Consideramos 0(s) := [ k(s)ds = [ %= ¢ ds, por tanto
1 a % s
0(s) = @/st / ey ds = arctan <a)
Sean ahora z(s) := [ cos(arctan (£))ds e y(s) f sen(arctan (£))ds. Para calcular

estas 1ntegrales usaremos que cos(arctanz) = \/7 y sen(arctanz) = -

Por tanto, tenemos:
x(s) = /cos (arctan ds —/
/1 —l—

/ cosh(v dv =a / dv = av = a arcsenh <§>
\/ 1+ senh a

(habiendo usado el cambio de variable s = asenh(v)). Y tenemos

y(s) = /sen (arctan ds = / \/T
/—du—a\/ﬂ:a\/1+ (2)2

(habiendo realizado el cambio de variable u =1+ (2)2)

a(s) = (a arsenh (Z) saq/ 1+ (2)2) ,

cuya ecuacion cartesiana es y = acosh (%), es decir, la parametrizacion correspon-
diente a la catenaria, que estd girada 90° respecto a la parametrizacion usada en el
Ejemplo 1.1.3.

Hemos obtenido:

1.3. Superficies parametrizadas

Definicién 1.3.1. Llamaremos superficie parametrizada reqular (véase la Figura 1.6) a
un subespacio topolégico S C R? tal que para cada p € S, existen abiertos U C R? y
V C S, con peV, yuna aplicacion diferenciable

X:U—R?

(u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

Seccién 1.3. Superficies parametrizadas 21



CAPITULO 1. PRELIMINARES
que verifica:

1. X es homeomorfismo.

2. dX, : R? — R? es inyectiva para cada p € U.

Figura 1.6: Superficies parametrizadas.

X

Dicha aplicacién X recibe el nombre de carta y juega el papel de parametrizacién en
el caso de las curvas planas. Por ello hablamos de que la aplicacion X es una superficie
parametrizada. Esta aplicacion es diferenciable y, por tanto, existen las derivadas parciales
X,y X,. Estas derivadas reciben el nombre de vectores coordenados y van a ser vectores
tangentes a S, es decir, van a generar el plano tangente a la superficie.

Por 1ltimo, exigimos que S sea regular, es decir, que X, y X, sean linealmente inde-
pendientes, lo que ocurrird cuando X, x X, # 0 (nétese que este producto vectorial nos
dard como resultado un nuevo vector que sera normal al plano formado por los vectores
tangentes coordernados).

Ejemplo 1.3.1.
Plano. Un plano (véase la Figura 1.7) viene dado por la siguiente parametrizacion
X:R*? — R}
X(u,v) = Py + um + v,

donde Py = (xo, %o, 20) €s un punto y i = (mq, mg, m3) y W = (wy, wy, w3) son los
vectores directores del plano. Por tanto,

X(u,v) = (g + umy + vwy, yo + ums + vws, 2o + umg + vws),

X, = (m1,mg,mg) = m
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y

Xy = (w1, wy, w3) = 0.

Por otra parte, las derivadas parciales de segundo orden van a estar relacionadas
con la curvatura de la superficie, es decir, con el hecho de si la superficie se dobla
més o menos. En este caso X, = Xy = Xy = (0,0,0), la superficie no se dobla,
tal y como podiamos intuir al tratarse de un plano.

Figura 1.7: Plano.

Ejemplo 1.3.2.

Esfera de radio R. Como sélo nos importa su geometria independientemente de
su posicién, vamos a suponer que la esfera (véase la Figura 1.8) estd centrada en
el origen. La ecuacién cartesiana vendra dada por 22 + y? 4 22 = R?, donde R > 0
es el radio de la esfera. Pasando a coordenadas geograficas podemos considerar
x = Rcos(p) cos(A), y = Rcos(p)sen(\) y z = Rsen(p), donde ¢ es la latitud y A
la longitud. De esta manera, la esfera viene dada por la siguiente parametrizacion:

X (—7/2,7/2) x (=7, 7) — R?

X(p, A) = R(cos(yp) cos(N), cos(p) sen(N), sen(y)).

En este caso, las derivadas de primer orden nos proporcionan el plano tangente y el
vector normal a la esfera y las derivadas parciales de segundo orden X, X,x = X,
y X nos daran informacién sobre como se curva la esfera, que lo hace de manera
constante intuitivamente.
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Figura 1.8: Esfera.

Al igual que en el caso de las curvas planas, la parametrizacién de una superficie no
es unica y por ello las propiedades de la superficie no deberdan depender de ella.

Geometria de una superficie parametrizada

Consideramos una superficie paramertrizada S con parametrizacion X = X (u,v).
Para estudiar la geometria de cualquier superficie regular se utilizan principalmente la
primera y la segunda forma fundamental.

La primera forma fundamental nos permite calcular medidas en la superficie (éreas,
angulos, longitudes). Viene expresada de la siguiente manera:

I = ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

donde E = |X,|?, F = (X,,X,) y G = |X,|]%.

Por otro lado, la segunda forma fundamental nos ayuda a estudiar la curvatura de
una superficie. Viene expresada de la siguiente manera:

II = edu® + 2fdudv + gdv?,
det(Xpw Xoo Xo) - det(Xu Xuu X,)  det(Xon, Xu, X,)
VEG-r2 ' T T VEa—r VYT T JEG-rm

Observacion 1.3.1. Notese que estas expresiones estan bien definidas, ya que EG —
F? = | X, AX, 2 — (X, Xo)? = | Xy x X,|> # 0, puesto que X, y X, son linealmente
independientes por ser la superficie regular.

donde e =

Ademas, el vector normal unitario a la superficie viene dado por
X, X X,
VEG — F?
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Las curvas resultantes de cortar la superficie con el haz de planos con direccion este
normal recibe el nombre de secciones normales (véase la Figura 1.9).

Figura 1.9: Secciones normales.

Se define la curvatura normal como el cociente de las dos formas fundamentales.

_edu? 4 2fdudv + gdv?
" Bdu? + 2Fdudv + Gdv?

Si consideramos la direccién tangente A = Z—Z y dividimos en la expresién de k, por du?
en el numerador y en el denominador, tenemos:

e+ 2f\ + g\?
k, = k,(\) = :
() E+2FX+ GX?

La curvatura normal se calcula en cada punto de la superficie y depende de la direccion
tangente de A. Un resultado importante en esta teoria nos asegura que en cualquier punto
de toda superficie existe una maxima y una minima curvatura normal, k; y ko, que reciben
el nombre de curvaturas principales.

Definicién 1.3.2. Se define la curvatura de Gauss K como producto de las curvaturas

principales, es decir, K = ky1ks. Y se define la curvatura media H como la media aritmética

- . ky + K
de las curvaturas principales, es decir, H = ! 5 2,

Observacion 1.3.2. El tipo de superficies que vamos a estudiar a lo largo del trabajo
son las superficies de revolucion de tipo Weingarden y para estas superficies va a existir
una relacién funcional entre las dos curvaturas principales.

1.4. Superficies de revolucion

Estudiaremos un tipo de superficies llamadas de revolucién, que se generan por la
rotacién en el espacio de una curva plana alrededor de un eje (véase la Figura 1.10).
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Vamos a considerar en R?® la curva generatriz C' contenida en el plano zz, es decir,
parametrizada de la siguiente manera:

x = xz(t)
C = y =0,
z = z(t)

donde t € I, con I C R un intervalo. Esta curva la vamos a revolucionar considerando el
eje z como eje de revolucion y asi vamos a obtener la superficie de revolucion generada
por C. Por tanto, la superficie de revolucién que denotaremos Sc posee la siguiente
parametrizacion

So = X(t,0) = (z(t) cos(0), z(t) sen(0), z(t)),
donde t € I 'y 0 € (0,27).

Figura 1.10: Superficie de revolucién.

Si la curva C' es regular, podemos considerar sin restriccién que C' esta p.p.a. y asu-
mimos que C no toca al eje de z de revolucion:

C:{x:x(s)>0,

<= Z(S)7

| =xz—2Z.

con s € I. Como C estd p.p.a. sabemos que i2+2% = 1y, ademés, k(s) = P

La parametrizacion de S¢ se reescribe como
Sc = X(s,0) = (z(s) cos(0), z(s) sen(h), z(s)),

cons € lybfe(0,2r). Vamos a calcular la primera y la segunda forma fundamental de
Sc en las coordenadas curvilineas (s, #). Para ello calculamos las derivadas parciales de
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primer y segundo orden. Por una parte, abreviando sin especificar la dependencia respecto
de s, tenemos:

{ X, = (2 cos(0), zsen(0), 2),
Xy = (—zsen(h), z cos(),0),

y, por otro lado:
Xss = (2 cos(0), Zsen(0), 2),
Xso = Xps = (—asen(0), @ cos(f),0),
Xgg = (—x cos(#), —xsen(h),0).

En consecuencia, los coeficientes de la primera forma fundamental vienen dados por
= |X,|* = 2% cos()* + i?sen(0)* + % = i* + 2 =1,

F = (X, Xg) = —xd cos(0) sen(0) + xi sen(f) cos(d) = 0,
= | Xp|* = 2*sen(9)* + 2* cos()? = 2* > 0.

Por tanto, la primera forma fundamental de S¢ viene dada por I = ds* + z(s)?d6?. Y
de aqui se tiene que VEG — F? = V2?2 = 1.

Por otra parte, se tiene:
Z cos( Z sen(0)

0) Z
det(Xys, Xs, Xg) = | @cos(0) dsen(l) 2| = —xiz+ xii=ux(iZ—i2),
—xsen(f) wzcos(f) 0

—isen(f) dcos(f) 0
det(Xyp, X5, Xy) = | ©cos(f) dsen(d) 2| =0,
—zsen(f) wxcos(fd) O

puesto que aparecen dos filas proporcionales, y finalmente

=)

—xcos(f) —xsen(d)
det(Xgg, X, Xg) = | @cos(f)  dsen(d) 2| =%
—zsen(f) xcos(f)

N

=)

Por consiguiente, los coeficientes de la segunda forma fundamental vienen dados por

w(@s—i2)
e="""""1 — i — i3,
x
[ =0,
x23 )
g="=uzxz
x

Observamos que para las superficies de revolucion tenemos siempre que f = F' = 0.
Por tanto, las expresiones para la curvatura media H y la curvatura de Gauss K se
simplifican, obteniéndose:

g _L1eG—2fF+gE 1eG+g 1(@F—ifa’+ai 1( 2
2 EG-F2 2 G @ 2 x2 2 ’
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- eqg — f2 g (22 — Z2)x2 _ (22 — £2)2 :ké
EG—-F? @G x? x T
Ademas, las curvaturas principales se pueden expresar a partir de la curvatura media
y la curvatura de Gauss de la siguiente manera k; = H ++/ H? — K, i = 1,2. Por tanto,

en el caso de las superficies de revolucion, las curvaturas principales vienen dadas por

leG+g 1eG+g\° eg
s TR = L (1O

_16G+gi\/1(eG+g)2 @_36G+gi\/(eG+g)2—eg4G_

2 G 4 G d 2 G AG?
_16G+gi (eG—g)2_leG+gieG—g

2 G 4G22 G 2G

_2eG 29 g oz E  Z(s)
Luego,k:l—2G—e—k(s)yk2—2G_G_x2 e = 2

1.5. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den

En esta seccién vamos a incluir algunos conceptos bésicos acerca de la resolucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Esto se debe a que posteriormente,
en el Capitulo 4, necesitaremos resolver ciertas ecuaciones diferenciales para poder llegar
a los resultados a los que va encaminado este trabajo.

En concreto, comenzaremos recordando el concepto de ecuacién diferencial ordinaria
de primer orden y los métodos de resoluciéon para ecuaciones separables o de variables
separadas y lineales.

Definicién 1.5.1. Llamaremos ecuacion diferencial ordinaria de primer orden a una
ecuacién cuya incognita es una funcién que depende de una unica variable y en cuya
expresion solo intervienen la variable y la primera derivada de la funcién incoégnita, ademéas
de ella misma.

Vamos a denotar la funcién incégnita por y = y(z), donde = es la variable indepen-
diente. Con esta notacién, podemos expresar la ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden de manera implicita mediante una expresién del tipo F(z,y,y’) = 0, o de manera
explicita por ¢’ = f(x,y), siendo F'y f funciones.

[lustremos un par de métodos de resolucién para ciertos tipos de estas ecuaciones
diferenciales.
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Ecuaciones separables

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden se dice separable o de variables
separadas si puede expresarse de la siguiente manera en forma explicita:

donde g(z) y h(y) son funciones continuas de una variable. Distinguimos dos posibles
tipos de soluciones:

» Si existe yp € R tal que h(yp) = 0, entonces la solucién constante y(x) = yo es
obviamente solucién de la ecuacién.

» Siempre que h(y) # 0, reescribimos la ecuacién como una igualdad de diferenciales
en diferentes variables e integramos en ambos miembros:

dy dy dy
P —gh(s) = 1 = a(ade = [~ [ g(aran

Una vez resueltas ambas integrales, basta despejar y (si fuese posible) para encontrar
la solucion de la ecuacién, considerando una 1inica constante esencial de integracion.

Ecuaciones lineales

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se dice lineal si puede expresarse
de forma explicita de la siguiente manera:

Yy + P(z)y = Q(x),

con P(z) y Q(x) funciones continuas. Para resolver este tipo de ecuaciones, se hace uso
de un factor integrante, concretamente pu = e/ P@4 > (. Multiplicamos ambos miembros
de la igualdad por p y resulta:

el Pt (y) + P(z)y) = e/ PO Q(z).

Observamos que en el primer miembro de la igualdad, tenemos la derivada del producto
el P@dzy, Reescribimos e integramos:

(efP(x)d:cy)l _ efP(a:)de(x) = efP(x)d:r:y _ /efP(x)d:r:Q(x) dr.
Finalmente, despejamos la incognita y obtenemos la solucién de la ecuacion diferencial

lineal:
y(m) _ e—fP(z)d:v/efP(z)sz(l,> dr.
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Capitulo 2

El Problema de Singer

Hasta ahora, gracias al Teorema Fundamental de la Teoria Local de Curvas Planas,
hemos conseguido determinar una curva plana a partir de su curvatura en términos del
pardmetro arco. Sin embargo, en la mayoria de las ocasiones es complicado realizar los
calculos necesarios para determinar dicha curva. David A. Singer [19] se planted este
problema cambiando el enfoque haciéndose esta pregunta: jsera posible determinar una
curva plana si se prefija su curvatura en términos de su posicién? Este problema se conoce
con el nombre de Problema de Singer.

En una primera instancia parece que lo tinico que hizo Singer fue complicar més las
cosas, ya que en este caso la curvatura dependeria de dos variables en lugar de una
(pasariamos de k = k(s) a k = k(z,y)). Cabe destacar que este caso incluye las famosas
curvas eldsticas de Euler (véase [20]), utilizadas en Ingenieria, ya que en un cierto sistema
de referencia todas las elasticas cumplen k(z) = 2Ax con A > 0. Ademads, analiticamente
estarfamos planteando el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales dificil de resolver
en la mayoria de los casos:

'(t)y"(t) — 2" ()y' ()
(@'(t)* + /' (1)?)

Es por ello que Singer se planted ejemplos especificos en los que la curvatura de la
curva dependiera de su posicion. Concretamente, estudié el caso en el que la curvatura
fuera igual a la distancia al origen, es decir, k(z,y) = /22 + y2. Singer prob6 que dada
una curva con curvatura prefijada k(r) donde r = /22 + y?, se puede determinar la curva
correspondiente con dicha curvatura a través de integrales, siempre y cuando la funcién
rk(r) sea continua. En particular la lemniscata de Bernouilli (véase la Figura 2.1) es una
de las curvas que satisface k(r) = r.

Motivados por el problema de Singer y las elasticas de Euler, vamos a centrar nuestro
estudio en determinar curvas planas cuya curvatura dependa tnicamente de la distancia
a una recta fija, en concreto, la distancia hasta el eje. De esta manera, las curvaturas de
las curvas a estudiar van a depender de una distancia extrinseca a ellas mismas.

Todo este estudio lo hacemos con el objetivo final de que, una vez determinadas estas
curvas, Unicamente nos quedara revolucionar tomando como eje la recta fijada y podremos
estudiar las superficies de revolucion de tipo Weingarten, objeto de este trabajo.

k(x(t),y(t) =

win
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Figura 2.1: Lemniscata de Bernouilli: k(1) = r.

2.1. Curvas con curvatura dependiendo de la distan-
cia a un eje

Con la idea de tomar nuestras curvas como curvas generatrices de una superficie de
revolucion en R?, situamos las mismas en el plano xz. Sea pues la curva a(s) = (z(s), z(s))
p.p-a. y asumimos que su curvatura dependa unicamente de la distancia al eje z; es decir,
k = k(x). Segin las ecuaciones de Frenet de a, tenemos que:

(i,%) = k(—%, &) i=—k:

(=%,8) = —k(d, 2) 5 = ki.

Definicién 2.1.1. Dada una curva o = (z,z) : I € R — R? parametrizada por el arco,
llamaremos momento lineal geométrico de a a la funcién diferenciable dada por

K(s) :=(T(s),(0,1)) = 2(s), se€l.

La interpretacién fisica es que el momento lineal geométrico de una curva hace refe-
rencia al momento lineal o cantidad de movimiento de una particula de masa unidad que
sigue la trayectoria a(s) con velocidad unitaria.

Observacion 2.1.1. Si a = (z, 2) no estd parametrizada por el arco, teniendo en cuenta
que T' = o'/ || se tiene que, para una parametrizacién cualquiera o = «(t) = (z(t), 2(t))
el momento lineal geométrico viene dado por:

El signo de la funcién K depende de la orientacion de recorrido de la curva. Un cambio
de sentido de recorrido provoca un cambio de signo del momento lineal geométrico.

—T

Ejemplo 2.1.1. La recta y = tan 6oz con th € (5,
mediante z(s) = cos s, z(s) = sen fys. Por tanto:

%) puede parametrizarse por el arco

K=senf, € (—1,1).
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Ejemplo 2.1.2. La circunferencia de centro (a,0), a € R, y radio R > 0 puede parame-
trizarse por el arco mediante z(s) = a + Rcos 3, 2(s) = Rsen 5. Asi K(s) = cos . Por
tanto:

T —a
R

Ejemplo 2.1.3. La catenaria de cuerda a > 0, dada por x = cosh Z, z € R se parametriza
mediante a(t) = (acosh £, a). Usando el Ejemplo 1.1.3 tenemos que |o/(t)| = cosh . Por
tanto, usando la Observacién 2.1.1:

K(z)=

2 (t) 1 1 a
la/(t)]  coshi 2z g(t)

Asi pues, el momento lineal geométrico de la catenaria de cuerda a > 0 viene dado por:

Ejemplo 2.1.4. La cicloide de radio R > 0 se define como la curva descrita por un punto
de la circunferencia de radio R cuando ésta rueda a lo largo de una linea recta. Viene
parametrizada por «a(t) = (R(1 — cost), R(t —sent)) con t € R (véase la Figura 2.2).

Figura 2.2: Cicloide de radio R > 0.

N

%

Se tiene que z'(t) = Rsent y que 2/(t) = R(1 — cost) = 2Rsen?(t/2). Asi, 2/(t)? +
Z/(t)? = 4R%*sen?(t/2). Usando la Observacién 2.1.1, resulta

2 (#) 2R sen*(t/2)
) — =
(t) V' ()2 + 2/ (1) \/ARZsen2(t/2)

= sen(t/2).
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Teniendo en cuenta que x = R(1 — cost) = 2R sen?(t/2) concluimos finalmente que

En todos estos ejemplos, partiendo de la curva « inicial, tenemos que K(s) = 2(s) y
por tanto K(s) = Z(s) = k(z)2(s). En consecuencia:

dK = K(s)ds = %(s)ds = k(x)i(s)ds = k(x)dz.

Luego, el momento lineal geométrico puede interpretarse como una primitiva de la funcién
curvatura, es decir:

(2.1) K(x) :/k‘(x) dz.

Ademds, como la curva o estd p.p.a. tenemos que % + 22 = 1, y por consiguiente,
%2 4+ K? = 1. De aqui se obtiene la siguiente ecuacién diferencial de variables separadas

d
d—m —i=+/1-K(z)
s
Tenemos dos opciones (véase la Seccién 1.5):

Si & = 0: entonces K? = 1 y tenemos una recta vertical paralela al eje 2.

C . dr __ : _ dx
Si & # 0: por tanto, de &2 = /1 — K(z)? podemos deducir ds = Tk Luego

de = f\/%7 €S deCiI"
(2.2) s=s

<x>=/¢%@f

siempre que K(x)? < 1. De aqui, invirtiendo s = s(z) podemos deducir = = z(s).

Finalmente, como K(s) = £(s), se tiene que % = K(z(s)), es decir:

(2.3) 2= o(s) = //qg;(s)) ds.

Por tanto, para determinar una curva con curvatura que dependa de la distancia al
eje z, es decir, partiendo de una curvatura k(x), basta resolver las integrales (2.1), (2.2)
y (2.3), donde la tnica constante esencial estd en la resolucién de la primera de ellas. En
la segunda, la constante sélo representa una traslacion del parametro arco y la tercera
supone una traslaciéon a lo largo del eje z.

En resumen, hemos probado el siguiente resultado local.
2.1.1. Cualquier curva plana o = (z,z) : I € R — R? estd univocamente
determinada, salvo traslaciones a lo largo del eje z, por su momento lineal geométrico

K = K(z) como funcion de su coordenada (no constante) x. Ademds, la curvatura de o
viene dada por k(x) = K'(z).

[lustremos algunos ejemplos sencillos de aplicacién del Teorema 2.1.1.
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Ejemplo 2.1.5.

k=0. Veamos a partir del procedimiento anterior que la curva definida por esta cur-
vatura es obviamente cualquier recta.

Consideramos, a partir de (2.1), K(z) = Ky, con K, una constante en el intervalo
(—1,1) que podemos elegir como Ky = sen(fp) con 6y € (5*, %) . Ahora calculamos s a
partir de (2.2):

(@) = / \/$nz(90) - / \/COCZ;W N 008100) / = COSJ(CQO)'

Calculando la inversa, tenemos que z(s) = cos(6p)s.

Por 1ltimo, de (2.3), z(s) = [ sen(bp) ds = sen(fy)s. Asi a(s) = (cos(6o)s,sen(hy)s), es
decir, tenemos una recta que pasa por el punto (0, 0) y con vector director (cos(6y), sen(6y)),
esto es, con pendiente m = tanfy. En particular, si 6y = 0, entonces tendremos «a(s) =
(s,0), es decir, una recta horizontal. Salvo z-traslaciones, tenemos todas las rectas (no
verticales) del plano. Por tanto, podemos concluir que las rectas no verticales estan de-
terminadas por el momento lineal geométrico constante X = sen(fy) con 6y € (5, 5).
En particular, una recta horizontal esta caracterizada por su momento lineal geométrico

nulo, esto es, = 0.

Ejemplo 2.1.6.

k=ky >0. Veamos que la curva definida por esta curvatura es obviamente la circun-
ferencia de radio k—lo

De (2.1), K(z) = kox + Ky, con Ky € R. Por tanto, realizando la integral (2.2)
obtenemos:

1
= — arcsen(kor + Kj).

dx
S(l") = / \/1 — (k‘ox + KO)Z ko

Calculando la inversa llegamos a que z(s) = k—lo(sen(kos) — Ky).
Por tltimo, de (2.3)

2(s) = /(k’ox(s) + Ky)ds = /sen(kos)ds = _ki cos(kos).

0

Luego
1
a(s) = ko

es decir, tenemos una circunferencia recorrida en sentido horario de radio R = é y de
centro (—Ky/ko,0).

Obtenemos asi todas las circunferencias de radio % y centro situado en el eje x. Salvo
z-traslaciones, obtendriamos cualquier circunferencia del plano con ese radio. Por tanto,
podemos concluir que las circunferencias con curvatura kg > 0 estan determinadas por el
momento lineal geométrico proporcional a la distancia al eje z, es decir, K(x) = koz + Ko,
con kg >0y Ky € R.

(sen(kos) — Ko, — cos(kos)) ,

Si Ky = 0 la circunferencia estd centrada en el origen y por tanto, el momento lineal
geométrico K(x) = koz caracteriza a todas las circunferencias con centro en el eje z.
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Una vez vistos estos dos ejemplos sencillos, vamos a realizar los calculos para otros
ejemplos mas sofisticados en los que nos aparecen unicamente funciones elementales a la

hora de resolver las integrales correspondientes. Comparese con el estudio realizado en
[12].

2.2. Familias de curvas integrables

2.2.1. Curvas planas tales que k(x)=C/x?, C#£0

Sea k(x) = C'/z* con C # 0 constante. Veamos que una curva destacada definida por
esta curvatura es la catenaria.
Consideramos K(z f dxr = ZC + Ky, con Kj constante que vamos a considerar
Ky = 0. Ahora calculamos

dx dx )
/m /\/T /\/;d$ /du u=a?-C?,

(hemos hecho el cambio u = /2% — C?). Calculando la inversa tenemos que z(s) =
V's? + C?. Por tltimo calculamos:

0= [ - et~ | -

el el
cosh()

\/ senh

(hemos hecho los cambios u = & y u = senh(v)). Luego

—C’/dv = —Cv = —Carcsenh(u) = —Carcsenh (%) ,

a(s) = (\/m, —(Carcsenh <%>) = (C’ <g>2 + 1, —Carcsenh (%)) ,

es decir, hemos obtenido la expresion de la catenaria de cuerda a = |C] recorrida de abajo
a arriba (véase la Figura 2.3).

Como consecuencia del Teorema 2.1.1, concluimos con el siguiente resultado de uni-
cidad.

2.2.1. La catenaria es la unica curva plana, salvo traslaciones en el eje z,
con momento lineal geométrico K(x) = C/x con C # 0.
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Figura 2.3: Catenarias con distintas cuerdas a = |C/|.

2.2.2. Curvas planas tales que k(x)=Ce", C>0

Sea k(z) = Ce® con C' > 0 constante. Si C' = 0, tendremos k(x) = 0, es decir, una
recta y si C' < 0, inicamente nos cambia el signo de la curvatura, es decir, el sentido de
recorrido de la curva. Esta situacion se va a repetir en todos los ejemplos posteriores y

por ello, vamos a considerar siempre C' > 0.

Veamos ahora quién es la curva definida por la curvatura k(z) = Ce®.

Consideramos K(z) = [Ce*dx = Ce* + Ky, con Kj una constante que vamos a

considerar Ky = 0. Ahora calculamos:

du_

s(x>=/\/%:/t\/%:_/1—uz

(hemos hecho los cambios t = Ce” y u = /1 — t2). Por tanto:

s(z) = —arctanh(y/1 — (Ce®)?).

Calculando su inversa tenemos que:

\/1 — tanh?(—s) 1 1
z(s) =1In =1In (——) ,
C C'Vcosh? s

es decir,
z(s) = —Incoshs — InC.

= —arctanh u

Seccion 2.2. Familias de curvas integrables
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De aqui,
1 ds
_ (—lncoshs—lnC')d — - ds = =
z(s) /Ce 5 /CC’coshs i /COShS

du
— Tl arctan u = arctan(senh s).
u

(hemos hecho el cambio u = senh s).

Luego:
a(s) = (—Incosh s — In C, arctan(senh s)).

Observamos que nos aparecen las curvas conocidas como ”grim-reaper” en funcién del
pardmetro C. (Véase la Figura 2.4).

Figura 2.4: Curvas "grim-reaper” con distinto C.

e T e —

—

Como consecuencia del Teorema 2.1.1, concluimos con el siguiente resultado de uni-

cidad.

Corolario 2.2.2. La curva ”grim-reaper” es la unica curva plana, salvo traslaciones en
el eje z, con momento lineal geométrico K(x) = Ce”.

2.2.3. Curvas planas tales que k(x)=C/cos’x, C>0
Sea k(x) = (Cofx)Q con C' > 0 constante. Veamos quién es la curva definida por esta

curvatura (véase la Flgura 2.5).

Consideramos K(z) = [ (Cogz dr = C'tanz + Ky, con K una constante que vamos
a considerar Ky = 0. Ahora calculamos

2) = / dx B / dx / dr —
B 1/ 1-— (C’tanx)2 B \/1 — 02 (sen;p \/ cosac)2 C2(sen )2 o

cos T COS ZE)2

_/ cos dx—/ 1 du—/ 1 d —
V/1— (senz)? — C%(sen x)? V1—u?—C?u? V1= (1+C?u?

(hemos hecho el cambio u = sen z)
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V1+C2 1
du = arcsen(v' 1+ C?u).
\/1+02/\/1 (V1 + C2u)? V14 C? ( )
Por tanto,
1
s(x) = Niewe: arcsen(v' 1+ C?senz).

Calculando la inversa tenemos que x(s) = arcsen <sen(31% J:gQCZ)> y ahora calculamos:

z(s) = /Ctan(x(s))ds = C/tan (arc sen (SGDS%CQ))) ds =

sen(sv/1+C2)
/ (Tl; ds / sen(sv'1+ C?) gs —
\/ <sen(5\/1+202) \/1 +C sen (sv1+ 02))
V1+C?

sen(sv/1 + C?)
= \/02 I \/02 >
\/02 (cos(s 1+02)) t T

(hemos hecho el cambio u = cos(sv/C? + 1))

_O - —C arcsenh(u)
Finalmente:
2(s) = \/C?Harcsenh(cos(s\/m)) —
_ _—Clo cos(sv/C? +1) n cos(sv/C2 + 1) ? .
N N{ES| & C C =
—C'log ( <cos )+ \/cos 2 4 (]2>>
R Vo1 =
Luego a(s) = (z(s), 2(s)) con
_ sen(sv/1 + C?)
(2.4) x(s) = arcsen ( — ) y

—C V2 V2 2 2 1 o
(2.5) z(s):\/ﬁlog(cos(s C +1)+\/COS(5 C?+1) +C)+mlg0.
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Figura 2.5: Curvas « con distinto C.

Como consecuencia del Teorema 2.1.1, concluimos con el siguiente resultado de uni-
cidad.

Corolario 2.2.3. Dado C > 0, la curva a(s) = (x(s), 2(s))), dada por (2.4) y (2.5), es la
unica curva plana, salvo traslaciones a lo largo del eje z, con momento lineal geométrico
K(z) = Ctanx.

2.2.4. Curvas planas tales que k(x)=C/cosh’x, C>0

Sea k(z) = m con C' > 0 constante. Veamos quién es la curva definida por esta
curvatura.

Consideramos K(z) = [ m dr = C'tanh x + K, con K una constante que vamos
a considerar Ky = 0.
Ahora calculamos:

dx

cosh x (Cosh z)?2

/ \/1 — C’tanh:r / \/1 02 senhgg / \/ (cosh £)2—C?2(senh z)?2

/ coshz / B / 1
v/1+ (senh )2 C’z(senhx V1+ u2 C’2u2 V14 (1—C?)u?
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(hemos hecho el cambio u = senh z). Llegados a este punto tenemos que resolver la
siguiente integral:

_d
/\/1+ 1-C?)u /\/1— T D

donde u = senh z. Esta integral dependeré del valor de C? — 1, por tanto, tenemos que
diferenciar varios casos.

1. £(x)=C tanh(x), con 0<C<1. (Véase la Figura 2.6). Tenemos:

1
e

1
)= / J1+( e Sire

(hemos hecho el cambio t = /1 — C?u)

1 coshu

1 1
\/1—02/\/1—1—152 V1—-C?J /1 + (senhu)?
arcosh(v1 — C?u).

u =

arcosh(t) =

1 | ! !
— = [ 1du= _ L
Nie: / s AN s> N

(hemos hecho el cambio ¢t = senhu). Por tanto, tenemos que:

s(x) = \/%Coarcosh(\/l — (C?senh ).

Calculando la inversa tenemos:

2(s) = arcosh (Sen}gs>> .

De aqui,

= / C tanh(z(s))ds = / C'tanh <arcosh (Senh(‘l/gs)» ds =

C/ Senh(l_l0202s ds — C/ senh(y/1 — C2s)
\/ senh(v1-C?s) >2 \/1 C? + Senh(\/ 028)2

ds =

V1-C?

ds =

B senh(v/1 — C2s) senh(v/1 — C2s)
_C/ \/(cosh(\/i )2 d _C/ \/ CObh(m) -1
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= ¢ / ! du = Laurccoshu
“Vite) Vo1t T Vice |

(hemos hecho el cambio u = <2OA=C*)y "por tanto,

:
9= = (VT

o (m%hﬁ_ﬁ%)+¢(mm@q_ﬁ%»2g

Ji_c2 8 C C

= —1€_02 log (é <cosh(ms) + \/(Cosh(ms))2 - C2>> =

= \/%02 log (cosh(ms) + \/((:osh(\/l—icqs))2 — CQ> _%C? log (%) :

Luego a(s) = (z(s), 2(s)) con

ﬂﬁzmmw(%m(l_C%»

i
y
z(s) = \/%702 log (cosh(ms) + \/((:osh(\/l—i(??s))2 — C’2> —\/%702 log (é) :

2. K(x)=tanh(x). Tenemos:

cosh x

3@:/¢t%§mﬁmz/jié§§m:/¢mww—wmm2

de =

= /coshx = senh zx.

Calculando la inversa tenemos:

x(s) = arcsenh(s).
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Figura 2.6: Curvas con 0 < C' < 1.

De aqui,

/Ctanh (arcsenh(s))ds = / m / \/_du =Vu=V1+ s

(hemos hecho el cambio u = 1 + s?). Finalmente tenemos:

2(s) = V1+s2.

Luego a(s) = (z(s), z(s)) = (arcsenh(s), V1 + s?). Tenemos la catenaria (véase la
Figura 2.7).

3. K(x)=Ctanh(x), con C>1. (Véase la Figura 2.8). Tenemos:

1 1
dt = arcsent =
/\/1—02—1 \/02—1\/1—t2 c?—1
(hemos hecho el cambio t = v/C? — 1u)
1 1

= T arc sen (\/627—1u> = \/ﬁ arc sen <\/627—186I1h 1:) )

Calculando la inversa tenemos:

2(s) = arcsenh (Sen(s ¢ - 1)) |

VT 1

De aqui,

o(s) = / C'tanh(z(s))ds — / C'tanh (arcsenh (SGHSCQL: 1))) ds —
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Figura 2.7: Curva con C' = 1: la catenaria.

sen(svV/C2—1) _C/ sen(s /02_1)
C

2 —1+sen(syC? —1)2

Vo1

= 0/ ot =
\/1 + <sen(3\/021))2

_ C’/ sen(sv/C2 — 1)

-C 1
ds = / du
C? — cos(sv/C? —1)? VC2—1J) /C? — 2

(hemos hecho el cambio u = cos(sv/C? — 1)).

e 1 e
e d = —_—
JeE-1) ¢\ iz @r | Vi1

Finalmente tenemos:

C? -1 C

o) = —<_ arcsen (COS(S ¢ - 1>) |

Luego «a(s) = (z(s), z(s)) con

2(s) = arcsenth (Sen(sm)) .

VoI 1

y

arc sen <

ds =
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. —C At som cos(svC? — 1)
— e :

2(s) = T

Figura 2.8: Curvas con C' > 1.

Curvas planas tales que k(x)=C//z, C>0

2.2.5.
Sea k(x) = % con C' > 0 constante. Veamos quién es la curva definida por esta
curvatura.

Consideramos K(z) = [ \%dw = 2C'y/z + Ky, con Ky una constante que vamos a

considerar Ky = 0.
Ahora calculamos:

N

s(x)—/ dx _/ dz 1 a1tz
) i-@oyze ) Vi-4Cc  —4C? ) i -4l
(hemos hecho el cambio ¢t = 1 — 4C?x). Por tanto:

s(x ! V1—4C2%z.

)= e

Para que esto tenga sentido necesitamos que 1 — 4C?z > 0, es decir, z < ﬁ.
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Ahora calculamos su inversa y tenemos que:

4(C%s)2 =1 1—4(C?*s)?  1—4C*s?
A 7o I To R To R

De aqui:
1 —4C"s?
z2(s) = | 2C\/z(s)ds = | 2C 4—02d8 = [ V1 —4C*s%ds =

1 1 1
— | V1= wldy = — - 20t = —— 2dt =
50 1 — u?du 50 costy/1 — (sent)?dt 50 (cost)=dt

(hemos hecho los cambios u = 2C%s y u = sent)

1 cos(2t)+1 1 1 [sen2t B
—202/ 5 dt—402/c08(2t)+1dt—402( 5 —i—t)—

1 (sen(2(arcsenu)) N 1 [ 2sen(arcsenu) cos(arcsen u) N
= arcsenu | = arcsenu | =
4C? 2 4C? 2
s (wcos(aresenw) + aresenu) = — = (uy/T— o + arcsen )
= —— (ucos(arcsenu) 4+ arcsenu) = —— (uv1 — u? + arcsenu
4C? 4C?
Finalmente:

2(s) = %02 (2023 1 —(2C2%s)? + arc sen(2023)> = % <2028\/1 — 4C*s? + arc sen(202s)> :

Luego:

1—4C*s? 1
a(s) = ( 0 i e <202S\/1 — 4C*s? + arc sen(202s))> )

Observamos que nos aparecen trozos de cicloides (véase la Figura 2.9).
Como consecuencia del Teorema 2.1.1, concluimos con el siguiente resultado de uni-
cidad.

2.2.4. La cicloide de radio R > 0, es la unica curva plana, salvo traslaciones
a lo largo del eje z, con momento lineal geométrico K(x) = 2R \/x.
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Figura 2.9: Trozos de cicloides con distinto C'.

N

Seccion 2.2. Familias de curvas integrables
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CAPITULO 3. MOMENTO LINEAL DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

Capitulo 3

El momento lineal geométrico de
una superficie de revolucion

3.1. Determinacién de una superficie de revolucion

En el capitulo anterior hemos estudiado distintos ejemplos de curvas cuya curvatura
depende de la distancia a uno de los ejes coordenados y para ello la herramienta funda-
mental ha sido el momento lineal geométrico K de cada curva. Hemos puesto de manifiesto
que a través del calculo de tres integrales en las que el momento lineal geométrico fijado
esta implicado, podemos determinar la curva salvo traslaciones a lo largo del eje. Esto nos
ha llevado a la conclusion de que el momento lineal geométrico, al igual que la curvatura,
determina la curva; pero ademas, el momento lineal geométrico también nos determina
la posicion de dicha curva respecto al eje coordenado fijado, hecho que no ocurria cuando
partiamos de la curvatura como dato prescrito.

Todas las curvas estudiadas en el Capitulo 2 las hemos descrito en el plano xz, consi-
derando z el eje horizontal y z el eje vertical, con la intencién de revolucionarlas alrededor
del eje z y asi obtener una superficie de revolucién a partir de la curva de inicio que lla-
mamos curva generatriz o curva perfil de la superficie de revolucion. De manera general,
hemos expresado la curva como a(s) = (x(s),2(s)) con s € I C R el pardmetro arco.
Ahora, si la rotamos alrededor del eje z conseguimos una superficie S, con la siguiente
parametrizacion:

So = X(s,0) = (z(s) cos b, z(s) sen b, z(s)),

donde 6 € (0,27) y s € I C R. Como consecuencia del Teorema 2.1.1 y del hecho de que
si trasladamos la curva generatriz o de una superficie de revolucién S, a lo largo del eje
z obtenemos una superficie congruente a la superficie de revolucion original, concluimos
el siguiente resultado de naturaleza local.

3.1.1. Toda superficie de revolucion S, enR? estd univocamente determinada,
salvo traslaciones a lo largo del eje z, por el momento lineal geométrico K = K(z) de su
curva generatriz o = (x, z), siendo x no constante.

Como ya estudiamos en la Seccién 1.4, las curvaturas principales vienen dadas por
ki(s) = k(s), donde k(s) es la curvatura de la curva perfil a(s) y kao(s) = 2(s)/z(s) =
K(z(s))/z(s). Ademas, por ser superficies de revolucién, estas curvaturas principales van
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a referirse necesariamente a las curvaturas normales de los paralelos y de los meridianos.
Por tanto, a partir de ahora notaremos respectivamente a estas curvaturas principales de
la siguiente manera:

() =) hyle) = 2 = S,

En consecuencia con el Corolario 3.1.1, ponemos de manifiesto que la geometria de
la superficie de revolucién S,, con a = (z,z), se expresa a continuacién en términos
de la distancia z > 0 al eje de revolucién y del momento lineal geométrico K = K(z).
Concretamente, la primera forma fundamental viene dada por I = ds* + 22d6? (véase la
Seccién 1.4) y las curvaturas principales, usando (2.1) se expresan mediante:

ki = K'(2), b, = £

Estudiaremos en este capitulo qué tipo de superficies de revolucién obtenemos a partir
de algunos de los ejemplos que se han desarrollado en el capitulo anterior. En concreto,
consideramos qué ocurre cuando el momento lineal geométrico K es igual a una constante,
cuando es directamente proporcional a la distancia al eje z y cuando es inversamente
proporcional a la distancia al eje z.

Observacion 3.1.1. Nétese que en el capitulo anterior, a la hora de calcular el momento
lineal geométrico, distinguiamos el caso en el que la distancia x al eje z era constante, para
centrarnos finalmente en el estudio del caso  no constante. Por tanto, en este capitulo
también tenemos que tener en cuenta el caso de x constante en un principio.

Cuando z es constante, x = a > 0 sin restriccién, puesto que ©? + 22 = 1, tenemos
que z(s) = +s. El signo unicamente nos va a determinar el sentido de recorrido de la
curva. Por tanto, tendremos a(s) = (a,s), donde a > 0 y s € R. Es decir, tenemos una
recta vertical a una distancia a del eje z.

Figura 3.1: Recta vertical z = a > 0.

a = )

Por tanto, al revolucionar esta curva alrededor del eje z, nos quedara la superficie

X(s,0) = (acosf,asenb,s),
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donde 6 € (0,27), s € Ry a > 0. Es decir, tenemos un cilindro circular de radio a > 0
(véase la Figura 3.2). Sus curvaturas principales son k, = 0, pues los meridianos son
rectas verticales, y k, = 1/a, pues los paralelos son circunferencias de radio a > 0. Por
tanto su curvatura de Gauss es nula, K = 0, y su curvatura media es constante H = 1/2a.

Figura 3.2: Cilindro circular de radio a > 0.

En el resto del capitulo consideraremos casos en los que la distancia al eje de revolucién
no es constante. Para ello, estudiaremos las superficies de revolucion asociadas a los
momentos lineales geométricos ya estudiados en el capitulo anterior.

3.2. Superficies de revolucion con momento lineal
geométrico constante

En la Seccion 2.1, concretamente en los Ejemplos 2.1.1 y 2.1.5, al considerar el mo-

mento lineal geométrico constante K = senfy con 6, € (5, 5) constante, obtenfamos
rectas con pendiente tan 6.

1. Si g = 0, tenemos que K = 0. Por tanto, tenemos la recta horizontal x = s,
z = 0 (véase la Figura 3.3), que al revolucionar alrededor del eje z nos conduce a

la superficie
X(s,0) = (scosf,ssen,0),

donde # € (0,27), s € R. Es decir, tenemos el plano horizontal z = 0 (véase la
Figura 3.4). Salvo z-traslaciones, podemos colocar este plano a cualquier altura.
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Figura 3.3: Recta horizontal: K = 0.

Figura 3.4: Plano horizontal ”de revolucién”: K = 0.

2. Si 0y # 0, tenemos que K = sen 6, constante no nula. Segin el Ejemplo 2.1.1 y el
Ejemplo 2.1.6 obtenemos la recta a(s) = (cosfy s,sen by s), s € R (véase la Figura
3.5).

Al revolucionar esta recta alrededor del eje z obtenemos la siguiente superficie de
revolucion
X(s,0) = (cosbyscosb,cosbyssenld,senbys),

donde 0 € (0,27), s € Ry 0y € (—7/2,7/2), 6y # 0. Es decir, hemos obtenido el
cono de revolucién 22 4 y* = cot? b z* (véase la Figura 3.6).
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Figura 3.5: Recta z = tanfyz : K = sen by, 0y € (—7/2,7/2).

Figura 3.6: Cono de revolucién 22 + y? = cot? 0y 2%: K = sen by, 0y € (—7/2,7/2), 0y # 0.

En resumen, como consecuencia del Corolario 3.1.1, hemos probado el siguiente resul-
tado de unicidad.

Corolario 3.2.1.

(i) Cualquier plano horizontal estd univocamente determinado por el momento lineal
geométrico IC = 0.

(ii) El cono de revolucién x? + y* = cot? Oy 2%, 0y € (—7/2,7/2), Oy # 0, estd univo-
camente determinado, salvo traslaciones a lo largo del eje z, por el momento lineal
geométrico K = sen b,.
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3.3. Superficies de revoluciéon con momento lineal

geométrico directamente proporcional a la dis-
tancia al eje de revolucion
En el capitulo anterior estudiabamos el caso en el que el movimiento lineal geométrico

era proporcional a la distancia al eje z, es decir, K(x) = kox + Ko con kg >0y Ky € R
(véase el Ejemplo 2.1.6).

En ese caso, obteniamos la curva

a(s) = k;io (sen (kos) — Ko, — cos (kos)) ,

es decir, una circunferencia de radio kio y de centro (—Ky/ko,0),.

)
B

Figura 3.7: Circunferencias con centro (—Ky/ko,0) y radio 1/ko.

Reparametrizando salvo una traslacién en el parametro arco, podemos reescribir la
circunferencia como:

a(s) = k:lo (cos (kos) — Ko, sen (kgs)) .

(Véase la Figura 3.7).
Por tanto, al revolucionar esta circunferencia alrededor del eje z nos quedara la si-
guiente superficie:

1
X(s,0) = . ((cos (kos) — Kg) cos, (cos (kos) — Kp) sen 6, sen (kos))
0

donde # € (0,27), se Ry Ky € R.

Como resultado obtenemos diferentes superficies de revolucién dependiendo del valor
de Ky. Si Ky = 0, nos queda:

1
X(s,0) = ? (cos (kos) cos B, cos (kos) send, sen (kgys)) ,

0

es decir, una esfera de radio % centrada en el origen (véase la Figura 3.8).
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Figura 3.8: Esfera de radio 1/ky > 0: K(z) = kox.

Si Ky # 0, obtenemos el toro de revolucién generado por la circunferencia de radio
1/kqy centrada en el punto (—Ky/ko,0) (véase la Figura 3.9).

Figura 3.9: Toro de revolucién de radios % >0y |_k10<° |: K(x) = koz + K.

En resumen, para Ky = 0 obtenemos una esfera y para Ky, # 0 obtenemos un toro
de revolucién. En conclusion, a partir del Corolario 3.1.1 y de los Ejemplos 2.1.2 y 2.1.6,
obtenemos el siguiente resultado de caracterizacion de esferas y toros de revolucién.

Corolario 3.3.1.

(i) La esfera r*+y°+2* = R?, R > 0 estd univocamente determinada, salvo traslaciones
a lo largo del eje z, por el momento lineal geométrico KC(x) = x/R.

(i1) El toro de revolucion de radios R > 0 y |a| > 0 estd univocamente determinado,

salvo traslaciones a lo largo del eje z, por el momento lineal geométrico K(x) = *5*.
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3.4. Superficies de revolucion con momento lineal

geométrico inversamente proporcional a la dis-
tancia al eje de revolucion

En la Seccién 2.2.1 estudiabamos el caso en el que el movimiento lineal geométrico
era inversamente proporcional a la distancia al eje x, es decir, K(x) = —C/x con C' > 0.

En ese caso, obteniamos la curva
@ =0 ((5) 1o (3)
a(s) = — —arcosh (=) |,
C ’ C
es decir, una catenaria de cuerda a = |C| (véase el Ejemplo 2.1.3).

Figura 3.10: Catenaria de cuerda a = |C|: K(x) = a/x.

Por tanto, al revolucionar esta curva alrededor del eje z, nos quedara la superficie

X(0,s)=C (cos 64/ (%)2 +1,senty/ <%>2 + 1, —arcosh (%)) :

que recibe el nombre de catenoide de cuerda |C| (véase Figura 3.11). Resumiendo, como
aplicacion del Corolario 3.1.1 concluimos con la siguiente caracterizacion de esta superfi-
cie.

3.4.1. La catenoide de cuerda a > 0, z2+1y> = a® cosh? z/a, estd univocamente
determinada, salvo traslaciones a lo largo del eje z, por el momento lineal geométrico

K(z) =a/z.
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Figura 3.11: Catenoide de cuerda a = |C|: K(z) = a/x.

3.5. Superficies de revolucion con momento lineal
geométrico directamente proporcional a la raiz
cuadrada de la distancia al eje de revolucion

En el Ejemplo 2.1.4 poniamos de manifiesto que el momento lineal geométrico de la
cicloide se radio R > 0 venia dado por K(z) = /x/V2R. La superficie de revolucién
generada por esta curva (véase la Figura 3.12) viene dada por:

X(0,5) = R((1 —coss)cos, (1 —coss)senf,s —sens), secR 6Oe(0,2m).

Figura 3.12: Superficies de revolucién generadas por cicloides de radios R > 0.

Como consecuencia del Corolario 3.1.1, podemos concluir el siguiente resultado de
unicidad.
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Corolario 3.5.1. La superficie de revolucion generada por la cicloide de radio R > 0
estd univocamente determinada, salvo traslaciones a lo largo del eje z, por el momento

lineal geométrico K(x) = \/x/V2R.

3.6. Otras superficies de revolucion con momentos li-
neales geométricos en términos de funciones ele-
mentales

Momento lineal geométrico K(x)=Ce”, C>0

En la Seccién 2.2.2 obteniamos que
(3.1) a(s) = (—Incosh s — In C, arctan(senh s))

era la curva cuyo momento lineal geométrico era igual a K(x) = Ce*, con C' > 0. Por
tanto, la superficie de revolucién generada por esa curva (véase la Figura 3.13) viene dada
por:

X(0,s) = ((—Incoshs —InC)cosf, (—Incosh s — InC)sen b, arctan(senh s)), s€R

con 6 € (0,27).

Figura 3.13: Superficie de revolucién generada por (3.1) con 6 € (0,37/2).

Ademads, en este caso la curvatura media vendra dada por

2H(z) = Ce® + Ce = (Ce” (1 + 1)
x x

y la curvatura de Gauss sera
02621
K(z) = .
(1) =
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Momento lineal geométrico £(x)=Ctanx, C>0

En la Seccién 2.2.3 obtenfamos que la curva a(s) = (x(s), 2(s)) con z(s) y z(s) dados
por (2.4) y (2.5), respectivamente, era aquella cuyo momento lineal geométrico era igual
a K(x) = Ctanx, con C' > 0. Por tanto, la superficie de revolucién generada por esa
curva (véase la Figura 3.14) viene dada por

X(0,s) = (x(s)cosb,xz(s)senb, z(s)), se€R,0¢€(0,2m).

Figura 3.14: Superficie de revolucién generada por la curva « con 6 € (0,37/2).

Ademas, en este caso la curvatura media vendra dada por

2H(z) = cos? x T

C Ctanzx (a:+sena:cosx)
+ =C

xcos?x
y la curvatura de Gauss serd

2 2
K(z) = C*tanzx B C*senx

xcos?x rcosdx

Momento lineal geométrico (x)=Ctanh x, C>0

En la Seccién 2.2.4 obtenfamos por una parte que la curva a(s) = (z(s), z(s)) con

senh(v1 — C2s) )
Ve

o(s) = aveost

z(s) = \/%02 log (cosh(@s) + \/((:osh(\/l—ic’?s))2 — C’2> —\/%02 log (%) ,

era aquella cuyo momento lineal geométrico era igual a (z) = C'tanhz, con 0 <
C' < 1. Por tanto, la superficie de revolucién generada por esa curva (véase la Figura
3.15) viene dada por:
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Figura 3.16: Superficie de revolucién generada por la curva (3.2) con 6 € (0,37/2).

X(0,s) = (x(s)cosb,z(s)senb, z(s)), se€R,0¢€(0,2).

Figura 3.15: Superficie de revolucién generada por la curva « con 6 € (0,37/2).

Por otra parte, también obteniamos que la curva
(3.2) a(s) = (arcsenh(s), V1 + s2)

era aquella cuyo momento lineal geométrico era igual a (z) = tanhz. Por tanto, la
superficie de revolucién generada por esa curva (véase la Figura 3.16) viene dada por:

X(0,s) = (arcsenh(s) cos 6, arcsenh(s) senf, V1 + 82> , seR 6e(0,2m).
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Figura 3.17: Superficie de revolucién generada por la curva « con 6 € (0,37/2).

Por ultimo, en la Seccién 2.2.4 también obteniamos que la curva a(s) = (z(s), z(s))

con
(sen(sv(}’2 - 1))
x(s) = arcsenh :
c? -1
y
—C cos(svC? —1)
z(s) = Tem g Aresen ( e )

era aquella cuyo momento lineal geométrico era igual a K(z) = Ctanhz, con C' > 1.
Por tanto, la superficie de revolucién generada por esa curva (véase la Figura 3.17) viene
dada por:

X(0,5) = (x(s)cos,z(s)senb, z(s)), se€R,0€(0,2m).

Ademas, en este caso la curvatura media vendra dada por

2H(z) =

cosh? T x cosh? z

C C'tanh z (x + senhzcoshx)
+ =C
y la curvatura de Gauss serd

K(x) C?tanh z B C?senh x

x cosh® x cosh®
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Capitulo 4

Superficies de revolucién con una
condicion de tipo Weingarten

En este tltimo capitulo se recoge la finalidad principal de este trabajo que no es otra
sino el estudio de las superficies de revolucién de tipo Weingarten. Todos los resultados que
hemos establecido a lo largo del trabajo iban dirigidos a servir de apoyo para desarrollar
este estudio particular.

4.1. Supeficies de tipo Weingarten

Las superficies de tipo Weingarten fueron definidas por Weingarten [21] y Chern [5]
como aquellas superficies del espacio euclideo 3-dimensional cuyas curvaturas principales
satisfacen una relacién funcional, esto es, ®(ky, ko) = 0.

Como punto de partida, podriamos considerar la situacién simple en la que la relacién
que existiese entre las curvaturas principales fuese una relacién lineal, es decir:

aki + bky = ¢,
donde a,b,c € R y a® + b* # 0.

Observamos que bajo la condiciéon anterior estamos considerando algunas familias
importantes de superficies:

= las superficies umbilicales, que son aquellas cuyas curvaturas principales coinciden:
k1 = ko. Es bien conocido que son el plano y la esfera.

» las superficies isoparamétricas, que son aquellas cuyas curvaturas principales son
constantes. Se conoce que son planos, esferas y cilindros circulares.

» las superficies con curvatura media constante (abreviadamente CMC), esto es, kj +
ky = ¢, con ¢ € R, que incluyen la importante familia de superficies minimas (o
minimales) ki + ko = 0.

Mencionamos que recientemente otros autores [11, 16] definen las superficies de tipo
Weingarten como aquellas en las que existe una relaciéon funcional entre la curvatura
media H y la curvatura de Gauss K, esto es W(H, K) = 0. La definicién que nosotros
hemos adoptado es la clasica, que ademas es mas general.
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4.2. Superficies de revolucion de tipo Weingarten y

el momento lineal geométrico

Nosotros nos vamos a centrar en el estudio de las superficies de revolucion de tipo
Weingarten. Por tanto, disponemos de una curva generatriz o = (z,z) que genera una
superficie de revolucién S, (véase el Capitulo 3). Recordando la relacién de las curvaturas
principales de una superficie de revolucion con el momento lineal geométrico de su curva

generatriz (ky(z) = k(x), ky(z) = K(z)/z), queda:
o (k(m), ’C(‘”)) = 0.

T

Pero ademas, utilizando (2.1), tenemos:

o (K@, 52 <o,

X

Reescribiendo esta igualdad llegamos a una ecuacion diferencial de primer orden cuya
funcién incognita resulta ser el momento lineal geométrico como funcién de la distancia
al eje de revolucion:
@ (z,K(x),K(x)) = 0.

Asi pues, concluimos que bastaria resolver una ecuacion diferencial de primer orden para
calcular el momento lineal geométrico asociado a una superficie de revolucién de tipo
Weingarten. Y no olvidemos que este momento determina completamente la superficie
gracias al Corolario 3.1.1, caso aparte del cilindro circular (que corresponde al caso x
constante).

Para ilustrar el anterior proceso, estudiaremos qué ocurre cuando alguna de las curva-
turas principales es constante y qué sucede cuando las curvaturas principales son iguales.

Ejemplo 4.2.1. Supongamos que S, posee alguna de las curvaturas principales, ky, o
Ky, constante. Vamos a distinguir dos casos:

» Alguna de las curvaturas principales es nula (véase la Figura 4.1). Si k,, = 0, en-
tonces K(x) = C con C € (—1, 1) necesariamente. Por tanto, aplicando el Corolario
3.2.1, S, es un cilindro circular (k, = 0), un plano (si C' = 0) o un cono circular
(si C' #0).Y si k, = 0, entonces necesariamente /C(z) = 0 y, por tanto, S, es un
plano.

» Alguna de las curvaturas principales es constante no nula (véase la Figura 4.2). Si
km = C, con C' # 0, entonces K(z) = Cz + Ky, Ky € R. Aplicando el Corolario
3.3.1, S, puede ser una esfera de radio 1/|C| si Ky = 0, y si Ky # 0, S, es un
toro de revolucién. Por otra parte, si k, = C' con C' # 0, entonces o bien S, es un
cilindro circular o bien necesariamente IC(x) = Cz. Por tanto, S, es una esfera de
radio 1/|C| en este caso.

Estamos ya en condiciones de encontrar las superficies isoparamétricas de revolucién
(véase la Figura 4.3). Las dos curvaturas principales han de ser ambas constantes (nulas
o no nulas, por definicién). De la distincién anterior, la conclusién es que han de ser el
plano, la esfera o el cilindro circular. Nétese que en los conos circulares kj, no es constante,
al igual que en los toros de revolucién.
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Figura 4.1: Superficies de revolucion con alguna curvatura principal nula.

0 =7

Figura 4.2: Superficies de revolucion con alguna curvatura principal constante no nula.

fO0e

Ejemplo 4.2.2. Comprobamos a continuaciéon que el plano y la esfera son las tnicas
superficies umbilicales (de revolucién). Si S, una superficie umbilical, entonces ky, = k.
Se cumple pues que K'(z) = K(x)/x. Nos encontramos frente a una ecuacién diferencial
de primer orden de variables separadas (véase la Seccién 1.5):

A€ _ Kla)

dx T

Y

que resolvemos separando variables, esto es, dK/K = dx/x e integrando:
/%: d—x:hllCzlnx—i-C’,
K x

con C' € R. De aqui se deduce facilmente que K(z) = Dz, con D € R. Si D = 0, la
superficie es un plano (corresponde a la solucién trivial £ = 0) y si D # 0, la superficie
es una esfera. (Véase la Figura 4.4).
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Figura 4.3: Superficies isoparamétricas (de revolucién).

=0

Figura 4.4: Superficies umbilicales (de revolucién).

@

4.2.1. Superficies de revolucién de tipo Weingarten con curva-
tura media prescrita

Al inicio de este capitulo habiamos planteado el estudio de las superficies de tipo
Weingarten cuya relacién entre las curvaturas principales fuera lineal. Nos habian apa-
recido, entre otras, las superficies CMC. Esto nos motiva la busqueda de una expresion
para la curvatura media H de una superficie de revolucion en funciéon del momento lineal
geométrico.

Recordamos que la curvatura media se define como la media aritmética de las curvaturas
principales, esto es H = ’“LJQ Pero ademas, en el seno de las superficies de revolucion,
usando el momento lineal geométrico K = KC(x) de la curva generatriz, se tiene:

K(x)

X

2H = K'(x) +

Si para una superficie de revolucién prescribimos su curvatura media mediante la funcion
de una variable H(x), podemos identificarla con el término de no homogeneidad de la
siguiente ecuaciéon diferencial lineal de primer orden:
K(z
K'(z) + Kla) _ 2H (x).

X
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Siguiendo las pautas de la Seccién 1.5, si multiplicamos por el factor integrante x > 0
cada miembro de la anterior ecuacion, resulta:

oK' (z) + K(x) = 22 H(z).

Sucede entonces que el primer miembro corresponde a la derivada del producto de 2K ().
Por tanto, resolvemos la ecuacion lineal a partir de la expresion:

(A1) oK (x) = 2 / v H(z) da.

Hemos llegado a una expresiéon (4.1) que relaciona el momento lineal geométrico con
la curvatura media prescrita de una superficie de revolucion.

Esto nos permite dar una prueba muy sencilla alternativa a la demostracion habitual,
del resultado clésico de Euler [9, 10] sobre las superficies minimas de revolucién. Recor-
demos que las superficies minimas se definen como aquellas cuya curvatura media H es
idénticamente nula.

Teorema 4.2.1. Las unicas superficies minimas de revolucion son el plano y la catenoide.
(Véase la Figura 4.5).

Demostracion. Si H = 0, entonces (4.1) se reduce a zK(z) = C, con C' € R. De aqui
se deduce que K(z) = C/x (recordemos que x > 0 por tratarse de una supercicie de
revolucién). Por tanto, se tienen dos posibilidades: si C=0, K(x) = 0 y por consiguiente,
la superficie es un plano aplicando el Corolario 3.2.1. Y si C#£0, K(x) = C/x y, por
consiguiente, la superficie es una catenoide aplicando el Corolario 3.4.1. O

Figura 4.5: Superficies minimas de revolucién.

Comenzabamos esta seccién motivados por el estudio de las superficies CMC y en
consecuencia, hemos obtenido una expresion para la curvatura media H. Si nos centramos
en las superficies CMC, su curvatura media sera H = H, constante. Si esa constante es
igual a cero, nos encontramos ante la situacién del Teorema 4.2.1, pero si Hy # 0 la
situacién cambia ostensiblemente. En ese caso, a partir de (4.1), se obtiene que z/KC(z) =
2H, [ zdz, y de aqui,

K(z) = Hox + %, C eR.
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Si C =0, K(x) = Hozx y por tanto, la superficie es una esfera por el Corolario 3.3.1.

Pero si C' # 0, haciendo un estudio similar al de los ejemplos considerados en los
Capitulos 2 y 3, se llega a la conclusién de que partiendo del momento lineal geométrico
K(z) = Hozx + % con C' # 0, las superficies resultantes son las llamadas superficies de
Delaunay [7] (véase la Figura 4.6), que ya no vienen dadas por funciones elementales,
sino que involucran integrales elipticas en su resolucion.

Figura 4.6: Superficies CMC de revolucion: las superficies de Delaunay (Fuente: www.
mathcurve. com).

Motivados por el Teorema 4.2.1 anterior y su demostracién, nos disponemos a enunciar
y demostrar un teorema que va a clasificar las superficies de revolucién con curvatura
media H inversamente proporcional a la distancia al eje z y curvatura de Gauss K
inversamente proporcional a la cuarta potencia de la citada distancia.

Teorema 4.2.2. Las unicas superficies de revolucion con curvatura media H(x) = p/x
con i € R y curvatura de Gauss K(x) = v/z* con v € R (representando z la distancia

de la superficie al eje de revolucion) son el plano, el cono circular y la catenoide. (Véase
la Figura 4.7).

Demostracion. Puesto que H(x) = p/xz, usando (4.1) se tiene que xK(z) = 2u [ dx =
2ux 4+ C, con C' € R. Por consiguiente, K(x) = 2u + C'/x. A partir del momento lineal
geométrico, podemos calcular la curvatura de Gauss K de la superficie de revolucion:

K@)  C2u+Clz  C2ux+C  2uCrx+C?

x 2 T x?2 a2 xt

K(z) = K'(x)
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Usando ahora la hipétesis de que K (x) = v/x*, llegamos necesariamente a que uC = 0
y entonces v = —C?.

Si C=0, K(z) = 2u y por el Corolario 3.2.1 la superficie es un plano (si p =0) o
un cono circular (si g # 0). Ambas son superficies llanas.

Si u=0, K(z) = C/x y por el Corolario 3.4.1 la superficie es un plano (si C' = 0) o

una catenoide (si C' # 0) que tiene curvatura de Gauss K (z) = _x(if.

O

Figura 4.7: Superficies de revolucién con H(x) = u/x y K(z) =v/2*, p, v € R.

4.2.2. Superficies de revolucion de tipo Weingarten con curva-
tura de Gauss prescrita

Supongamos ahora en esta seccién que prescribimos la curvatura de Gauss de una
superficie de revolucién. Recordemos que la curvatura de Gauss K se define como el pro-
ducto de las curvaturas principales, K = k1ko. En el caso de las superficies de revolucion,
haciendo uso del momento lineal geométrico K = K(z), se tiene:

K(x)K'(x
o K@K/)
x
Asi, si prescribimos la curvatura de Gauss para una superficie de revolucién mediante la
funcién K(z), llegamos a la ecuacién diferencial

K(x)K'(z) = 2K (x).
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que podemos reescribir como

(K(2)?) = 22K (x)
y por tanto:

(4.2) K(z)* = 2/$K($)dx.

Llegamos, pues, a una expresion que relaciona el momento lineal geométrico con la cur-
vatura de Gauss prescrita de una superficie de revolucién. Clasificamos, como aplicacion
inmediata de (4.2), las superficies de revolucién llanas, esto es, con curvatura de Gauss
nula.

Teorema 4.2.3. Las unicas superficies de revolucion llanas son el plano, el cilindro
circular y el cono circular. (Véase la Figura 4.8).

Demostracion. Basta tener en cuenta que si K = 0, entonces (4.2) obliga a que K es
constante y aplicar el Corolario 3.2.1 sin olvidar el caso del cilindro circular. O]

Figura 4.8: Superficies de revolucién llanas.

Si analizamos las superficies de revolucién con curvatura de Gauss constante no nula,
distinguimos entre que ésta sea positiva o negativa. Consideramos simultaneamente K =
+a?, a # 0. Usando (4.2), se tiene:

K(z)? = +2a* /xdx =+a’2’+C, CER

y entonces K(z) = +1/C + a222. Si C = 0, necesariamente K = a? y entonces K(x) = ax,
y la superficie es una esfera de radio 1/|a| por el Corolario 3.3.1. Pero si C' # 0, el proceso
de los Capitulos 2 y 3 para la determinacién de la curva generatriz y la superficie de
revolucién correspondiente involucra de nuevo integrales elipticas y las superficies asi
obtenidas estan fuera del estudio de esta memoria.

4.3. Resultados de unicidad

Terminamos este capitulo con un par de teoremas de rigidez para ciertas superficies
de revolucion en la linea del Teorema 4.2.2.
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4.3.1. Toros de revolucion

Para los toros de revolucién de radios |a| > 0y R > 0 (véanse los Ejemplos 2.1.2 y
2.1.6 y la Seccién 3.3), tenemos que
1 a 1 a
H(x)—ﬁ—% y K(I)—ﬁ—%,
habiendo usado que H(z) = K'(z) + K(x)/z y que K(z) = K'(x)K(x)/z. El siguien-
te resultado los caracteriza en esta misma linea a partir de ciertas expresiones para la
curvatura media y la curvatura de Gauss.

Teorema 4.3.1. Las unicas superficies de revolucion con curvatura media H(x) = A\ p/x
y curvatura de Gauss K(x) = 5+ v/x, (representando x la distancia de la superficie al
eje de revolucion) con X # 0, 5 # 0, u,y € R son la esfera (si p =~ =0) y el toro de
revolucion (si p# 0, v #0). (Véase la Figura 4.9).

Demostracion. Usando que H(x) = A+ p/x en (4.1), se tiene:
xK(z) = /(2)\33 +2u)dr = A\ + 2ux + C;, C) €R.

Ast, K(z) = Az +2p+ Cy /.
Por otro lado, usando que K (z) = 4 7v/z en (4.2), obtenemos:

K(af = [(@8s+20)ds = 6* 4 210+ Gy CueR

Y, por tanto, K(z) = \/ Ba? + 2vx + (5. Igualando ambas expresiones obtenidas para el
momento lineal geométrico y elevando al cuadrado, resulta:

(A\r +2u+ Cy /z)? = Ba® + 2yx + Oy,

02
Nw? o 4p® + x—; + 4 px + 200y + 4pCy = Ba? + 2yx + O,.

De donde, deducimos que C; = 0, 8 = A2, v = 2 \u y Cy = 442, De este modo, resulta
finalmente que

K(x) = Az + 20 = /A222 + Az + 4p2.
Si p =y =0, entonces K(z) = Az y la superficie es una esfera de radio R = 1/|\| =

1/+/18| por el Corolario 3.3.1. Si u # 0 (v # 0), entonces K(z) = Az + 2 y la superficie
es un toro de revolucién de radios Ry |a|, con —a/R = 24 por el Corolario 3.3.1. O

Figura 4.9: Superficies de revolucién con H(x) = A+ p/x, K(x) = B+~v/z, A\ #0,  #0
yuy€eR
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4.3.2. Superficies de revolucion generadas por las cicloides

Recordamos que a partir del Ejemplo 2.1.4 se deduce que las cicloides de radio R > 0

parametrizadas por
a(t) = (R(1 —cost), R(1 —sent))

con t € R, poseen un momento lineal geométrico del tipo K(z) = v/2/V2R y, por tanto,
curvatura k(x) = C'/y/x, > 0, con C' = 1/2v/2R (véase la Seccién 2.2.5).

En el siguiente resultado, establecemos un teorema de unicidad para las superficies
de revolucién generadas por las cicloides, como las tinicas que poseen curvatura de Gauss
inversamente proporcional a la distancia al eje de revoluciéon y con curvatura media in-
versamente proporcional a la raiz cuadrada de esa distancia.

4.3.2. Las superficies de revolucion generadas por las cicloides son las unicas
con curvatura media H(x) = N\/y/x, X # 0 y curvatura de Gauss K(x) = p/x con p # 0,
representando x > 0 la distancia de la superficie al eje de revolucion. (Véase la Figura

4.10).
Demostracion. Usando que H(x) = A//x en (4.1), se tiene:

d 4\
De donde se deduce:

K(z) = \/_+Cl, CLeR.

Por otro lado, usando K (x) = pu/x en (4.2), obtenemos:
K(z)? = Q,M/dl' =2ux+Cy, Cy R,

que implica que
K(z) =+ 2ux + Cs.

Igualando ambas expresiones obtenidas para el momento lineal gemétrico K(x) y elevando

al cuadrado, resulta:
162 8)\01 C’2

o T3

que obliga a que C; = Cy, = 0 y 8\% = 9u. Asf pues,

- 2/-L:U + 027

Ka) = v =SV va

y por el Corolario 3.1.1 se concluye que la curva generatriz de la superficie de revolucion
ha de ser una cicloide de radio R = 1/4pu = 9/32\%. O
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Figura 4.10: Superficies de revolucién con H(x) = \/y/z, K(z) = pu/x, X # 0, u #0

Nuestro modo de enfocar el estudio de las superficies de revolucién que verifican una
condicién tipo Weingarten brinda una oportunidad de abordar algunas familias interesan-
tes consideradas en la literatura bajo nuestro particular punto de vista. Citamos algunas
de ellas por sus aplicaciones:

= Las superficies de revolucién cuya curvatura media se escribe como
2H(x) = ar*+b,a>0,bcR

que describen las gotas liquidas axialmente simétricas (véase [8]). Se correspon-
derfan, realizando el estudio de su momento lineal geométrico a través de (4.1)
con

K(z) = ax’ /4 + bz /2 + C/z, C € R,

El caso C' = 0 es precisamente el consierado por Lépez en [14, 17].

= Las superficies de revolucién cuyas curvaturas principales guardan una relacién
cuadratica entre ellas: k? = akq 6 k3 = bky, a > 0, b # 0, que sirven para modelizar
ciertos revestimientos de membranas celulares (véase [18]). Se corresponderdn con
los siguientes momentos lineales geométricos:

K(z) = (Vaz + C)%, C € R

bx
K(r) = ——+
(z) 1+ 0Cz’
El caso C' = 0 en ambas expresiones conduce al caso trivial de la esfera, por el
Corolario 3.1.1.

C eR.
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= Las superficies de revolucion de tipo Weingarten lineales, con las que comenzabamos
este capitulo:
aki +bky =ca,b,c €R, a> + V> #0

que podemos reescribir, considerando a # 0 sin restriccién, como
ki =ake+ 5, a,B €R, a# 0.

Estas superficies se han clasificado recientemente en [15]. Bajo nuestra 6ptica, con-
siste en considerar los siguientes tipos de momento lineal geométrico:

Bx

l—«

a=1: K(z)=pxlnz+Czx, C €R.

a#l: K(zx)=

+Cz% CeR

Estas complicadas expresiones de los momentos explican el complejo estudio cuali-
tativo realizado en [15] para determinar las correspondientes curvas generatrices.
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