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Resumen

Este trabajo fin de méster trata algunos aspectos de las superficies minimas y su
relacién con el andlisis complejo. Mostraremos que las superficies minimas tienen
la estructura de superficie de Riemann al encontrar parametrizaciones locales por
coordenadas isotermas. Esto permitird desarrollar la representacién de Enneper-
Weierstrass, que consiste en recuperar cualquier superficie minima a partir de
una funcién holomorfa y otra funcién meromorfa definidas en un abierto del
plano complejo. Finalmente, se utilizaran los resultados obtenidos para represen-
tar graficamente superficies minimas usando el software Mathematica.

Palabras clave: superficie minima, coordenada isoterma, holomorfa, meromorfa

y representacién EnneperWeierstrass.

Abstract

This end-of-master project deals with some features of minimal surfaces in Eu-
clidean space and their relation with complex analysis. We will show that minimal
surfaces admit a Riemann surface structure by finding local charts by isothermal
coordinates. This will help us develop the so-called Enneper-Weierstrass repre-
sentation, which characterizes minimal surfaces in terms of a holomorphic fun-
ction and a meromorphic function defined on an open subset of the complex
plane. Finally, we will make use of the above results to plot minimal surfaces
using the software Mathematica.

Key words: minimal surface, isothermal coordinate, holomorph, meromorph and
Enneper-Weierstrass representation.



Capitulo 1

Introduccion

Este Trabajo de Fin de Master (TFM) se realiza como culminacién del Mdster
de Matematicas, durante el curso 2021/2022. Para su realizacién, nos hemos cen-
trado en el estudio de superficies minimas y la conexién de estas con el andlisis
de variable compleja. En este primer capitulo haremos una breve introduccién
histérica que pondra de relevancia el papel de las superficies minimas en la in-
vestigacion matematica de los tltimos 250 afios.

Los primeros estudios sobre las superficies minimas se remontan al siglo XVIII
con el origen del Célculo Variacional y la Geometria diferencial clasica. El pri-
mero en estudiar las superficies fue Leonhard Euler (matematico y fisico suizo,
1707-1783), quien estudi6 las superficies a partir de sus propiedades analiticas;
en concreto, como los puntos criticos del funcional de drea. Aunque su principal
precursor fue el matematico italiano Joseph Louis Lagrange (1736-1813), quien
en 1762 puso en préctica la teorfa de Euler para abordar diversos problemas, cabe
destacar el papel central que jugé en la teoria el llamado Problema de Plateau. Este
problema consiste en, dado un contorno curvo en el espacio, determinar si existe
o0 no una superficie minima bordeada por el mismo. En el plano fisico, el proble-
ma se interpreté como la formacién de una pelicula de jabén al sumergir ciertas
curvas cerradas de alambre en agua jabonosa, puesto que la superficie obtenida
es una superficie minima gracias a la ley de Laplace-Young, véase imagen

FiGura 1. Pompa de jabén

Partiendo de esta premisa, hemos realizado un segundo capitulo donde plas-
mamos unos preliminares asociados a la asignatura Geometria de curvas y super-
ficies desarrollada durante el Grado en Matemdticas, con la finalidad de recordar

conceptos necesarios para el desarrollo de este trabajo y fijar la notacién usada.
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4 1. INTRODUCCION

Como consecuencia de ser un recordatorio no se muestran las demostraciones y
se utilizard material del grado, véase referencias [a] y [8].

Cabe destacar el final de este segundo capitulo, donde hablaremos de las super-
ficies de tipo grafo; en concreto, dado cualquier punto de una superficie regular
2, existird una parametrizacién de X alrededor de un punto p € ¥ como un grafo
diferenciable X(u,v) = (u,v, f(u,v)). Esto serd clave para obtener una expresion
de la curvatura media asociada a los grafos que en capitulos posteriores sera re-
lacionada con el concepto de superficie minima obteniendo asi ecuacion de grafos
minimos de Euler-Lagrange:

(14 £2) fuu = 2fufofuo + (L + f2) foo = O. (1.1)

donde denotamos mediante subindices las derivadas parciales correspondien-
tes, véase En particular, entrando en los desarrollos propios del trabajo, en
un tercer capitulo, basindonos en [10], estableceremos aquello que entendere-
mos por minimizar un 4rea con la finalidad de llegar a un concepto vertebral,
el superficie minima, es decir, aquella que posee curvatura media asociada nula.
Aclaremos, que esto se establecerd como definicién en dicho capitulo, véase la
definicion [3.4]

Necesitamos continuar con resefias histéricas para entender el desarrollo del
trabajo; a pesar de los razonamientos de Lagrange, este no buscé soluciones con-
cretas de la ecuaciéon (1.1)) y fue en 1776 el matemadtico alemédn Jean Baptiste
Meusnier (1754-1793) quien descubrié que superficies como el catenoide o el heli-
coide si verificaban dicha ecuacién. Casi sesenta afios después, Heinrich F.Scherk,
con su idea de la integracién separando variables en la ecuaciéon descubri6
nuevas superficies minima que llevan su nombre. En 1865, Hermann Amandus
Schwarz (1843-1921) obtuvo diversos métodos para resolver el problema de Pla-
teau siendo esto un gran impulso para las superficies minimas. Comenzaron a
desarrollarse los primeros ejemplos y de ahi el desarrollo de la seccién Ejemplos
de superficies minimas al final del capitulo dos, véase la seccién Algunos de
estos ejemplos han sido motivados a partir de la visualizacién de la galeria de

superficies minimas de Matthias Weber [j3].

Los trabajos de todos estos matemdticos ademds de la ecuacién de los grafos
minimos y sus propiedades, utilizaban también las férmulas de representacién
para superficies de Weierstrass. Dichas férmulas eran similares a las que habia
planteado A.Enneper en 1864, quien dio pie a una familia de superficies minimas
que hoy llevan su nombre, véase la imagen
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FiGura 2. Una superficie de Enneper con simetria de orden 6.

Por su parte, Bernhard Riemann trabajé en el problema de Plateau obteniendo
los llamados ejemplos de Riemann y desarroll6 su propia teoria de superficies
que desembocaria en la geometria riemanniana. Con el transcurso de los afios y
gracias a la aportaciones de Riemann, se descubri6 la relacién de la teoria de Su-
perficies con el Analisis Complejo, en concreto, Riemann en geometria diferencial
descubri6 las coordenadas isotermas que comentaremos mas adelante, si bien fue
Gauss en 1822 quién demostré su existencia en distintas superficies. Debido a esta

relacién con el andlisis complejo, este trabajo también se basa bibliograficamente

en las referencias [13] y [14].
Cabe destacar que en 1875, L. Henneberg descubri6 la primera superficie mi-

nima no orientable. Debido a este hecho interesante, se ha decidido representarla
en la seccién Durante los primeros afios del siglo XX no hubo progresos sig-
nificativos en el estudio de las superficies minimas aunque una gran aportacion
de forma indirecta fue la teoria de integracién y medida de E. Lebesgue, junto
con los métodos analiticos de Hilbert y Lebesgue y el desarrollo tan rdpido del
Anadlisis Funcional debido a Hilbert, R.Fréchet y Hahn Banach, entre otros. En los
afos sesenta, como consecuencia de los trabajos de Robert Osserman que estre-
charon mas atin los lazos entre el el analisis complejo y la teorfa de superficies
minimas, se obtuvieron nuevos resultados sobre la clasificacién de superficies mi-
nimas completas y sobre la aplicacién de Gauss de superficies minimas, que toma
en coordenadas isotermas la forma de una funcién meromorfa sobre la esfera de

Riemann.

En base a esto, y teniendo como principal apoyo las referencias de Osserman [1]
y Fang [2], véase también 6} [7], hemos desarrollado un cuarto capitulo, algo
mas denso, que nos lleva desde la introduccién y existencia de las coordenadas
isotermas unido a algunas consecuencias que favorecen y simplifican el célculo
de la curvatura de Gauss y la curvatura media, hasta la reparametrizacién de una
superficie regular minima por dichas coordenadas junto con el desarrollo de la

representacién de Enneper-Weierstrass.
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Ademas, para poner en practica todo lo plasmado, se ha desarrollado un quin-
to capitulo donde usando el programa Mathematica se han representado algunas
de las superficies estudiadas a la largo del trabajo teniendo como apoyo diversos
archivos de curvas y superficies algunas de ellas minimas, [18] y [17]. Dicha re-
presentacion se ha realizado de diversas formas, por un lado se han representado
desde la parametrizacién de la superficie y por otro para poner en préctica la
representacién de Enneper—Weierstrass se ha representado la superficie de Rich-
mond, descrita por primera vez por su creador Herbert William Richmond en
1904 (véase, dentro de ese capitulo, la secciéon y la familia asociada del cate-
noide y el helicoide (véase la seccién. En la actualidad, la obtencion de nuevos
ejemplos de superficies minimas mediante las férmulas de Enneper—Weierstrass
sigue siendo un tema de investigacién activo, véase [J3].

Finalmente y antes de pasar al desarrollo del trabajo, por un lado aclarar el por
qué de la eleccién de este tema y nuestra aportacion. Por un lado, este tema ha
sido elegido como consecuencia de ser un tema que comenzé a estudiarse hace
mas de 250 afios, y atin asi, en la actualidad sigue siendo un tema de investigacion
activo y con grandes aplicaciones en biologia, quimica, arquitectura o ingenierfa.
Son muy diversas y podemos encontrarlas en [20], en concreto hemos recopilado
algunas de las mismas:

= En arquitectura encontramos la Escalera de la Sagrada familia. Fue una obra

de Antonio Gaudi que utiliz6 el helicoide, superficie minima que sera estu-

diada a lo largo de las secciones de nuestro trabajo. Véase imagen 3]

F1GUura 3. Escalera de la Sagrada Familia, Barcelona

= En ingenierfa las aplicaciones poseen mayor diversidad, van desde la cons-
truccion de las primeras chimeneas de las centrales nucleares (véase imagen
M), pasando por ensamblaje de nanoestructuras periédicas hasta el uso de las
superficies minimas como la superfices Schwarz o el giroide en 6ptica don-
de han descubierto que algunos insectos tienen en sus alas y caparazones
patrones triplemente periédicos (giroide) lo cudl favorece a la direccién de
forma selectiva las longitudes de onda de luz; con lo que les ha llevado a una
mejora para fabricar lentes o espejos. Ademads las superficies Schwarz-D o
el giroide mejoran la transmisién del calor siendo ttiles para la construccién
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de intercambiadores de calor mientras que la superficie Schwarz-P favorece
el rendimiento de una bateria.

FIGURA 4. Primeras chimeneas, centrales nucleares

= En biomedecina como consecuencia de nuestra morfologia osea y la coin-
cidencia de la misma con las superficies minimas triplemente periédicas se

favorece a la impresion 3D de rellenos de protesis. Véase imagen [f|

FIGURA 5. Seccién de segmento vertebral, perspectiva

Por otro lado y para concluir me gustaria aclarar que nuestra aportacién ha
sido unificar estos conceptos complejos y adaptarlos para ser presentados como
una continuacién natural de la asignatura Geometria de curvas y superficies.



Capitulo 2

Preliminares: superficies regulares en el espacio

En este capitulo, introducimos la teoria de superficies ttil para este trabajo.
A groso modo, una superficie es un subconjunto de R® donde cada punto tiene
un entorno similar a un trozo del plano que ha sido curvado. Veamos, como en
términos mateméticos, se define una superficie (regular) de R>:

DEFINICION 2.1. Un subconjunto £ C R es una superficie regular si, para cada
punto p en S, existe un entorno abierto V de p y una aplicacion X : U — VN X
de un dominio U C R? en VN X C R? tal que:

1. X es diferenciable,

2. X es un homeomorfismo,

3. la diferencial dX, : R> — R3 es inyectiva para todo g € U.

A X se le llama parametrizacién de X alrededor de p y (u,v) se llaman coorde-
nadas locales del punto X(u,v). En lo que sigue, escribiremos

X = X(u,v) = (x(u,0v),y(u,v),z(u,0)).

Puntualizamos que, para que X sea diferenciable, cada funcién coordenada
x,y,z debe ser de clase C®(U). Ademas, si X : U — R3 es diferenciable, en
particular, serd continua, luego X : U — V N X es continua. Por otro lado, que
X sea un homeomorfismo exige que la aplicaciéon X : U — V N X sea biyectiva y
que exista la aplicacién inversa X! : VN — U continua, lo cual nos seré de
gran utilidad en el avance de este trabajo. Finalmente, por ser la aplicacion dX,
inyectiva, lleva la base usual de IR? en dos vectores linealmente independientes
de IR® dados por

ou Jv

Esto nos da la expresién matricial en la base usual

{qu(l,O) _ X Xy, dX4(0,1) = 9X _ XZ,}.

ox(u,v)  0x(u,v)

= a ( ’ ) ) ( 7 ) I
axp = | 2 20 | = (X, Xo).
dz(u,v)  9z(u,v)
ou v

PROPOSICION 2.2. Sea X : U C R? — R® una parametrizacion de una superficie
Y C R3 alrededor de un punto p € Ly sea ¢ : U — U un difeomorfismo. Entonces,
Xo ¢ : U — R3 es otra parametrizacion de . alrededor de p.

8



2. APLICACION DE GAUSS 9
1. Plano tangente

El vector tangente a una superficie en un punto nos permite hablar de la di-
ferencial de una aplicacién diferenciable y poder estudiar la geometria con el
célculo diferencial. Para ello, necesitaremos el concepto de curva diferenciable en
una superficie ¥, definido como una aplicacién diferenciable « : I — R3, siendo
I C R un intervalo, tal que «(t) € X para todo f € I.

DEFINICION 2.3. Dado un punto p en una superficie regular & C R?, decimos
que v € R3 es un vector tangente a la superficie & en el punto p si existe una
curva diferenciable a : (—¢,¢) — X tal que a(0) = py a/(0) = v.

El mejor objeto lineal que aproxima una superficie ¥ en un punto suyo p es el
plano tangente. Se define como:

T, = {v € R*/v es tangente a £ en p}.

LEMA 2.4. Sea ¥. C R3 una superficie reqular y X : U C R*> — R> una parametri-
zacién de Y. alrededor de p = X(q) para cierto q € U. Entonces, T, = dX,(IR?).

Como consecuencia, podemos restringir la diferencial para producir un iso-
morfismo dX; : R> — T,X. Ademds, se deduce que T,Z es el plano vectorial

generado por {X,(q), Xo(q)}

2. Aplicacién de Gauss

La recta normal a una superficie regular £ en un punto p € X es la recta
afin que pasa por p y es ortogonal a T,X. Si tomamos una parametrizacién X :
U C R? — R® de & que recubra un entorno de p, obtenemos el vector unitario
perpendicular a T,% dado por

Xy x Xy
1 Xu x Xl
Dicho vector es en realidad una aplicacién definida en el abierto U. Para que
esté definido en X(u) C X, tomamos un campo normal unitario
NX = (m o x—l) (X(U) = S* c R (2.1)
Recordamos ademas las siguientes definiciones de objetos diferenciables sobre la
superficie X:
= Una funcién f : ¥ — R se dice diferenciable en p € X si para toda parame-
trizacién Y : W € R? — R3 tal que p € Y(U) se tiene que foY : W — Rees
diferenciable en Y~1(p).
= Un campo T : £ — RR? se dice diferenciable en p € ¥ si para toda parametri-
zacién Y : W C R? — R3 tal que p € Y(U) se tiene que foY : W — R3 es
diferenciable en Y~1(p)
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Observemos que si U es conexo, también lo es X (U), luego solo hay dos campos
normales unitarios definidos en X(U), que estdn dados por NX y —NX. Ademas,
NX introduce una orientacion en T, X si establecemos que {X,(q), Xo(q)} estd
positivamente orientado cuando

det(X,(q), Xo(q), N*(q)) > 0.

De esta forma, —NX induce la orientacién opuesta a NX. Mas atin, si X : U C
R? — ¥ es otra parametrizacién de T alrededor del punto p, obtenemos otra di-
reccién unitaria NX(p) = £NX(p). La orientabilidad global de X se tiene cuando
pueden elegirse un recubrimiento de ¥ por parametrizaciones para las que los
signos son todos positivos.

DEFINICION 2.5. Una superficie regular & C R se dice orientable si existe un
campo normal unitario definido globalmente N : ¥ — §? C R® que llamamos
aplicacién de Gauss.

Si ¥ es conexa y orientable, existen dos posibles aplicaciones de Gauss (£N).
Fijar una de ellas equivale a elegir una orientacién en cada plano tangente y di-
remos que X estd orientada. Equivalentemente, una superficie & C IR® est4 orien-
tada si puede recubrirse por entornos coordenados de forma que, cada vez que
p € X pertenezca a dos de estos entornos coordenados, el cambio de pardmetros
tiene jacobiano positivo.

Dada una superficie regular ¥ C R® y una parametrizacién X : U C R?> — R?,
podemos considerar N = NXo X : U — §? C R3. La diferencial de N en un
punto (#,v) € U es una aplicacion dNj, ;) : R? — TN(M,U)SZ. Como TN(u,v)S2 es
ortogonal a N(u,v), se tiene que estd generado por X, y X,. Por tanto, dX;((lu,v) o

ANy, : R? — IR? estd bien definida y es un endomorfismo.

DEFINICION 2.6. Se define la curvatura de Gauss de ¥ en p = X(u,v) como

K(p) = det(de;(l o dN(u,v))‘

(u,0)

DEFINICION 2.7. Se define la curvatura media de X en p = X(u,v) respecto de
N como

1 -
H(p) = 3 traza(—dXX(lurv) 0dN(y0))-

Estas definiciones no dependen de la eleccién de la parametrizacion X. Ob-
servamos que si cambiamos N por —N, K(p) se mantiene mientras que H(p)
cambia de signo. En particular, K(p) esta bien definido para cualquier superficie
(orientable y no) mientras que H(p) solo es vélido para superficies orientables.

3. Primera y segunda formas fundamentales

Sea una superficie regular £ C R3, un punto p € £ y T,E un subespacio

vectorial de R3. Dados dos vectores 7, € TpX, podemos calcular (7, W), donde
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(,) es el producto escalar en IR®. Se define asf la primera forma fundamental de
2 en p como la restriccion de la métrica euclidea a T),%, es decir,

I :T,2xT,2 =R  I,(5,®) = (3,0)

Dado un vector tangente @ € T,%, puede escribirse como un vector tangente
a una curva de la superficie, es decir, existe una curva a(t) = X(u(t),v(t)) con
a(0) = py &/(0) = @. Por tanto, si aplicamos la primera forma fundamental,

I (@, @) = (@,@) = («'(0),4'(0)) = (Xyu' + Xo0', Xyt 4+ Xo0')
= (X, Xo) (1) 4+ 2(X,y, X'V + (Xo, Xo) (0))2.
En particular, se definen los coeficientes de la primera forma fundamental como
E = (Xy, Xu) = ||XuH2 F = (Xy, Xo) G =(Xo, Xo) = ||Xv||2

Mediante estos coeficientes podemos expresar de forma matricial el producto
escalar entre dos vectores y el plano tangente. Si X : U C R? — R3? es parame-
trizaciéon de £ y q € U, podemos expresar en la base {X,(q), X,(q)} dos vectores
genéricos como ¥ = aXy(q) + bXy(q) y @ = cXu(q) + dX,(q). Por lo tanto,

Iy(v,w) = (v,w) = (a b) <1E: é) (2) .

Supongamos ahora que & C IR? es orientable y estd parametrizada por X : U C
R? — X C R3. Dados un punto p € 2y 7,@ € T,Z, se define la segunda forma
fundamental de £ en p como la la forma bilineal,

I : T,2 x T, — R I1,(3,@w) = (—dNp(7), ©).
Repitiendo el razonamiento que hemos realizado para la primera forma funda-
mental, un vector @ € T,X puede escribirse como un vector tangente a una curva
de la superficie, es decir, existe una curva a(t) = X(u(t),v(t)) con a(0) = py
a'(0) = w. Si aplicamos la segunda forma fundamental, obtenemos que
I, (@, @) = (—dNpw, @) = (—dN,(«'(0)),a’(0))

= (Nyu' + Nyo', Xyu' + Xp0') (2.2)

= —(Nu, Xu) (#')* = (N, Xo) + (No, Xu) Ju'" = (No, Xo) (0/)*.
Como los vectores X, y X, son ortogonales a N, es cierto que (N,X,) =0y

(N, Xy) = 0. Derivamos estas igualdades respecto de u y v, obteniendo

d d
87M<leu> = <N11/Xu> + <N/qu> == 0/ %<N/Xu> = <NU/Xu> + <N/Xuv> = 0/
d d

£<N/ Xv> == <Nu1X0> + <N/Xvu> == O/ %<N/ Xv> == <NU/ Xzz> + <N/sz> =0.
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Equivalentemente, tenemos que
_<Nu/ Xu> = <N/qu>/ _<Nv/Xu> = <N/Xuv>/
_<Nu/Xv> = <N/Xvu>/ _<Nv/ Xv> == <N/va>-

Ademéds, como Xy,u = Xpy, se deduce (N, Xy) = (Ny, Xu). Sustituyendo todo
en (2.2), llegamos al siguiente resultado:

I1,(a’(0),a'(0)) = (Xuu' + Xov', Xyt' + Xo0')
= (N, Xyu) (u)? = 2(N, Xy )u'v' + (N, Xo) (v)?.
Deducimos asi los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e = (N, Xuu) f = (N, Xuo) = (N, Xou) g = (N, Xup).

Existe una relacién entre el diferencial del normal y los coeficientes de las for-

mas fundamentales. Para obtenerla, utilizaremos expresiones matriciales.

—e = —(N, Xuu) = (N, Xy} = (aXy + bXy, X,;) = aE + bF,
—f = —(N, Xou) = (Ny, Xo) = (aX,, 4+ bXy, X,) = aF + bG,
—f = —(N, Xup) = (Np, Xy;) = (cXy +dXy,, X)) = cE + dF, (@3)
—g=—(N,Xp) = (N, Xp) = {cXy, +dXy, Xp) = cF +dG,

donde hemos escrito N, = aX,, + bX, y Ny = cX;, + dX,. Como dN es un endo-
morfismo autoadjunto, se sigue que ¢ = b. En consecuencia, las relaciones dadas

por se pueden expresar matricialmente como
-1
e E F\(a b E F e a b
f = = f = (2.4)
f g F G)\b d F G f g b d
Para calcular la inversa (£ é)il, en primer lugar comprobamos su existencia:
E F 2 2 2 2 2
det - C) = EG—F = [ XulPIXolP = (Xu, Xo) = | Xu ¢ Xol £0, (25)

ya que se trata de una parametrizacién regular. Con esto, podemos expresar

1
E F 1 G -—F
(p G) “EG_F2 (—F E ) ’ (2.6)

a b\ 1 G —F\ (e f

b ¢/ EG-F\-F E)\f g
1 eG—fF fG—gF
 EG—F2\ —eF+fE —fF+gE)’

Ademas, por ser —dN, endomorfismo autoadjunto, podemos diagonalizarlo. En

luego

(2.7)

otras palabras, existe {ej,e;} base ortonormal de T,X tal que la matriz asociada
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a —dNy en esta base es de la forma

x1(p) 0
< 0 Kz(P)) ' &9

Los nameros «;(p) (i = 1,2) se llaman curvaturas principales de X en p. Ademds,

podemos reescribir la curvatura media y de Gauss de X en p como

K(p) = malpralp),  H(p) = HPERE)

Tomando trazas y determinantes en (2.7), obtenemos las siguientes expresiones

(2.9)

en términos de los coeficientes de las formas fundamentales:
_ eG—-2fF+gE

)
Kp) = ot H) = S

= rc_p2 (2.10)

4. Particularizacién de la curvatura media para grafos

Dado un abierto U C R? y una funcién diferenciable f € C*(U), definimos el
grafo de f como el conjunto

G(f) ={(wo f(w,0)): (u0) €U}

En tal caso, G(f) admite la parametrizacion natural X : U — RR® definida por
X(u,v) = (u,v,f(u,v)). Es facil comprobar que X es una parametrizaciéon de
G(f) alrededor de cualquier punto p € G(f).

ProrosiciON 2.8. Dado un punto p de una superficie reqular 3., existe una parame-
trizacién de un entorno de p en X como un grafo diferenciable en una de las direcciones
usuales, es decir, de (al menos) una de las tres siguientes formas:

X(u,v) = (u,v, f(u,v)),
X(u,0) = (f(u,0),u,0),
X(u,v) = (u, f(u,v),0).

Por tanto, los grafos van a ser suficientes para entender el comportamiento local
de las superficies. En concreto, veamos como se establece la curvatura media
de un grafo. En lo que sigue, denotaremos mediante subindices las derivadas
respecto de u y v, tal y como hemos hecho para los vectores X, y Xy:

_of _of
fu=5. fo=5

0% f o2 f 02 f
Jue=Guzr o = 5er I = Guae

(2.11)

PROPOSICION 2.9. Sean U C R? un abierto y f € C®(U). La curvatura media de la
parametrizacion X(u,v) = (u,v, f(u,v)) respecto al normal viene establecida por

H— (1 +f§)fuu — 2fufofuo + 1 +f13)fm’ — ldiV (Vf) (2.12)
1+VfI2)”

201+ f2+ 2)3 2

siendo V y div los operadores gradiente y divergencia usuales, respectivamente.




14 2. PRELIMINARES: SUPERFICIES REGULARES EN EL ESPACIO

DEMOSTRACION. Dada la parametrizacién, calculemos las derivadas parcia-

les:
X (u,v X (u,v
x, = XU 1,0,p,), x, = X80 (0,1,5),
0X,(u,v 0Xy(u,v
qu - # = (O,OIfuu)/ v — % (0 0 fvv)
0X,(u,v
Xm} == # = (Ororfuv)
y el normal asociado
i j ok
XuXXv: 1 0 fu :<_fu/_fvrl)/
01 f

que nos da la aplicacién de Gauss

XuXXz; _ (_fu/_fvzl) _ <_fu/_f0'1)'
Xu x Xl 1+ 2+ VI+[VfI?

Los coeficientes asociados a la primera y segunda forma fundamental son

E= ||Xu||2:1+f3r G= I\Xv\|2=1+f5, F:<Xuer>:fufv

N:

L _ fuu _ fuu
K N) = e = A VT

B - fvv . fvv
g—<sz,N>— \/1_|_f5_|_f5-_ \/1+va||2,

f = (X N) = Lo - e

VI A+ VI+[IVF

Apliquemos estos coeficientes a la férmula de la curvatura media (2.10):

(1 +f5) fuu _ uv fZ fvu
Ho VI+fitf \/1 fu+fv VIHfat+fs

2((1+ u)(1+fv) (fufv) ) (2.13)
_ (1 + f2) fuu = 2fufofuo + (L + f7) foo
201+ fi + f3)%?

Finalmente, debemos desarrollar la divergencia en para obtener la tltima

férmula. En concreto, consideremos el campo

_ Vf _ < fu , fU >
T+VER \VI+HIVA? V1I+VSI?

cuya divergencia estd dada por

div(T) = div | — V(S ) (Lo
L+ [[Vf? VItfa+f), \Vi+fi+fi),
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/ 2 2 2fufuu+2fvau / 2 2 2fufuv+2fvav
(V1+f2+f3)? (V1+f2+f3)?
_ fuu L+ 2+ £2) — fu (fufuu + fofou) " foo (L4 f2 + f2) — fo (fufuo + fofoo)
A+ fa+V1+fi+f? (I+fa+fVI+fi+f?
_ fuu (L4 £2) + foo (14 f2) — 2fufofuo
(1+fi+f32)*> '
Comparando las expresiones y es inmediato que ambas expresiones
nos dan la identidad deseada (2.12). O

(2.14)




Capitulo 3
Algunas propiedades de las superficies minimas

El objetivo de este trabajo es entender algunas propiedades de las superficies
minimas, definidas como aquellas que tienen curvatura media idénticamente nu-
la. En primer lugar, estudiaremos las superficies minimas como puntos criticos
del 4drea para después analizar algunos ejemplos relevantes de la teoria.

1. Principio de minimizacién del area

Vamos a ver que las superficies que tienen curvatura media constante también
son minimizantes locales del drea bajo deformaciones que conservan el volumen.

Aclaremos aquello que se entenderemos por minimizante del &rea.

DEFINICION 3.1. Sea X una superficie regular que delimita una regién acotada
Q C R3. Si cualquier pequefa deformacién de & que conserva el volumen ence-
rrado hace aumentar el drea de la superficie diremos que ¥ minimiza localmente

el 4rea.

Para poder obtener el principio del minimo necesitamos previamente el si-
guiente lema y la version del teorema de la convergencia para superficies.

LEMA 3.2. Sean U es un abierto de R* y F € C* (U). Si [, F-g = 0 para toda
g € C®(U) tal que [,; g = 0, entonces F es constante.

DEMOSTRACION. Razonaremos por reduccién al absurdo, suponiendo que F
no es constante, es decir, existen puntos p, g € U tal que F(p) # F(q). Dado e > 0
tal que las bolas B(p, ¢) y B(g, ¢) estdn contenidas en U, consideremos la funcién
auxiliar & : U — R definida por

1 enB(pe),
h(x) =< —1 en B(g,e),
0 enU-—(B(p,e)UB(g,¢)).

Como el espacio de funciones diferenciables de soporte compacto Ci°(U) es denso
en el espacio de Hilbert L2(U) de funciones medibles de cuadrado integrable,
podemos considerar una sucesién g, € C®(U) convergiendo a h en la norma
L? y esta sucesién puede elegirse de forma que Jy 8 = 0 (basta aproximar la
funcién en h en B(p,2e) por una funcién diferenciable de soporte compacto y

luego tomar la funcién opuesta en B(g, 2¢)).

16
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Como F es continua, podemos elegir ¢ suficientemente pequefio tal que |F(x) —

F(p)| < 1IF(q) — F(p)| en B(p,e) y |F(x) — F(q)| < g|F(q) — F(p)| en B(q,e). Por
tanto, se tiene que

/F-h‘—
u

Usando que g, — h en L?(U), se tiene que

/UF-gn = (F,8n) 2y — (B2 = /UPh #0.

Asi pues, existe n € N tal que [;F-gy # 0, contradiciendo la hipétesis de

/B(p,g)f_ /B(q/e)f‘ > 7e’|F(q) — F(p)| > 0.

partida, por lo que la funcién F ha de ser constante. [l

PrOrOSICION 3.3. Si una supetficie conexa X minimiza localmente el drea, entonces
tiene curvatura media constante.

DEMOSTRACION. Suponemos que la superficie ¥ minimiza localmente el area,
luego dado p € X comprobemos que la curvatura H es constante en un entorno de
p. Para ello, aplicamos si es necesario un movimiento rigido de R® para suponer
que p = (0,0,0) y Ty(X) es el plano de ecuacién z = 0 (observemos que los
movimientos rigidos no cambian la curvatura media). Consideraremos un disco
U C RR? centrado en el origen de forma que podemos parametrizar un entorno
de pen X como X : U — R3, X(u,v) = (u,v, f(u,v)), para cierta f € C*(U). La
hipétesis sobre el plano tangente nos dice que f(0,0) =0y f,,(0,0) = f,(0,0) = 0.

Sea ¢ € C®(IR?) una funci6n arbitraria tal que ¢ = 0en R - Uy [;¢ = 0.
Tomamos una variable t € (—¢,¢) y definimos la combinaciéon f + tg € C*(U).
Por tanto, tenemos la variaciéon de X que consiste en sustituir X(U) por X;(U),
siendo X;(u,v) = (u,v, f(u,v) + t g(u,v)). La condicién fug = (0 asegura que no
se cambia el volumen que encierra la superficie.

Como X minimiza el drea, la funcién f — drea (f + tg) tiene un minimo en t =
0 y, en particular, su derivada en t = 0 debe anularse. Veamos qué informacion
nos da dicha afirmacién:

d
0=

Comenzaremos usando el 4rea del grafo de una funcién f estd dada por

area(f) =/u\/m/

tenemos que (3.1) queda como

area (f +tg) = ;t‘to/u\/l‘f‘ IV (f +tg) [I?

drea (f +1tg), (3.1)
=0

0

t=0

_4
Todt
d

~ 4t —o /ll \/1 + (fut+ fgu)z + (fo+ tgz;)z.

Como estamos integrando funciones uniformemente continuas en el compacto U

y estas dependen diferenciablemente de t, podemos conmutar integral y derivada
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con respecto a t. Obtenemos el siguiente resultado:

O:

d ) B
7| area (f +1tg) =

_/i
- Judt],_

\/1 + (fu + tgu)* + (fo +tg0)°
t=0

/ Su fu+fgu)+gv(fv+tgv) :/ M
ST+ Gt g+ otigol |, WVITRTR

Esta igualdad se puede reescribir usando el operador gradiente como

O:/ <<\/1+ 2112 \/1+f +f2> ,(gu,gv)> _/U<\/1+v||fwlvg>'

Buscando la relacién entre la anterior integral y el resultado a demostrar es ne-

cesario realizar un paso previo relacionado con el concepto de divergencia. Por
Vf
VIHIV?

dor divergencia al producto g - T:

simplicidad, escribiremos T = en lo que sigue y aplicaremos el opera-

asTy)  a(sDh) 9 T, 9 T
div(g - T) = div(gTy, gTy) — 281) | 9&Te) _ 98 +—1g+—gT2+—g

ou dv  Ju v
(g"’; + E;g) (Ty, T2) + <aa:r1 - a;;f) g= (Vg T)+div(T) g
y de forma inmediata despejamos
(Vg,T) = —div(T) - g+div(g-T). (3.2)
Usando la ecuacién en el desarrollo de (3.1),
0= % tzoérea(f—l—tg) = / (T,Vg) = / gdiv(T —|—/ div(gT).

El teorema de la divergencia en el abierto U nos asegura que [, div(gT) =0 ya
que gT es un campo de soporte compacto contenido en U. Por tanto, usando la
arbitrariedad de g con [; ¢ = 0, el lema [3.2]y la férmula (en concreto, su
segunda parte), nos dicen que H = div(T) es constante en U, esto es, X tiene
curvatura media constante en un entorno de p. Como la superficie es conexa, se
deduce que la curvatura media es constante en todo 2. g

1.1. Ejemplos de superficies minimas.

DEFINICION 3.4. Sea X una superficie regular. Si su curvatura media se anula
en todos los puntos de %, decimos que la superficie es minima.

1.1.1. Planos. Sea la parametrizacién X (u,v) asociada a un plano, vamos a
comprobar que estamos ante una superficie minima.

X(u,v) = (u,v,au + bv) con a,beR

Calculemos las derivadas parciales y el normal asociado:
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X, =(1,0,a) X, =(0,1,b) Xuu = (0,0,0) =0 Xow =0 Xuw =0

i ] k
_ B - Xu X XU _ (_a/bll)
Xy X Xy = (1) (1) Z = (—a,b,1) N = 1 Xy x Xo] B 1+ a2 + b2

En primer lugar, calculemos los coeficientes asociados a la primera y segunda

formas fundamentales:
E=|X*=1+a*  G=|[Xo|?*=1+0>  F=(Xu Xo)=ab,
e = (Xuu,N) =0, g = (Xoo,N) =0, f = (Xup,N) =0.
Comprobemos que la curvatura media es nula,

1+a%)-04+0-(1+b%)—2-0-ab 0
2-((1+a2)(1+b2) — (ab)2)

Asi pues, los planos son superficies minimas.

o

1.1.2. Helicoides. Un helicoide es una superficie que surge al rotar una recta
respecto de uno de sus puntos a la vez que se traslada en una direccién ortogonal
al plano de giro. La parametrizacién usual de un helicoide es la dada por

X(u,v) = (ucos(v),usen(v),av) con acR.
Calculemos las derivadas parciales,
Xy = (cos(v),sen(v),0), Xy = (—usen(v),ucos(v),a), Xuyu =0,
Xopo = (—ucos(v), —usen(v),0), Xy = (—sen(v),cos(v),0).

Utilizando las derivadas anteriores, calculamos el producto vectorial asociado,

; [
Xy x Xy =1 cos(v) sen(v) 0| = (asen(v), —acos(v),u),
—usen(v) wucos(v) a

y de forma directa su normal correspondiente,

N = Xux Xy,  (asen(v),—acos(v),u)

[ Xu x Xo Va2 + u?

A partir de esto, los coeficientes asociados a la primera y segunda formas funda-

mentales son

E=|Xul?=1, G=[IX|?=u?+a* F=(XuyXo)=0,
—a
€:<XW'N>:O/ g=<Xm;,N>=0, f:<Xuer>:\/ﬁ'

Comprobemos pues que la curvatura media es nula

—a
1040 (12 +a2) =20 ——2
( ) var+u? _

H= 2(1- (12 +a2) - 02)
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siendo as{ el helicoide una superficie minima.

1.1.3. Catenoides. Los catenoides son las superficies de revolucién de las cur-

vas llamadas catenarias. Vamos a comprobar que son también superficies minima

partiendo de la parametrizacién
X(u,0) = (c - cosh (%) -cos(u),c - cosh (%) ~sen(u),v> ,

donde ¢ € RR representa el pardmetro de la catenaria. Calculemos las derivadas
parciales:

Xy = c-cosh (%) (—sen(u),cos(u),0),

v v
X, = (senh (E) - cos(u), senh (E) 'sen(u),l) ,
Xyu = ¢ - cosh (%) (—cos(u), —sen(u),0),
1 v
Xop = - - cosh (E) (cos(u),sen(u),0),
Xy» = senh (g) (—sen(u),cos(u),0).

Con esto, calculamos el producto vectorial

~ ~

! ]
Xy X Xy = |c-cosh(2)(—sen(u)) c-cosh(2)-cos(u)
senh(%) - cos(u) senh(%) -sen(u)

= (c - cosh (%) cos(u), c - cosh (%) sen(u), —c cosh (g) senh (%)) ,
lo que nos da el normal asociado esta parametrizacién:

XuxXo _ ¢ cosh (Z)) (cos(u),sen(u), —csenh(2))

[ X x Xo| ¢ - cosh(2)1/1+ senh?(2)

A partir de esto, podemos calcular los coeficientes asociados a la primera y

_ O

[

segunda formas fundamentales:
E=|Xu|*=c*cosh*(2)  G=|X|* =senh®(2)+1 F=(X,,X,)=0
—c2cosh? (9)
c-cosh(2)4/1+ senh?(2)
cosh? (2)
c-cosh(%)4/1+ senh?(2))
f=(Xu, N) =0.

e = <qu/N> =

g = (Xoo, N) =

Comprobamos que la curvatura media es nula:
2 40 _ 2 2(v
c”cosh™(2) + ¢ cosh (C) -<senh2(%)+1)—2'0~0
_ c~cosh(%)\/1+senh2(%)) c-cosh(%)\/l-&-senhz(%))
2 (2 cosh?(2) - (senhz(g) + 1) - 02)
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2 2
c¢*cosh” (%)
c-cosh(%)4/1+ senhz(g))

B 2 (cz cosh?(2) - (Senhz(%) N 1)) =0.

(Coshz(%) —senh?(2) — 1)

1.1.4. Superficie de Scherk doblemente periddica. La superficie de Scherk doble-
mente periédica estd parametrizada por

X(u,v) = (u, v,log cos(u)) .

cos(v)

Esta parametrizacion define un grafo sobre el dominio

> 0},

que esta formado por los cuadrados alternos de una teselacién de R? por cuadra-

o cos(u)

U={(u0)eR: cos(0)

dos de lado 7. En los vértices de tales cuadrados, la superficie no esta definida
como grafo, pero se extiende diferenciablemente asumiendo que toda la recta
vertical que se proyecta sobre el vértice forma parte de la superficie. El hecho
de que se llame doblemente periddica es que f(u,v) = %EZ) verifica claramente

)
que f(u+2m,v) = f(u,v+2m) = f(u,v) para todo (1,v) € U. Calculemos las
derivadas parciales y el normal asociado en U:

X, = (1,0,1?2?51’;)), X, = (0,1,?228), Xy = (0,0,@),

1
X = —_— X = = .
00 <OI 0/ C082 (U) > 7 uv (O/ 0/ 0) O

Repetimos el proceso, producto vectorial,

cos(u)” cos(v) ’

i
X, X X, = 1 0 —sen(u) _ (sen(u) —sen(v) 1),
0 1

y de forma inmediata el normal asociado,

(sen(u) —sen(v) 1)

. Xy X Xy . cos(u)” cos(v) *
a [ Xu X Xo| B sen?(u) |, sen2(v) .
cos?(u) + cos?(v) +1
Los coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales vienen dados por
1 1
E=|X,?= , G=IX?*= ,
1%l cos?(u) IXell cos2(v)
—sen(u) sen(v) wos2(1)
F == <XH/XZI> = TN N e = <qu/N> = 7
cos(u) cos(v) sen?(u) + sen?(v) +1
cos?(u) ' cos?(v)
;
§ = (Xoo,N) = o 0) , f=(Xu,N) =0.

\/senz(u) + sen?(v) +1

cos?(u) ' cos?(v)
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Por tanto, la curvatura media es nula:

| -1 1
cos?(u) cos?(v cos?(u)  cos?(u) —sen(u) sen(v)

(v)
cos(u) cos(v)
sen?(u) | sen?(v) sen?(u) | sen?(v)
e \/cosZ(u) + cos2(v) +1 \/cosz(u) + cos?(v) +1

( 1 1 sen?(u) sen?(v) )

cos2(u) ~ cosZ(v)  cos?(u) cos?(v)

de donde deducimos que la superficie de Scherk es minima.

1.1.5. Superficie de Enneper. La superficie Enneper estd dada por la parame-

trizacién

2 _ 2 2_ .2
X(u,v):<;(l—u3+vz>,3U<1—Z;+u2>,u 30 >

Previamente, simplificamos la superficie,

1 u’ 2 v’ 2 2 2
X(u,v)—3((u—3+uv ),(—v+3—vu ),u —v)

y tiene la particularidad de que cada una de las componentes anteriores es un

polinomio. Calculemos las derivadas parciales,

1 1
Xy = 3 (1 —u?+ Uz, —27)u,2u> , Xy = 3 (Zuv, —1+9%— uz, —27)) ,
2 2
qu = g(—u,—v,l), X‘UU = g(u,v,_l),
2
Xuw = 3 (v, —u,0).
Sea el producto vectorial,
11 - J
Xuva=§~§ 1—u+v —2ou 2u | =
2uv —14+v*—u?2 —2v

1
=3 (2021/[ +2u+ 218,204+ 2utv + 203, -1+ ut + ot + 2u202)

asi el normal asociado a la parametrizacién es,
Xyx Xy
[1Xu x Xoll
(20%u + 2u + 2u®, 20 + 2u%0 + 203, =1 + u* + v* 4 2u%0?)
9v/(202u 4 2u + 2u3)2 4 (20 + 2u20 + 20%)2 + (=1 + ud + v* + 2u202)2’

N:

Como en cada uno de los ejemplos anteriores, obtengamos los coeficientes aso-
ciados a la primera y segunda formas fundamentales:
14 2u? 4 20% + u* + 2u?v? + ot

E= %2 = 5 :

1+ 2u? + 202 + u* + 2u20? + o4

G = 1% = ; :
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F=(Xy,Xp) = (20u — 20u® + 20%u + 2uv — 2uv® + 20u° — 4uv) =0

1
9
o —20%u? —2u? —u* — 202 — vt -1

9v/(20%u + 2u + 2u3)2 + (20 + 2u2v + 203)2 + (=1 + u* + v* + 2u202)2’

podemos observar que Xy, = —Xyy luego de forma inmediata tendremos que

los coeficientes de la segunda forma asociados a dichos vectores son opuestos, es
decir, g = —e.

20%u? + 2u? + ut 4+ 202 + vt + 1
9v/(202u + 2u + 2u3)2 + (20 + 2u2v + 20%)2 + (=1 + u* + v* + 2u202)2’

g:

2 (27}314 + 2uv + 20ud — 2uv — 2uBv — 2uv3) 0
181/(20%u + 2u + 2u3)2 + (20 + 2u%v + 203)% + (—1 + ud + v* +2u20?)2

f=

Comprobemos que la curvatura media es nula, lo cual es casi inmediato ya que

F=f=0yg=

Eg+eG—2Ff E(—e)+eG e(—E+G) _ 0
2(EG-F?) 2EG  2EG

Por tanto, también se trata de una superficie minima.

H =




Capitulo 4

Coordenadas isotermas y representacién de

Enneper-Weierstrass

En este capitulo trabajaremos con superficies regulares y orientables con la
hipétesis adicional de que son minimas. Nuestro primer objetivo es encontrar pa-
rametrizaciones adecuadas que nos permitan estudiar de forma mas sencilla las
propiedades geométricas de las superficies. Concretamente, buscaremos cartas
que conserven los dngulos medidos en la superficie minima a través de la para-
metrizacién. Como esta propiedad seguird siendo cierta para cualquier cambio
entre cartas conformes, encontraremos una conexién entre las superficies mini-
mas y la teoria de funciones holomorfas del plano complejo sin mds que identifi-
car las coordenadas reales (1,v) con el numero complejo u + iv. En este sentido,
daremos una representacién de cualquier superficie minima a partir de funcio-
nes holomorfas que nos permitird entender y simplificar algunas cuestiones sobre

superficies minimas.

1. Existencia de coordenadas isotermas

En primer lugar, recordemos qué son las coordenadas isotermas junto con al-
gunos de sus resultados.

DEFINICION 4.1. Sea ¥ una superficie regular parametrizada por X : U C R? —
IR3. Diremos que X es una parametrizacién isoterma o conforme si los coeficientes

de la primera forma fundamental verifican

E=G 'y F=0.

En otras palabras, en una parametrizacién isoterma se cumple que || X,| =
| X0l y (Xu, Xo) = 0, luego la primera forma fundamental estd completamente
determinada por el llamado factor conforme A € C*(U) definido por la relacién

A% = (X, Xy) = (Xo, Xo).

Observemos que podemos escribirlo al cuadrado ya que se trata de una funcién
estrictamente positiva por ser la superficie regular. A partir de las parametrizacio-
nes isotermas, podemos expresar la curvatura de Gauss en funcién tinicamente
del factor conforme. Antes de dar el siguiente resultado, recordemos que el ope-
rador laplaciano es el dado por A = % + % y actda sobre funciones de clase C?
en abiertos de R,

24
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LEMA 4.2. Dada un parametrizacion regular e isoterma X : U C R? — R3, su
curvatura de Gauss puede expresarse como

K = w' (4.1)

DEMOSTRACION. Vamos a particularizar la demostracién del teorema egre-
gium de Gauss al caso de pardmetros isotermos. Para ello, expresamos las segun-
das derivadas de X en la base {X,, Xy, N} como

Xuw =T Xy + T X, +eN,
Xup = ThXu + T Xy + fN,
Xop = I3 Xu + T3, Xy + gN,
donde las funciones l"i-‘]- son los llamados simbolos de Christoffel. Tomando el

producto escalar de estas expresiones por X, y X, y usando que E = G = A% y
F =0, no es dificil llegar a que
Ay

A
theth=-th=2 —Bi=rh=rh=2

A 7
Por otro lado, tenemos que

F— F —
Ny =L, 85O x - S x - Lx,,

ey R ey R A VA B v
eF — fE fF—gE f g
No= e X T g pXo = — X = 2%

Tomando las tercera derivadas de X, nos quedamos con la igualdad entre las
componentes de X;v y Xyou en Xy, la cual nos da la relacion:
—ApA — )\% —eg A%, + Ay _f2
A2 B A2 '

De aqui podemos despejar

eg—f2 _ _)\m, + Avo /\% +)t121
A4 A3 A4

2 ((5) (%)) = 5 togu +1oga)) = —20E. 5

LEMA 4.3. Sea ¥ C RR® superficie, si X : U C R?> — R> es parametrizacion regular e

K:

isoterma se verifica
AX = Xyu + Xopo = 2A2HN,

donde N : & — S? es la aplicacion de Gauss de la superficie, H es la curvatura media
respecto de N y A el factor conforme.

DEMOSTRACION. Partiendo de la parametrizacién isoterma X tenemos
E=G=A=(Xy,Xy) = (X0, Xo) F=(Xy,Xo)=0,

e imponiendo esto en la curvatura media (2.10) se simplifica a
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H_eG+gE_E(e+g)_e+g_e+g
~ 2EG  2E2  2E @ 2)27

asi e + ¢ = 2A2H. A continuacién, derivamos E y F con respecto a u y v,

respectivamente:
d 0 d
£<X111XM> = £<X0/Xv>/ $<XMIXM> = 0/
<qur Xu> = < VU, Xv>/ <Xuv/ Xv> + <Xu/ va> =0.
Asi, uniendo ambas expresiones tenemos (X, Xy) = —(Xu, Xop). Teniendo en

cuenta que X, = Xy, deducimos (X, + Xoo, Xu) = 0, lo cual nos lleva a deducir
que el vector X, + Xyo es perpendicular a X,,; de forma anédloga se comprueba
que Xy, + Xyp también es perpendicular a X,. Por lo que, dicho vector, es paralelo
al vector normal, N. Finalmente, utilizando la expresién mencionada al principio

de esta demostracion,
e+ 8 =2AH < (Xuu + Xoo, N) = 2A°H
y multiplicando la misma por el normal concluimos con la demostracion,
N{(Xyuy 4+ Xop, N) = 2A2HN < X, + Xpo = 2A2HN,

afirmacién que es cierta por el paralelismo ya mencionado junto a que el vector
normal es unitario y forma una base en R3 con X, y Xo. O

2. Reparametrizacién isoterma de un grafo

En esta secciéon vamos a ver resultados que relacionan directamente la parame-
trizacién por grafos con las coordenadas isotermas. Por ello, trabajaremos en un
abierto U € R? un abierto con una funcién f € C®(U) y X : U — R3 serd la
parametrizacion X(u,v) = (u,v, f(u,v)) del grafo asociado a f.

LEMA 4.4. En las condiciones anteriores, si la superficie parametrizada por X es mini-
ma, entonces se cumple que

1+f§ _ f”fv (42)
VItf+f2), \Vi+f2+£7), '
VIt f), \Vitfi+7), +

DEMOSTRACION. Comenzaremos demostrando realizando en primer lu-
gar las derivadas de ambas partes de la igualdad. Por un lado, tenemos
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< 1+ f2

2fofou/1+ fE+ 12— (1 +f3)%
)

1+f2+f3
1+ f2+f2

_ 2fofou(l+ fa + f2) = L+ ) (fufuu + fofou)
(1+f$+f5)% (4.4)
_ 2fofou(+f2) +2fofoufia — (1 + f3) (fufuu + fofou)
1+ 2+ f3)
_ 2fofoufi — L+ f2) fufuu + (1 + f3) fofou
(L+ f2+ f2)3
Aplicando que la superficie es minima (H = 0) y estd parametrizada por un grafo,

por la igualdad tenemos
H=0% (14 ) fux = 2fufofuo + (1 + f2) foo = O.
Asi, (14 f2) fuu = 2fufofuo — (14 f2) foo v finalmente sustituimos esto en la
expresion (4.4):
< 1+ f2 )::wuwﬁ—ﬁ@ﬁﬁﬁw—u+ﬁwa»+a+ﬁmmw
VIti+f2), (1+2+£3)?

_ (U i) foofu t+ (L4 f3)fofon (45)
L+ fE+f3)?

u

Por otro lado,

< ff ) (qufU"i_fufvv)\/m—(fufv)m

V1+f2+f2 (1+f2+12)

(fuofo + fufoo) A+ fa + f3) = (fufo) (fufuo + fofoo) (4.6)
(1+f2+13)?

_ fuwfo(1 + f3) + fufoo (1 + f7)

3

(1+fi+f3)
Vemos como las expresiones (4.5) y son iguales, por tanto la expresion
queda probada. La ecuacién (4.3) se demuestra de forma analoga. O

LEMA 4.5. Si X es una superficie minima, entonces todo punto de L. tiene un entorno
que puede reparametrizarse en coordenadas isotermas.

DEMOSTRACION. Seleccionamos un entorno de un punto p € %, que podemos
suponer ques es p = (0,0,0) y con plano tangente T,X de ecuacién z = 0 (tras
aplicar un movimiento rigido). Entonces, existe R > 0 tal que X es el grafo de una
funcién f(u,v) definida en el disco D(R) = {(u,v) € R/u? +v> < R}.

En este caso la condicién la condicién de minimalidad atendiendo a (2.12) seria

H=0% (14 f2) fuu — 2fufofuo + (1 + f2) foo = 0.
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Adems, en el disco D(R) la funcién f satisface las ecuaciones del lemal.4} por lo
que a partir de dicho lema y del lema de Schwarz podemos afirmar la existencia
de dos funciones F(u,v) y G(u,v) en dicho disco F, G : D(R) — R tales que,

fufo p_ 4P

Vi a VR
1+ fi _ fufo

Gy = —— I, Gy = 20
VI VIR
puesto que D(R) es simplemente conexo. Tomamos la aplicacién ¢ : D(R) — R?
tal que ¢(u,v) = (u+ G(u,v),v+ F(u,v)). Expresando en componentes
¢ = (91, ¢2), tenemos las derivadas parciales

1+ f2 fufo
=14G, =14+ ——"Ju___ =G, = — WY
(P ! A Y ey
1 2
(pu=F= 2T (p)y=1+F =14 N0

luego la matriz del jacobiano de ¢ es

1+ l+f§ fufv
_{(e)u (@1)0) _ JIHAR 1R
]ac((l’) - - ff 1+f2
(@2)u (92)0 —=r 1+ z

V1+fitf VItfitfe

Denotemos por | al determinante de la matriz Jac(¢), esto es,
J =det(Jac(¢)) = (1+ Gu)(1+ Fy) — GoFy
g MHfe A+ L A+fDA+R)  fifs
VIt R+ VIt Wit fe 1+ fit
Hfit 14/ I+fitfi 5, 2+fith

+ = — >
VIFR2+f2 1+f2+f2 V1t i+ f2

Como el determinante | es positivo, podemos aplicar el teorema de la funcién

=1+

inversa que nos proporciona la existencia de un Ry > 0 tal que la aplicacién
?lp(ry) : D(Ro) = ¢(D(Ro)) C IR? tiene inversa diferenciable
P : ¢(D(Rg)) — D(Rp). Calculamos el jacobiano asociado a dicha aplicacion,

]ac(lp) _ <(l/)l)u (¢1)v> _ <(§01)u (?1)0) B _ 1 ( ((Pz)v _((Pl)z]>
(W2 (o) \(g2u (920) T \~(g2lu (o1

14+ 1+f2 —fufo
_ 1 VIR 1448
-7 —fufo 14+ 1+f2

\J1+f2+f2 142412
_ 1 1+ fF+V1+f2+f2 —fufo
IV1+ 2+ f? —fufo I+ fi+V1+f2+ /2

Como z = f(¢(u,v)), la regla de la cadena nos dice que

Jac(z) = Jac(f) - Jac(y),
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de donde se deduce que

oo (VB VITFTR) fu—ful?

on ey

ox —Ff+(1+ R+ VI+ R+ 1) fo
ez NEazays |

Podemos simplificar:

2 (WVITRER) A e (HVITRER)f

W ITRTR W VIR
En la nueva parametrizacion X(u,v) = (1,9, f(¥(u,v))) tenemos que
g (1. 1tF pfe (EVITEER) A
T\ VIR R VIR R VIR R )
X, = —fufo 14 1+f3 (1+m)fv

Finalmente, dichas coordenadas son isotermas ya que, tomando productos esca-

lares en estas tiltimas expresiones, los simbolos de la primera forma fundamental
asociados a X verifican

E:G:v1+f5+f5
] 7

ans
I
e
O

3. Las superficies minimas como superficies de Riemann

Dada una superficie topolégica M, se tiene que es un espacio topoldgico local-
mente euclideo, lo que garantiza que para cada punto g4 € M existe un abierto
U entorno de g y un homeomorfismo ¢ : U — V, siendo V un abierto de R2.
Llamaremos carta al par (U, ¢) y la propiedad fundamental de ser variedad to-
poldgica es que las aplicaciones de cambio de carta son homeomorfismos. En el
caso de una superficie diferenciable en R3, las cartas se eligen diferenciables. En
particular, las inversas de las parametrizaciones son cartas locales cuyo aplicacion
de cambio de carta es un difeomorfismo entre abiertos de R.

Una aplicacién diferenciable f : U € R™ — R”, siendo U abierto, se dice
que es conforme (también se dice que conserva los dngulos) si, dadas dos curvas
diferenciables «, B : (—¢,¢) — U tales que a(0) = B(0), los vectores (f o a)’(0)
y (f o B)'(0) forman el mismo dngulo que los vectores a/(0) y f'(0) (esto quiere
decir que la diferencial df, : R" — R™ es una aplicacion lineal que conserva los

angulos entre vectores).

PROPOSICION 4.6. Sea ¥ C RR® una superficie reqular y sean X : U — R3e Y :
V > R3 parametrizaciones isotermas, donde U,V C R? son abiertos. Entonces, X e Y
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L X{Uyny@)
A\

Y isoterma

Ficura 1. Conservacién de angulos (coordenadas isotermas)

son conformes; en particular, el cambio de cartas ¢ = Y~ Lo X : X" H(X(U) NY(V)) —
Y1 (X(U)NY(V)) es una aplicacién diferenciable y conforme entre abiertos de R?,

DEMOSTRACION. Comenzaremos comprobando que la parametrizacién iso-
terma X conserva los dngulos (lo mismo se aplica a Y). Dado p € X, considera-
mos vectores w; = (a1, by) y wy = (a2, by) cualesquiera en R?. La parametrizaciéon
transforma a w; y wp mediante su diferencial, esto es,

pr(wl) =m X, + 01 Xy, pr(wz) =1 Xy + b Xy,

luego
(dXp(w1),dXp(ws))
[dXp (w1)][[|dXp (w2) |
<a1Xu + 01Xy, 22Xy + bZXv>
||Ll1Xu + b]XUH ||612Xu + bszH
a1aE + (Cllbz + b]ﬂz)F + b1, G
(a2E + b2G + 2a1b,F) 2 (a2E + b3G + 2aybF) 2

A3 (dXy(wy),dXp(wy)) = arccos

— arccos

= arccos

donde hemos usado los simbolos de la primera forma fundamental. Como X es
isoterma, sabemos que E = G y F = 0, asf que concluimos que:
(ayaz + b1by)E
(a} +B)E)2 (a3 + B)E)2
(a1a2 + byb2)
(a +8}) 2 (a3 + 13)

Finalmente, como la composicién conserva la propiedad de ser conforme, se de-

A3 (dXy(wy),dX,(wy)) = arccos

— arc cos

= A2 (wy, wy).

duce que el cambio de carta ¢ también es conforme. O
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Esto conecta directamente con la teoria de funciones complejas al identificar IR?
y C de la forma usual (u,v) — u + iv. Antes de continuar, recordemos algunas
definiciones pertinentes. Decir que el cambio de cartas

p=Y"loX: X HX(U)NX(V)) cC— X HXU)NX(V))

es holomorfo quiere decir que verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es

decir,

E)(p1 o aq}z E)(p1 . a(pz

ET T T 47)
donde ¢1 = Re(¢) y 2 = Im(¢). Por su parte, decir que ¢ es antiholomorfa es lo

mismo que decir que su conjugada ¢ = (@1, —¢2) es holomorfa. De esta forma,
tenemos que sustituir las ecuaciones de Cauchy—-Riemann por las siguientes:

84)1 o 84)2 aq)l o 84)2

W o o 49
Resulta que las tnicas aplicaciones conformes entre abiertos de C son las ho-
lomorfas y las antiholomorfas. En este sentido, probamos el siguiente resultado

para obtener una descripcién mds completa.

LeEMA 4.7. Una aplicacién diferenciable y conforme ¢ : U C C — C es holomorfa o
antiholomorfa.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ = @1 + i@y : U C C — C es conforme y
fijemos p € U. En lo que sigue identificaremos ¢ con (¢4, ¢2) para verla como una
aplicacién en un abierto de R? con valores en R?. En primer lugar, ¢, = d¢ p (1,0)
Y ¢o = dg,(0,1) han de ser ortogonales ya que (1,0) y (0,1) lo son. Dado ahora
el vector (1,1) € R?, se tiene que cumplir que

x = A(d([)p(l,l),dq)p(l,())) — arc cos M

4 19 + olll|@ull
= arccos ||2(Pu|| 5
Vgull? + g0l
luego % = 1. De aqui se deduce que ||¢y|| = [/¢s|. Ahora bien, las
condiciones ||¢u|| = ||@o|l ¥ (@u, o) = 0 nos dicen que ¢, = ¢, = 0 en p (en

tal caso, ¢ es tanto holomorfa como antiholomorfa en p), o bien existe r > 0 tal
que {r~tgu,r1¢,) es una base ortonormal de R?, luego existe 6 € R tal que la
matriz de dg, en la base usual de IR? es de uno de los siguientes dos tipos:

%1 91\ [ rcos® rsend %1 91\ [rcos® rsend

%2 902 —rsenf rcosf)’ %2 902 rsenf —rcosf)’
La primera expresion lleva a que ¢ cumple las ecuaciones de Cauchy—Riemann

y es holomorfa segtn (4.7), mientras que la segunda expresion nos dice que ¢ es
antiholomorfa, segun (4.8). O

En particular, todos los cambios de cartas isotermas son holomorfos o antiho-

lomorfos. Si suponemos ademds que la superficie es orientable, podemos escoger
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entornos coordenados especiales para que todos los cambios de carta sean holo-
morfos y ninguno antiholomorfo.
La orientabilidad nos asegura la existencia de un normal unitario global (apli-

cacién de Gauss) N : & — 2. En cada punto p € ¥ tomamos una parametrizaciéon

. : s XuxXy
X : U, C R — X isoterma con p € X(U). Si Xsx = NN mantenemos la pa-
rametrizacién X establecida. En caso contrario, tendremos que H;((uii((vu = —N
u v

y cambiamos la parametrizacién X por la parametrizaciéon X o ¢; donde c es la
conjugacién ¢ : R — R?, ¢(a,b) = (a, —b). Diremos que la carta X es compatible

con el normal N

PROPOSICION 4.8. Todos los cambios entre cartas isotermas compatibles con un normal
unitario global N son holomorfos.

DEMOSTRACION. Tomemos cartas isotermas X : U — R3>e Y : V — R® com-
patibles con el normal prefijado N y que recubren un punto p € X. Entonces,
YloX : X U(X(U)NY(V)) — YHX(U)NY(V)) es conforme. Esto quiere
decir que podemos pasar de la base ortogonal {X,, X;} de T,Z a la base ortogo-
nal {Yy, Y, } mediante la composicién de una rotaciéon y una homotecia, ya que

ull = || Xo ull = || Yol||- Asi, el cambio de base estd dado por el jacobiano

X Xoll v IV, Yy ||. Asi, el bio de b dado por el jacob
al%q)) W _ [cos(@) —sen(f)) (r 0\ (rcos(f) —rsen(f)
ah{;f(p) ahglzf‘P) ~ \sen(d) cos(8) 0 r/ \rsen(d) rcos(8) )’

de donde se comprueban de forma inmediata las ecuaciones de Cauchy—-Riemann

dRe(p) dIm(g) dRe(p)  dIm(g)
or  0s ds or

Esto nos lleva a concluir que ¢ es holomorfa tal y como queriamos probar. O

DEFINICION 4.9. Una superficie & C R es una superficie de Riemann si se pue-
de recubrir por cartas locales de forma que los cambios de carta sean funciones

holomorfas.

COROLARIO 4.10. Toda superficie minima en R es una superficie de Riemann.

4. Representacion de Enneper—Weierstrass para superficies minimas

Sea X : U C R? = C — R3 una superficie parametrizada y escribamos en
coordenadas

X(0) = (x(0),y(0),2(2)),  TeC

donde { = u +iv es el pardmetro complejo que surge al identificar R? y C.

Definimos las funciones ¢1, ¢, ¢3 : U — C como

T T O R U
"= T P +9
Estas funciones permiten caracterizar facilmente cuando X es isoterma y cuando

es una parametrizacion regular (esto es, su jacobiano tiene rango méximo).
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LEMA 4.11. (a) X es isoterma si, y sdlo si, g3 + ¢3 + ¢3 = 0.
(b) Si X es isoterma, entonces X es reqular si, y s6lo si, |1 |*> + |¢2|> + |p3]? # 0.

DEMOSTRACION. Para probar el apartado (a), observemos que
9+ 5 + 85 = [ Xull® = | Xo|* — 2i(Xu, Xo) = (E - G) —2iF,

por lo que esta suma es nula si, y sélo si, E = Gy F = 0, es decir, cuando la
parametrizacion es isoterma.

Para probar el apartado (b), suponemos ahora que X es isoterma. Entonces,
[¢11? + [62” + |93 = [ Xul* + [ Xl = E+ G.

Si E+ G =0, entonces E = G = 0 (luego X, = X, = 0) y la parametrizacién
no es regular. Reciprocamente, si E + G # 0, entonces E = G # 0y X, y X, son
vectores ortogonales no nulos, luego linealmente independientes. O

Mas atin, la holomorfia de las funciones ¢1, ¢ v ¢3 determina cudndo X para-
metriza una superficie minima y establece la conexién deseada entre la teoria de

superficies minimas y el andlisis complejo.

PROPOSICION 4.12. (a) Si X es una parametrizacion reqular (minima) e isoterma de
una superficie minima, entonces ¢1, ¢» y ¢3 son holomorfas.
(b) Sean ¢1,¢o,¢3 : U — C son funciones holomorfas tales que ¢ + 3 + 3 =
0y |p1]> + |¢2]® + |¢3]> # 0. Si U es simplemente conexo, entonces existe una
parametrizacion isoterma y regular X : U — R3 verificando (4.9) dada por

X(2) = X(Zo) + (Re /Zj 1 (w)dw, Re /g”j ¢2(w)dw, Re /gj 4)3(w)dw> .

DEMOSTRACION. Para probar el apartado (a), observemos que las ecuaciones
de Cauchy-Riemann para ¢; son equivalentes a que Ax = 327’2( + % = 0, esto
es, que la funcién x : U — C sea armonica. De forma andloga, ¢» y ¢3 son
holomorfas cuando Ay = 0 y Az = 0. Por tanto, probaremos que el campo AX =
(Ax, Ay, Az) = Xyuu + Xpp es nulo, y haremos esto viendo que su producto por los

elementos de la base {X,, X,, N} es nulo. Por un lado, tenemos que

w Xu) + 2 (X0, Xu) — (Xo, Xuw)

(Xuu + Xov, Xu) = (X, Xu) + (Xov, Xu) = %%<
) = 33n (X0, Xo) = Fo + 3(Eu = Gu) =0,

(
= %§<Xul Xu> + %<er Xu -

u

ya que E = Gy F = 0 por ser X isoterma. Andlogamente,

<qu + XU‘U/ Xv> = <qu/ Xv> + <va/ Xv> = %<Xur Xv> - <Xur Xuv> + %%Q{v/ Xv>

d

_ 9 1
= @<Xu/Xv> - 7%

<Xu/ Xu> + %%<X01X0> = Fu + %(Gv - Ev) =0.
Finalmente, tenemos que

<qu +X’UU/N> = <qu/N> + <XU‘0/N> = €+g=0,
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puesto que, al ser X isoterma, la condicién de minimaidad eG + Eg —2Ff = 0 se
traduce en que e + g = 0. Esto concluye la demostracion del apartado (a).

Para probar el apartado (b), comenzaremos trabajando con la funcién holomor-
fa ¢1 : U — C (para ¢, y ¢3 es similar), para la que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann nos dicen que

dRe(¢1) _ 9dIm(¢1) dRe(¢1)  9Im(¢)
ou dv ' v ou

Al estar trabajando en un abierto simplemente conexo U C C, el lema de Poincaré

nos asegura que existen funciones diferenciables x, x* : U — R tales que

dx  ox* ox  ox*
Re(¢]) — @ — W’ Im(gb]) — —% — ﬁ (4.10)
Estas funciones son armdnicas conjugadas ya que son la parte real e imaginaria de
una funcién holomorfa f : U — C definida por f = x 4 ix*. En efecto, usando

(4.10), deducimos que f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
ORe(f) _ox _ox' _dm(f)  9Re(f) _dx _ ax' _dlm(f)

Ju du  Jv dv ' dv ov Ju du
Usando de nuevo, la derivada compleja de f estd dada por

dRe(f)  AIm(f) _dx  ox°

f'==5 ou ou o~ Reld) iRe(g1) = g1

El teorema fundamental del calculo para funciones de variable compleja nos ase-

gura que, dados {p,z € Uy un camino 7 : [a,b] — U con y(a) = (o y v(b) =,
se cumple que

£ - F(Qo) = /y £ (w)dw = /7 ¢ (w)duw.

En particular, esta tltima integral no depende del camino elegido. Tomando la
parte real de la expresion anterior, se obtiene la primera componente de la for-
mula dada en el enunciado. La segunda y tercera componentes se obtienen de
forma andloga razonando con ¢, y ¢3. Observemos finalmente que esta parame-

trizacioén es isoterma y regular por el lema ya que estamos asumiendo que
91+ 3+ 93 =0y 1 + 9ol + |gsf* # . O

Observando la demostracién anterior vemos como las superficies minimas guar-
dan relacién con las funciones armoénicas y podemos expresarlo como sigue.

COROLARIO 4.13. Si X : U — R3 es una parametrizacion arménica e isoterma,
entonces la superficie parametrizada definida por X es minima.

4.1. Expresién de las parametrizaciones isotermas en términos de funcio-

nes complejas. A continuacién, vamos a encontrar una forma de obtener todas
: . T 2 442 42 —

las funciones ¢1,¢2,¢3 : U — C holomorfas que verifican ¢7 + ¢5 + ¢35 = 0y

9112 + |92|? + |$3]* # 0 en términos de s6lo dos funciones holomorfas. De esta

manera, tendremos un procedimiento genérico para producir superficies minimas

sin mds que elegir dichas funciones holomorfas.
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Partimos de U C C simplemente conexo para poder aplicar la proposiciénf4.12}
la cual nos permite integrar ¢, ¢, ¢3 para obtener la superficie minima en el

espacio euclideo en la cual la parametrizacién X es
¢ ¢ ¢
X(©) = X(@)+ (Re [ gr(wido,Re [ o) e [ pa(pde).
0 0 0

El término X({p) no es mds que la constante de integracion, luego podemos

redefinir esta expresién para un py € R? arbitrario:
¢ ¢ ¢
X(Z) = po+ (Re/g (,bl(w)dw,Re/g ¢2(w)dw,Re/C ¢3(w)dw>.
0 0 0

En un punto en que |¢1]> + |[¢2]> + |¢3]> = 0, la parametrizacion X : U — R>
deja de ser una superficie parametrizada y se dice que X tiene un punto de ra-
mificaciéon. A veces, se estudian superficies minimas con puntos de ramificacion,
llamadas superficies minimas ramificadas. Para dichas superficies, debido a que
¢1, 92, ¢3 son funciones holomorfas, los puntos de ramificacién estdn aislados.
A pesar de esta mencién, nos centraremos en las superficies no ramificadas y
evitaremos estos puntos al considerar ejemplos simplemente elimindndolos del
dominio.

Escribimos ¢? + ¢3 + ¢2 = 0 de forma equivalente como

¢ + 03 + 93 = (¢1 + i) (¢1 — i) + 93 = 0. (4-11)

Definimos la funcién g : U — C como
$3
. 70,
que estd bien definida y es holomorfa salvo posiblemente en los puntos en que
¢1 —igo = 0, en los que puede presentar polos si ¢3 no tiene un cero que com-
pense al cero del denominador (en particular, ¢ no puede tener singularidades
esenciales). Por tanto, podemos extender abusando de la notacién ¢ : U — C
y decir que es una funcién meromorfa. A partir de g y de la expresion (4.11),
obtenemos que
2= ‘Pg _ = + i)
(pr—ig2)>  ¢1—ifa

Definimos también f = ¢ — i : U — C, que si es una funcién holomorfa ya que

¢1 v ¢2 son holomorfas. Con todo esto, buscamos expresar ¢y, ¢2, $3 en términos
tnicamente de las funciones f y g:

2 —(p1tign)  —(p1+igo) . 20 -
8= T Tig o §°f = (¢ +ign)

Asi pues,

§f =~ — iz } _ = @) = 5@ D) }
f=¢1—ig ¢1=13f(1-g%
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Por otro lado, como g = P % tenemos que ¢3 = fg. Como ¢1, ¢2, 3 son

P1—i2
holomorfas, los productos fg y f¢* también deben serlo, si bien observamos que
la holomorfia de fg? implica la de fg. Por tanto, si {; € U es un polo de g de

orden m, entonces {y debe ser un cero f de orden al menos 2m. Tenemos asi que

p=2f0-8) = 2f@HD, b= S

Esta eleccion de funciones verifica la condicién requerida puesto que
1 1
PT+ 3+ 3 =1 <4(1 -8 - (& +1)2+g2) = |-+ =0

Ademas, |¢1]% + |¢2]® + [@3|> = 3|f|*(1 + |g|*)% Estos resultados nos llevan a
enunciar el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.14. Sea un abierto U C C y sean ¢q,¢2,¢3 : U — C funciones
holomorfas cualesquiera verificando ¢ + ¢3 + ¢p3 = 0. Entonces, existen f,g : U C
R? — C funciones tales que

p=of0-8) = if@+)  p=fy 412)

siendo f holomorfa y ¢ meromorfa tales que fg? es holomorfa.

Reciprocamente, dadas f,g : U C R? — C, holomorfa y meromorfa respectivamente,
tales que fg? es holomorfa y U es simplemente conexo, la aplicacion

4 2 ¢ 2 4
X(7) = (Re [* f@0—2@?) g pe [© @0 g Re [* fla wdw>
@) = (re [ £205 e |, fw)s()

es una parametrizacion isoterma y reqular de una superficie minima en los puntos en que
|f1?(1+ |g|?)? # 0 (en caso contrario, se produce ramificacién).

Tenemos expresado asi, a partir de los pardmetros anteriores, una superficie
parametrizada que es minima salvo puntos de ramificacién los cuales tendremos
que eliminar. Esta forma de expresar la superficie se llama representaciéon de
Enneper-Weierstrass y a las funciones f y g se las conoce como datos de Weiers-
trass. podemos obtener resultados ya vistos pero en este caso en funcién de las

funciones f y ¢ mencionadas en este capitulo.

Observemos que los vectores X, y X, asociados a una parametrizacién de esta

forma estan dado por (4.9) como

Xy, = (Re ¢y, Re ¢, Re ¢3), Xy = (Im ¢y, Im ¢, Im ¢p3).

PROPOSICION 4.15. Sea £ C R3 una superficie, U un abierto U C R>y X : U — £
un parametrizacion isoterma. Consideremos las funciones f y g junto con la parame-
trizacion de Enneper—Weierstrass y su conjugada donde ambas parametrizaciones serdn
minimas e isotermas, entonces el factor conforme A verifica,

2=l (1+1gP)
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DEMOSTRACION. Puesto que las parte real e imaginaria de una funcién ana-
litica son arménicas, sabemos que su laplaciano se anula, es decir, el campo
AX = (Ax, Ay, Az) = Xy + Xoo es nulo y Xy + Xoo = Yuu + Yoo = Zuu + Zoo = 0.
tenemos asi que ¢1, P2 v 3 expresadas como en son funciones holomorfas
que ademds verifican ¢7 + ¢3 + ¢3 = 0 por ser X es isoterma.

Como ademads, las parametrizaciones son regulares, por el item (b) del lema

sabemos que
(9117 + 192 + I9s]* = I Xull® + [ Xo|* = E+ G
y por ser isoterma E = G, luego

[p1% + |92 + [ = 2E = 2(Xu, Xu) = 247
1
= 5 (IFPL =P+ 1FP11 + 22 + 4 fg?)
1 2
= > (IfPa+1g?)

Asi, despejamos A2 = 1[f|?(1 + |g|?)?, que es la expresién que estdbamos bus-
cando O

Teniendo en cuenta el lema (4.2), se deduce ademas la siguiente expresion para
la curvatura de Gauss.

PROPOSICION 4.16. Bajo las condiciones preestablecidas de la parametrizacion de Enneper—
Weierstrass, la curvatura de Gauss para viene determinada por

o 4lg'| 2
K= <|f<1+|g|2>2>'

Como 0 = 2H = 1 + K2 y k12 = K, deducimos ademds las siguientes expre-
siones de forma inmediata para las curvaturas principales:

_ A PR o N
£+ 1g[?)? £+ 1g[?)?

En ocasiones basta con conocer parte de la superficie y a partir de movimientos

K1

rigidos conseguir el resto de la misma si sabemos que esta tiene ciertas simetrias.
El siguiente teorema de reflexién y rotacién no lo demostraremos pero es ttil a
la hora de analizar ejemplos concretos. Su demostracién puede encontrarse, por
ejemplo, en [2].

TEOREMA 4.17 (simetria de superficies minimas). Sea & C IR® una superficie mi-
nima y sea « : I C R — X una curva regular en la superficie.

(a) Si a es un segmento de linea recta, entonces ¥ es invariante por la simetria axial
respecto de dicha recta.

(b) Si w es una curva contenida en un plano P y % es ortogonal a P a lo largo de a,
entonces X es invariante por la simetria especular respecto de P
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Si en cualquiera de los dos supuestos anteriores, la curva se halla en la frontera de %,
entonces pueden usarse estos movimientos rigidos para extender . de forma diferenciable.

4.2. Ejemplos.

4.2.1.  Plano. Sean las funciones f(z) = 1, holomorfa en C y g(z) = 1, holo-

morfa en C.

Calculamos fg? = 1, que es holomorfa en todo C. A partir obtenemos

que
1 i .
p=510-1)=0 @=210+)=i ¢=1

Tomando el valor inicial {o = 0y X({p) = 0, podemos integrar

X(2) = X(go) + (Re /gj ¢1(w)dw, Re /; ¢2(w)dw, Re /; ¢3(w)dw>

(4 - ¢
= <Re/ Odw,Re/ zdw,Re/ 1dw)
JO 0 J0
= Re (mg, liw]§, [w}g) = Re (0,i(, {)
En términos de las variables reales (u,v), podemos expresar
X(u,v) = (0,—ov,u).

Comprobamos de forma inmediata que se verifica la condicion ¢? + ¢3 + ¢2 = 0

y que X es isoterma puesto que dadas las derivadas
X, =(0,0,1), Xy, =(0,-1,0),
calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental asociados
E=|X)?=1  G=[X|>=1 = F=(Xy,X)=0.

1

4.2.2. Helicoide. Sean las funciones f(z) = i, holomorfa en C y g(z) = 3,

meromorfa en C — {0}.
Obtenemos fg? = Ziz holomorfa en C — {0}. A partir de obtenemos

i 1 -1 1 i
‘P1:2<1—Zz) 4’2:2(1"‘22) $3 =

Suponemos (o =0y X({o) =0,

X(©) = X(@0) + (Re /; () Re | é pa(w)dw, Re /; pali)co )

- R/éi - L cle/gl1 1+ L dwR/gidw
- e()2 w2 'eo 2 w2 ’eow

2pve] 7 g o)
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Como { = u+ivyRe(iln(7)) = Re(i(In|¢| +iarg({))) = —arg(u,v) conu > 0,
podemos extrapolar esta reparametrizacion a términos de (i, v)

1 1\ -1 1
X(u,v) = <2 (—U+v>,2 <u+u>,—arg(u,v)) u > 0.
Realicemos la comprobacién de las hipétesis,

N2 2 2 .\ 2
¢%+¢§+¢§:<;> (1—212> +i(1+212> +<;) =0,

y por otro lado, comprobamos que X es isoterma. Calculemos en primer lugar

las derivadas parciales,

-1 1 1 1
Xll: <0,2<1—u2>,0), XU: <2 <_1_’()2)’0’0)

De forma inmediata tenemos,

1 1\ 1
_ 2 _
E=|[XulI*= 1 <1+u4> +ﬁ’
1 1\, 1
_ 2 _
6=l = 5 (1+ 5 ) + 532
F = (X, X,) = 0.

4.2.3. Catenoide. Sean f(z) = 1 holomorfa en C y g(z) = % meromorfa en

C - {o}.
Calculamos fg?; fg> = le holomorfa en C — {0}. Luego

1 1 i (1 1
%:z<“zﬂ @:z(ﬁ+Q h=z

Suponemos (o =0y X({o) =0,

X(Q) = X(Co) + (Re ; ¢1(w)dw, Re /Cj ¢ (w)dw, Re /gj 4)3(w)dw)

= ( % ( 632) dw,Re/Og; (632le) dw,Re/Og :wa>
NHREHER.

(D430 m0)

Como { = u + iv podemos extrapolar esta parametrizacion a términos (u,v):

X(1,0) = (; <u—|— i) . (Zl) —v) ,ln(u)>

Realicemos la comprobacién de las hipétesis, por un lado

1 1\> [i\*[1 2 1)\?
¢%+¢§+¢§=4(122> +(;) <Z2+1) +<Z> —0,
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y por otro lado, comprobamos que X es isoterma. Repetimos el método anterior,
derivadas parciales,

1 1 1 1 /-1
x=(z(1-52)00) %= (03(z-1)0)
De forma inmediata, los coeficientes de la primera forma fundamental vienen
dados por

1 1 1
_ 2 _
E= 1%l = 5 (1+ 55 ) + 53
1 1 1
_ 2 _ 2 _ _—
G = |1 Xl| _4(1+v4>+202,
F=(X,,Xy)=0.

4.2.4. Caso general: familia asociada al catenoide y el helicoide. Sean las funciones

1

f(z) = " holomorfa en C y g(z) = 1 meromorfa en C — {0}.

Calculamos fg?; fg> = ‘;ig holomorfa en C — {0}. Luego

_ 1 1 _ i1 _ el

Suponemos (o =0y X({o) =0,

X(0) = X(@0) + (Re [ 1), Re [ pa(w)a Re [* gatao)ao )
= (Re /05 %eie <1 — ;2) dw,Re/Og éeie <$2 + l> dw, Re /Oé ejdw)
=Re (eie <; [w + ;K,; [;1 + W]z, [ln(w)}%))
SN EIE)

Como { = u+ivy e = cos(f) +isin(f) podemos extrapolar esta parametri-

zacién a términos (u,v) y 6:

(e (3 (erg))) e (oo i)
= % <cos(9) (u+ uz—bil—vz> — sin(0) <v— uzivz)> ,

A RO
ot () 0 v )

Re (eie ln(é)) =Re (eie In(u + iv)) = cos(0) In(u)

N~
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Asf la familia asociada viene dada por la siguiente parametrizacion,

X (1, 0) = (; (cos(e) <u + uzivz) ~sin(6) (v - u2f|)—02>) ,

% <coS(9) (—U - uZ:JLUZ> — sin(0) (” - uz_T_Z]z)) ’

cos(0) In(u))

4.2.5. Enneper. Dadas las funciones f(z) = 1 holomorfa en C y g(z) = z
holomorfa en C.

Calculemos fg?; fg*> = z2, holomorfa en C. Luego

2 2
4’1leZ 4’2=w 3 =

|
N
I

Suponemos (o =0y X({p) =0,

4 4 ¢
X() = X(o) + (Re [ o) ke [ oty Re | ¢3<w>dw)
B ‘1 —w? Ci(w?+1) 4
= (Re/o 5 dw,Re/O wa, Re/0 wdw)
1 w3 ¢ i w3 ¢ wZ ¢ é’ C3 ) é’3 é’ gZ
e (z B [3*1”]0’[2}()) -xe(5-5i(5+3) %)

Como { = u + iv podemos extrapolar esta parametrizacién a estos términos:

u  ud—3u® =3utv+v® v ur—o?
Xwor={3""% & 2 2

Operando en la misma podemos simplificarlo,

1 2 2
X(u,v) = 3 (u <1L;+vz),v (u2+21),uzvz)

Finalmente comprobamos las hipétesis,

1 — 22)? 2 2
A= 1"7) 42) +<;) (2+1) +22 =0,

X es isoterma,

1 1
X, = > (1 2 + 02,—20u,2u) , Xy = 5 <2ml, —u2 + v? — 1, —ZU) .
Luego,

1

E= P = g (1424267 4t + 200 4 o)
1

G =X = 1 (2u2v2 +ut + 20 + vt + 207 +1)
+

F = (Xy, Xo) = 411 ((1 — 12+ %) (20u) + (—1u? + 02 — 1) (—20u) —4uv) = 0.



Capitulo 5
Representacion superficies minimas

En esta seccién vamos a mostrar el uso del Mathematica para la representacién
de diversas superficies minimas. En el mismo, vamos a mostrar las funciones

programadas y la generacién de las figuras correspondientes.

1. Representacién a partir de la parametrizacién

En el caso de conocer las parametrizaciones, basta con introducir las mismas y
ejecutar el comando ParametricPlot3D para su esbozo.

1.1. Primera superficie de Scherk. Introducimos la parametrizacién de la
superficie Scherk:
scherk[a_][u_, v_]:={u, v, (1/a)LoglCos[av]/Cos[aull}
A continuacién, generamos la superficie en R3 (véase la figura :
ParametricPlot3D[Evaluate[scherk[1] [u, v]],
{u, -Pi/2 + 0.01, Pi/2 - 0.01}, {v, -Pi/2 + 0.01, Pi/2 - 0.01},
PlotPoints->{30, 20}, PlotStyle->{Hue[0.09, 0.78, 0,87]},

Axes->None, Boxed->False

FIGURA 1. Primera superficie de Scherk cona =1

42
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1.2. Superficie minima de Henneberg. Introducimos la parametrizaciéon de

la superficie minima de Henneberg:

henneberglu_, v_] := {2 Sinh[u] Cos[v] - (2/3) Sinh[3u] Cos[3v],
2 Sinh[u] Sin[v] + (2/3) Sinh[3u] Sin[3v], 2 Cosh[2u] Cos[2v]}

Esbozamos ahora una region en la que se puede apreciar una banda de Mobius,

que revela la no orientabilidad global:

ParametricPlot3D[Evaluate [henneberglu, v]],
{u, 0.35, 0.85}, {v, -Pi, Pi},
PlotPoints -> {12, 56}, PlotRange -> All,
PlotStyle -> {Hue[0.99, 0.75, 0.53]},

Axes -> None, Boxed -> False

FIGURA 2. Superficie minima Henneberg

1.3. Familia asociada al helicoide y catenoide. El helicoide se puede defor-
mar en un catenoide, como consecuencia de ello hemos introducido la transfor-
macién, denominada helicate, que nos permite su realizaciéon. En dicha transfor-
macion, la variable t oscila entre 0 y 7; en el caso de ser cero tenemos un helicoide

y en el otro caso un catenoide. Veamos dicha deformacién,

helicatel[t_J[u_, v_] :=
Cos[t] {Sinh[v] Sin[u], -Sinh[v] Cos[ul, u}
+ Sin[t] {Cosh[v] Cos[u], Cosh[v] Sin[u], v}

Comenzamos representando un helicoide, que se obtiene para t = 0:
ParametricPlot3D[Evaluate[helicate[0] [u, v]1],
{u, -Pi/2 + 0.01, Pi/2 - 0.01}, {v, -Pi/2 + 0.01, Pi/2 - 0.01},
PlotPoints -> {50, 30}, PlotStyle -> {Hue[0.12, 0.88, 0.93]},

Axes -> None, Boxed - >False



44 5. REPRESENTACION SUPERFICIES MINIMAS

FiGura 3. Helicoide

Veamos como variando t, varia la superficie:

ParametricPlot3D[Evaluate[helicate[Pi/5] [u, v]],
{u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi},
PlotPoints -> {20, 20}, PlotStyle -> {Hue[0.12, 0.88, 0.93]},

Axes -> None, Boxed -> False

]

ParametricPlot3D[Evaluate[helicate[2Pi/5] [u, vI1],
{u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi},
PlotPoints -> {20, 20}, PlotStyle -> {Hue[0.12, 0.88, 0.93]},

Axes -> None, Boxed -> False

(a) Superficie asociada al (B) Superficie asociada al heli-

helicoide con t = ¥ coide con t = %’T

F1GURrA 4. Helicoide — Catenoide
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Finalmente para t = 7, tenemos el catenoide:

ParametricPlot3D[Evaluate[helicate[Pi/2] [u, v]],
{u, -Pi, Pi}, {v, -Pi, Pi},
PlotPoints -> {20, 20}, PlotStyle -> {Hue[0.12, 0.88, 0.93]},

Axes -> None, Boxed -> False

FiGura 5. Helicoide

2. Representacion a partir de la representacién de Enneper—Weierstrass

2.1. Superficie de Richmond. Para conseguir implementar la representa-
cién de Enneper—Weierstrass ha sido necesario implementar las algunas funciones
adicionales. En primer lugar, definimos la funcién X que no serd mas que el vector
de funciones complejas (¢1, ¢2, ¢3) de la parametrizacion de Enneper-Weierstrass

dado por

X[f_, g_1[z_] := Module[{zz, phi},
phi = Integrate[{(1-glzz]"2)f[zz]/2, I(1+glzz] 2)f[zz]/2,
flzzlglzzl}, zz];
Simplify[phi /. zz -> z]
]

Para obtener la parametrizacién deseada necesitamos definir otra funcién, en este
caso minimal donde a partir de una funcién analitica Psi y aplicada a la funcién
anterior X nos proporciona una parametrizacién minima e isoterma donde su

parte real se corresponde con la parametrizacion

X(7) = X(Qo) + <Re /gqb (w)dw Re/gqb (w)dew Re/Cqb (w)dw>
‘ o ! ’ o ? ’ o ’ '
minimal [Psi_][t_J[u_, v_] := ComplexExpand[Re[E~(-It)Psilu + I v]]]

Para ponerlo en practica vamos a representar la superficie minima de Richmond.

Comenzamos introduciendo los datos f y g:
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flzl=1/z"2
glz]l=z"(n+1)

A continuacién, calculamos las funciones ¢ asociadas
richmond[n_J[z_] = X[1 / #°2 &, # (n + 1) &][z]

En este caso, obtenemos la siguiente integral explicita:

142n +ZZ+2n 11 1 N 71421 N
2z+4nz 2 z 142n)’n
Esto nos da la parametrizacién deseada pero en este caso trabajaremos en coor-
denadas polares alrededor del polo que la funcién f tiene en z = 0:

richmondpolar[n_][t_][r_, theta_] =
PowerExpand [
Simplifyl
ComplexExpand [minimal [richmond [n]] [t]
[r Cos[thetal], r Sin[thetall,
TargetFunctions -> {Re, Im}]]
/. {ArcTan[r~2, 0] -> 0, ArcTan[r Cos[theta], r Sin[thetal]] -> theta}
]

De esta manera, llegamos a la parametrizaciéon en coordenadas polares

2141 Cos|t+theta—2(1+1) theta]

Cos[t + theta] +

= 14+2n
x(r,t) = 5 ’
; 2(%+n> .
(r,t) = 1 _Sm[t + theta] n 7 Sin[t — (1 + 2n)theta)
ST r 1+2n /
" — nthy
2(r 1) = r"Coslt — ntheta]

n
y finalmente representamos la superficie mediante

ParametricPlot3D[Evaluate [richmondexppolar[1] [0] [r, thetal],
{r, 0.3, 1.3}, {theta, 0, 2 Pi},
PlotPoints -> {20, 40},
Axes -> None, Boxed -> False,
PlotStyle -> {Hue[0.06, 0.65, 0.88]}
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(a) (8)

ParametricPlot3D[Evaluate [richmondexppolar [3] [0] [r, thetall,
{r, 0.3, 1.3}, {theta, 0, 2 Pi},
PlotPoints -> {20, 40},
Axes -> None, Boxed -> False,
PlotStyle -> {Hue[0.06, 0.65, 0.88]1}
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3. Libreria mesh

3.1. Superficie de Chen—Gackstatter de género 2. Esta superficie fue ge-
neralizada para cualquier género por Lépez—Martin-Rodriguez, pero en nuestro
caso solo lo haremos de género 2. Elegimos la simetrfa e introducimos los datos

de Weierstrass;

k = 4;
7.68912;
ro = 1/ 0.241507;

ro (Sqrt[-1+z]z~(-1+1/k)Sqrt[1+z])/(Sqrt[-a+z]Sqrt[a+z])
(Sqrt[-a+z] Sqrtl[a+z])/(ro Sqrt[-1+z]z~(-1+1/k)Sqrt[1+z])

flz_]
glz_]

1
rovz—1y/z+1zF !
Vz—av/a+z

1
x/z—a\/a-&-zz] k
rovz—1vz+1

y obtenemos la parametrizacion Enneper-Weierstrass siguiendo

X(2) = X(Zo) + (Re /gf 4)1(w)dw,Re/§f 4)2(w)dw,Re/§j ¢3(w)dw> .

phil =1/ 2 (1 - (glx])"2) f[x]
phi2 = I / 2 (1 + (glx])"2) f[x]
phi3 = f[x] glx]

_2

—1+2z) (1+2)ro?

2v/z—av/a+z

. 227% (—a+z)(a+z) 14
irov/z—1v/z+1 (17 W) zk
2\/z—a~/a+z

1

Debido que al intentar esbozar la superficie con los anteriores calculos sin antes
simplificar se complica demasiado previamente simplificamos las funciones, para
ello definimos las siguientes funciones y volvemos a parametrizar a partir de

funciones auxiliares.

auxl[z_]:=2z"(1/k-1) (z-1)"(1/2) (z+1)~(1/2) (z-a) " (-1/2) (z+a) " (-1/2)
aux2[z_]:=z"(1/k-1) (z-1)"(1/2) (z+1)~(1/2) (z-a) " (-1/2) (z+a) "~ (-1/2)

philaux = 1 / 2 (1/ro aux2[z] - ro auxi[z])
phi2aux = I / 2 (1/ro aux2[z] + ro auxl[z])
phi3aux = f[x] glx]

% (—ro (%m(l — Tan[x])) 2] + (émiﬁan[x]) [Z]>
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; (ro (a1~ Tankx) 1 + (/) M)

1

Establecemos las constantes,

cp = 1.+I;
fO[z_]:=Re[NIntegrate[{philaux[w], phi2aux[w], phi3aux[w]},
{w,cp,z}]]

delta = f0[0]

{1,28776,0,937297, —1.}

y calculamos el normal de la superficie a partir de la funcién

StereographicProjection establecida en la libreria mesh.

fo[z]-delta
StereographicProjection[g[z]]

filz_1:

nlz_]

Es necesario un dominio en coordenadas polares para un correcta representa-
cién, asi fijamos las constantes necesarias y calculamos dicho dominio de nuevo

con una funcién de la libreria ya mencionada, PolarDomain.

e = 0,0000000001;

nxl = 3;
nx2 = 3;
nx3 = 4;
ny = 12;
ml = PolarDomain[Union[NRangel[e,1,nx1]"2, NRangel[1l,a,nx2],

NRange[a,10.,nx3], SameTest->AlmostEqual],
NRange [e,Pi/2-e,nyl];

Finalmente, encadenamos una serie de funciones descritas en el apéndice de
este trabajo para obtener la superficie deseada.

frl = MeshPlot3D[{ f1[x+Iy]l, n[x+Iyl}, {x, y}, mil;

fr2 = MeshJoin[frl, MeshRotate[frl, StraightLine[{0,0,0}, £ [1.I]1]11];
fr3 = MeshJoin[fr2, MeshReflect[fr2, Plane[{1,0,0}, 0]1];

fr4 = MeshJoin@@Table [MeshRotateZ[fr3,i2Pi/k,0], {i,0,k-1}];

Show[gr = Mesh3DToGraphics3D[fr4]]
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W%
'”"”<ﬂ§54, Nl;ﬁ’
s o

F1cura 6. Superficie de Chen—Gackstatter de género 2

3.2. Superficie Hoffman-Wohlgemuth. Repetimos en parte el proceso se-
guido con la anterior superficie, comenzando por definir los datos de Weierstrass;

flz_]
glz_]

V1+z
vV —=1+zvb+z

(~a+2)
(—b42)3 (a+2)

NI NIw

W

V=b+z(a+z)2/—1+z
(7a+z)% V1+zvb+z

y obtenemos la parametrizacién Enneper-Weierstrass,

phil =1 /2 (1 - (glx])"2) £[x]
phi2 = I /2 (1 + (glx])"2) £[x]
phi3 = f[x] glx]

_ 3/2(1_ (71+z)(a+z)3(7b+z)
Vitz(-a+z) <1 (1+2)(—atzP3(b12) )

2v/—1+z(a+z2)3/2(—b+z)3/2\/b+z

; 21372 (14 E1) @) (<biz)
iv14z(—a+z) (1+ (1+z)(—u+z)3(b+z)>

2v/—1+z(a+2)3/2(—b+2)3/2\/b+z

1
(=b+z)(b+z)
Con los datos anteriores, esbozar la superficie sin simplificar no puede dar erro-

res, por ello previamente simplificamos siguiendo la estrategia ya mencionada,
definimos funciones y volvemos a parametrizar a partir de funciones auxiliares.

auxl[z_,a_,b_]:=(z-a)~(3/2) (z-b)~(-3/2) (1/sqrt[z-1])
(z+a)~(-3/2) (1/sqrt [z+b]) sqrt [z+1]

aux2[z_,a_,b_]:=(z-a)~(-3/2) (1/sqrt[z-b])sqrt [z-1]
(z+a) ~(3/2) (z+b) ~(-3/2) (1/sqrt [z+1])

Vz+1(z—a)*/?
Vz—1(a+z)3/2(z—b)3/2\/b+z

((~a+z)~(3/2)Sqrt [1+z]) / ((-b+z) ~(3/2) (a+z) "~ (3/2)Sqrt [-1+z]Sqrt [b+z])
((a+z)~(3/2)Sqrt [-b+z] Sqrt[-1+z])/(Sqrt[b+z] (-a+z)~(3/2)Sqrt[1+z])
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Vz—1(a+2)%/?
Vz4+1(z—a)3/2+/z—b(b+z)3/2

1 / 2 (auxl[z]+aux2[z])
I/ 2 (auxi[z]l+aux2[z])
phi3aux := f[x] glx]

philaux :

phi2aux :

Establecemos constantes, e integramos

cp = I;
tstla_,b_]:={Im[NIntegrate[(auxl[z,a,b]+aux2[z,a,b]),{z,cp,(a + b)/2}]
- NIntegrate[(auxl[z,a,b]+aux2[z,a,bl), {z,cp,2.}]1],
Re [NIntegrate[(auxl[z,a,b]-aux2[z,a,b]), {z,cp,(1 + b)/2}]
- NIntegrate[(auxl([z,a,b]l-phi2[z,a,b]l), {z,cp,0}]1]1}
FindRoot [tst[xx,yy]l == 0, {{xx,3}, {yy, ,4}}]

{xx — 0,593658, yy — 0,824079}

a = 0.593658;
b = 0.824079;
tst[a,b]

{2.886579864025407*-15, 5.4751536637809295*"-11}
Calculamos una parametrizacion auxiliar,

para = Re[{NIntegrate[phil[z],{z,cp,0}], NIntegrate[phi2[z], {z,cp,0}],
NIntegrate[phi3[z], {z,cp,0}]1}]

{0.636306,0.739251,0.}
y usando la parametrizacién anterior obtenemos la deseada y el normal.

X[w_]:= Re[{NIntegrate[phil[z],{z,cp,w}], NIntegrate[phi2[z],{z,cp,w}],
NIntegrate[phi3[z],{z,cp,w}]}] - para;
n[z_]:= StereographicProjection[1/g[z]]

Por otro lado, establecemos los pardmetros necesarios para obtener el domi-
nio necesario para esbozar la superficie junto con la funcién RectangularDomain

establecida en la libreria mesh.

e = 0,00000001;

xa = -1,5;
xb = 5.,
nl = 8;
n2 = 4;

xr = Union[NRange[xa,0,n1], NRange[0,t1,n2], NRange[t1,t0,n2],
NRange [t0,xb,n1], SameTest -> AlmostEqual];
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dmil = RectangularDomain[xr, NRangel[e,Pi-e,12]];
moeb[z_]:=(pb~2z+a"2)/(pz + 1)
dm2 = MeshApply[Sqrt[moeb[E #]]1&, dmi];

Finalmente, de nuevo, encadenamos una serie de funciones descritas en el

apéndice de este trabajo para obtener la superficie deseada.

Show[DomainToGraphics [dm2], AspectRatio Automatic, Axes True]

fr1 = MeshPlot3D[{ f[x + Iyl, nlx + Iyl}, {x,y}, dm2];
fr2 = MeshJoin[frl, MeshReflect[frl, Plane[{0,0,1}, 0]1];
fr3 = MeshJoin[fr2, MeshReflect[fr2, Plane[{1, O, 0}, 0]1]1;

fr4 = MeshJoin[fr3, MeshReflect[fr3, Plane[{0, 1, 0}, f [(a + b)/2]1[[2]1]1]11];
Show[gr = Mesh3DToGraphics3D[fr4]]

F1Gura 7. Superficie de Wohlgemuth de género 2
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Apéndice A
Descripcidon de la libreria mesh

Esta libreria fue desarrollada por Weber. No ha sido usada en su totalidad y

puede encontrarse en su archivo de superficies minimas, [18].

Vamos a describir las funciones utilizadas en la tdltima seccién del quinto capi-

tulo,

= StereographicProjection[z], es funcién devuelve la imagen de z bajo la
proyeccion estereografica y se define tal que
StereographicProjection[z_] := {(2#Re[z])/(1+Abs[z]"2),
(2xIm[z])/(1+Abs[z]"2), 1-2/(1 + Abs[z]"2)};
= Domain es un formato de gréficos bidimensionales para mallas triangulares.
Usando esta base se definen dos funciones asociadas,
® RectangularDomain([x,y]; Domain unido a Rectangular creard un do-
minio que representa un rectdngulo cuadricula con lineas verticales y
horizontales dada por las listas de puntos x e y.
RectangularDomain[x_,y_] := Domain@@QOuter[List,x,y];
® PolarDomain[x,y]; Domain unido a Polar creard un dominio usando
coordenadas polares, asf representa una cuadricula con radios y angulos
dados por las listas x e y.
PolarDomain[x_,y_] := Domain@@Outer [#1 {Cos[#2], Sin[#2]}
&, x, yl;
¢ DomainToGraphics; Domain unido a ToGraphics convierte un dominio en
gréfico.
DomainToGraphics[v_] :=
Graphics[Join[Map[Line,List@@v],
Map[Line,Transpose[List@@v]]]1];
= AlmostEqual devuelve verdadero si los dos argumentos son casi iguales.
AlmostEquallx_, y_] := Abs[x - y] < 0.00001;
= Nrange,
NRangela_, b_, n_] :=
Range[N[a]l ,N[b] ,N[b - al/N[n - 111;
= Plane[n-d] representa un plano con vector normal (n) y distancia (d) desde
el origen.
= StraightLine[u,v] representa una linea recta a través de u y v.
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= MeshApply[f,mesh] evalda la funcién compleja que introducimos, f, en una
malla bidimensional y devuelve la malla de la imagen. Para poder definirla,
es necesario previamente definir dos funciones.
® reim[z]; separa un niimero complejo en su parte real y parte imagina-
ria.
reim[z_] := {Relzl, Im[z]};
¢ ComplexForm; junto con la anterior funcién separan una funcién com-
pleja, £, en su parte real e imaginaria.
ComplexForm[fn_] [{x_, y_}] := reim[fnlx + I ylI1;
Asf la funcién principal, se define como,
MeshApply[fn_, v_] := Domain@@Map [ComplexForm[fn],
Listeev, {2}];
= Mesh3D gréficos tridimensionales para mallas rectangulares. Unido a otras
caracteristicas nos permite ampliar las funciones.
® MeshPlot3D[f,m], evalta la funcién f en los vértices de una malla m y
devuelve un objeto Mesh3D.
MeshPlot3D[{fn_,nn_3}, {x_,y_}, v_] := Module[{f1l,n1},
f1
nl = Function[{x,y},nn];
Mesh3D [{Apply[f1,List@@v,{2}], Applyl[ni,List@ev,{2}]1}]1];
® Mesh3DToGraphics3D[m], convierte un objeto Mesh3D en un grafico en

Function[{x,y},fn];

3D. Para definirlo es necesario una funcién que genera un poligono.
trp{{a_, b_}, {c_, d_}}] := Polygon[{c, d, b, al}];
Asi la funcion buscada es,
Mesh3DToGraphics3D[msh_] :=
Graphics3D[Flatten[Map[Map[trp,
Flatten[Map[Partition[#,2,1] &,
Transpose [Map [Partition[#,2,1] &,
#[[111111,11] &, List@@msh],1]]
= MeshJoin[meshl,mesh2] une dos mallas, uniendo asi los puntos por parejas.
Para poder definirla, es necesario previamente definir una funcién asociada
y después manipularla.
(*MeshJoin[m1_,m2_] :=Mesh3D@@Join[List@@m1,List@Cm2] ;*)
Asf la funcién principal, se define como,
MeshJoin[ml__] := Mesh3D@@Join[ml];
= MeshRotate[mesh,borde] rota una malla alrededor de un borde. Para poder
definirla, es necesario previamente definir otras,
® Gira un punto p sobre la linea a través de vi y v2
rotate[p_,{vl_,v2_}] := -p+2vi+2(p-v1). (vi-v2)
/ ((v1-v2).(v1-v2)) (v1-v2);
¢ Es necesario calcular el diferencial del mapa anterior, para ello,
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nrotate[p_,{vl_,v2_}] := -p+2p. (v1-v2)
/ ((v1-v2).(v1-v2)) (v1-v2);
e Rotacién inicial,
meshrotateO[{v_,n_3}, {vi_, v2_}] :=
{Map[rotate[#, {v1,v2}] &,v,{2}],
-Map [nrotate [#, {v1,v2}] &,n,{2}1};
Uniendo todas la funcién se define como,
MeshRotate[1l_, StraightLine[vl_,v2_]] :=
Mesh3D@@Map [meshrotateO[#, {vi,v2}] &,List@@l];
MeshRotateZ[mesh,phi,trans]; realiza un giro de dngulo phi y traslada la
superficie a lo largo del eje z. Para poder definirla, es necesario:
zrotateO[{x_,y_,z_},phi_,trans_] :=
{Cos[philx + Sin[phily,
-Sin[phi]lx + Cos[phily,
z + trans};
zrotate[{v_,n_},phi_,trans_] :=
{Map[zrotateO[#,phi,trans]&,v,{2}],
Map [zrotateO[#,phi,0]&,n,{2}]};
Asi,
MeshRotateZ[1_, phi_, trans_] :=
Mesh3D@@Map [zrotate [#,phi,trans] &, 1];
MeshTranslate [mesh,v], define la malla como un vector. Para poder defi-
nirla, es necesario previamente definir la inicial,
meshtranslateO[{v_, n_}, 1m_] := {Map[lm + # &, v, {2}], n};
MeshTranslate[l_, 1m_] :=
Mesh3D@@Map [meshtranslateO[#, 1m] &, 1];
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